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Kivonat

Cikkiinkben jellemezziik azokat a fliggvénypérokat, amelyek rendelkeznek affin
elvéilaszto fliggvénnyel. Bar a {6 eredmény az anlizis témakdrébe tartozik, a bizonyi-
tasban — meglep6 médon — a kombinatorikus geometria egyik alaptétele, a Helly-tétel
kap kulcsszerepet.

1. Bevezetés

A kombinatorikus geometriaban azt vizsgaljuk, hogy ,nagyméreti” halmazcsalad milyen
feltételek mellett orokli sajat , kisméret” részrendszereinek bizonyos kozos tulajdonségait.
Ennek az elvnek egyik elss és egyik legszemléletesebb képviselGje Eduard Helly (1884—
1943) nevezetes metszettétele. A sikbeli valtozat megfogalmazasahoz emlékeztetiink arra,
hogy egy sikbeli halmaz akkor konver, ha barmely két pontjaval egyiitt az azokat 6sszeko6té
szakaszt is tartalmazza. Helly tétele [5] ezek utéan a kovetkezSképpen szol:

Ha sikbeli konvex halmazoknak egqy véges rendszerében bdarmely harom tagnak van kézds
pontja, akkor van olyan pont is, melyet mindegyik tag tartalmaz.

Az alkalmazasok szempontjabol (ahogyan azt révidesen latni fogjuk) a halmazcsaladra
szabott végességi feltétel komoly megszoritast jelent. Mint kideriil, e feltétel szerencsére
elhagyhato, ha a csalad tagjaira tovabbi analitikus feltételeket szabunk. Egy sikbeli halmaz
korldtos, ha van olyan nyilt korlap, amely lefedi; zdrt, ha a komplementerének minden
pontja koriil megadhat6é olyan nyilt korlap, amely a komplementerhez tartozik. E két
tulajdonsag segitségével fogalmazhatjuk meg Helly tételének mésik valtozatat:

Ha sikbeli zart konvex halmazoknak eqy rendszerében bdrmely hdrom tagnak van kézos
pontja, és van olyan véges részrendszer, melynek metszete korldtos, akkor van olyan pont,
melyet mindegyik tag tartalmaz.
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A Helly-tétel mindkét alakjanak bizonyitasa elegans. Az els6 valtozat elemi eszkozokkel
igazolhatd. A masodik valtozat az elsére vezethets vissza, komolyabb analizis felhasznala-
saval. Maga az allitas valojaban sokkal altaldanosabb formaban érvényes. Mindkét sikbeli
valtozat kiterjeszthetd véges dimenzios vektorterekre azzal a modositassal, hogy ,harom”
helyett ,dimenzi6 plusz egy” irandé. Igy mar érthets, hogy a sikbeli esetben miért épp
a ,harom” szerepel! Az altalanos eset bizonyitasa egyébként semmivel sem bonyolultabb,
mint a sikbelié.

A névado, Eduard Helly, 1913-ban kapta eredményét és beszamolt rola kollégajanak,
Johann Radonnak. Ezt kovetSen nem sokkal Helly orosz hadifogsagba esett és Szibériaba
keriilt. Mire eredményét 1923-ban publikalta, Radon [8] és Kénig [6] fiiggetlen bizonyitasai
mar megjelentek. A tudoményos etika szép példaja, hogy Helly érdemeit egyikiik sem
vitatta, s6t elismerték és hangsulyoztak azt. Helly szakmai elhivatottsagat egyébként jol
mutatja, hogy fogsédga idején matematikai szeminariumokat szervezett, aktivan kutatott,
és alapvetd eredményeket ért el.

Helly tételérdl és alkalmazasairol tovabbi részleteket talalhatunk Barany Imre cikkében
[1], Reimann Istvan konyvében [9], vagy Ludwig Danzer, Branko Griinbaum és Victor Klee
monografidjaban [4]. Cikkiinkben Kazimierz Nikodem és Szymon Wasowicz elvalasztasi
tételét |7] ismertetjiik. A bizonyitasban a Helly-tétel egyik kovetkezményét, Louis Santalo
eredményét [10] hasznaljuk.

2. Elvalasztas affin fiiggvényekkel

Tegyiik fel, hogy f,g: I — R olyan fiiggvények az I valés intervallumon, melyek affin
fiiggvénnyel szeparalhatok, azaz létezik olyan h(x) = azx + b alaka h: I — R fiiggvény,
hogy f < h < g teljesiil. Egyszerti szamolassal megmutathato, hogy ebben az esetben
minden z,y € I és minden A € [0, 1] valasztéassal

FOx+ (1= Ny) < Ag(@) + (1= Ng(y)
gz + (1= Ny) > A (2)+ (1 =N f(y)

érvényes. Valoban, elsként az f < h egyenlGtlenséget, majd h affin voltat, végezetiil a
h < g egyenl6tlenséget hasznélva,

(1)

f()\x +(1— )\)y) < h()\x +(1- )\)y)
=a(Az+ (1= Ny) +b=Xaz +b) + (1 = \)(ay + b)
= Ah(z) + (1 = Nh(y) < Ag(x) + (1 = A)g(y).

A masik egyenl6tlenség ugyanilyen szamoléssal ellenérizhets. Megleps modon az affin
szeparator létezésének (1) nem csupéan sziikséges, hanem elegendd feltétele is! Ezt fo-
galmazza meg Kazimierz Nikodem és Szymon Wasowicz eredménye|7|, melyet a spanyol
matematikus, Luis Antoni Santal6 Sors (1911-2001) alabbi eredménye segitségével fogunk
igazolni.

Tétel. Legyen o7 véges hosszisagu zart szakaszok olyan csaladja a sikon, melynek tagjai
parhuzamosak, és barmely két tag kiilonb6z6 egyenesre illeszkedik. Ha a csaldd barmely
harom tagjanak van kozos metsz6 egyenese, akkor van olyan egyenes is, amely &7 vala-
mennyi tagjat metszi.
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Bizonyitds Az altalanossag sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy a szakaszok parhuzamosak
az ordinatatengellyel. Tekintsiik ekkor egy (m,y1) és (m,y2) végpontokkal meghatéarozott
szakaszt, és tegytik f0l, hogy y; < yo. Ha az ¢(x) = ax + b egyenes metszi ezt a szakaszt,
akkor a metszéspont masodik koordinataja, vagyis az am + b érték, y; és yo kozott van.
Tehat,

—am+y; < b < —am + ys.

Tekintsitk most az ¢1(x) = —maz + y; és la(x) = —ma + y2 moédon adott parhuzamos
egyenespart. A fonti egyenlStlenség azt jelenti, hogy az (a,b) pont (amely egyértelmiien
jellemzi az ¢ egyenest) az {1 és {y altal kozrefogott savban helyezkedik el.

Eszrevételiink a tiikrében a tétel feltétele a kovetkezdképpen fogalmazhato at: Adott
savoknak egy olyan rendszere a sikon, melyben barmely harom tagnak van kézos pontja.
Tovabbé, a savrendszer nem tartalmaz parhuzamos tagokat, hiszen az eredeti szakasz-
rendszer kiilonbozé tagja kiilonbozé egyneseken vannak, s ennélfogva a sdvokat jelemzé
m értékek paronként kiilonboznek. Tehat a sdvrendszer barmely kéttagu részrendszere
Osszemetsz, a metszet paralelogramma, ami nyilvanvaléan zart és korlatos. Igy a Helly-
tétel valamennyi feltétele teljesiil: a savok rendelkeznek kozos ponttal, azaz létezik az
eredeti szakaszrendszer minden tagjan athalad6 egyenes. [

A Nikodem-Wasowicz-féle elvalasztasi tétel [7] az tgynevezett szendvics-tételek jel-
legzetes képviselGje. A szendvics tételek arra vonatkoznak, hogy mikor taldlhatunk két
fiiggvény kozott valamilyen adott fiiggvényosztalyba tartozo elvalaszto fliggvényt. Gaszt-
ronomiai olvastban: Van-e sajt (vagy szalami) a két szelet kenyér kozott?

Tétel. Legyen I C R egy intervallum, f,g: I — R pedig adott fiiggvények. Pontosan
akkor létezik az f < h < g egyenlGtlenségnek eleget tevé h: I — R affin fiiggvény, ha
minden z,y € I és minden \ € [0, 1] esetén teljesiilnek az (1) egyenlGtlenségek.

Bizonyitds Csupan az elegenddséget kell igazolnunk. Az (1) egyenlStlenségekbdl nyilvan
f < g kovetkezik. Rogzitett x € I esetén jeldlje I(z) az (z, f(z)) also, illetve (z,g(z))
fols6 végpontok altal kifeszitett szakaszt, és legyen

o ={Il(x)|zel}.

Nyilvanvaloan o7 véges hosszisagu zart szakaszok olyan csaladja a sikon, melynek tagjai
parhuzamosak, és barmely kettd kiilonb6z6 egyenesre illeszkedik. Most megmutatjuk, hogy
a csalad barmely hiarom tagja rendelkezik kozos metsz6 egyenessel.

Ha z; < 29 < x3 tetszéleges elemei az [ intervallumnak, akkor zo elGéllithato az
r = 17 és az y = x3 szamok konvex kombinaciojaként. Azaz, van olyan A € [0, 1] szam,
hogy

xo =Ar1+ (1 = Nzg = x4+ (1 — N)y.
Marmost az (1) alatti els6 egyenlStlenség pontosan azt fejezi ki, hogy az I(x) szakasz
alsé végpontja az I(x1) és I(x3) szakaszok fels§ végpontjait Osszekotd szakasz alatt van.
Hasonloan, az (1) masodik egyenl6tlensége biztositja, hogy az I(xs) szakasz fels§ végpontja
az I(x1) és I(x3) szakaszok als6 végpontjait Osszekotd szakasz f6lott van. Igy az I(xs)
szakasznak valamely p pontja biztosan az emlitett két 6sszekots szakasz kozott helyezkedik
el.

Tekintsiik most az I(xy) és I(x3) also illetve felsd végpontjait Osszekotd egyenespart!
Amennyiben ezek parhuzamosak, tgy a p ponton atmend, veliik parhuzamos egyenes
belemetsz az I(x1), I(z2), I(r3) szakaszok mindgyikébe. Ha nem parhuzamosak, akkor a
metszéspontjukat és a p pontot 6sszekots egyenes rendelkezik ugyanezzel a tulajdonsaggal.
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Ez azt jelenti, hogy teljesiilnek a Santalo-tétel feltételei. Tehat van olyan egyenes,
amely &/ minden tagjaba belemetsz, vagyis az f és g grafikonja koézott halad az I in-
tervallum folott. A keresett affin elvalaszté az a h fiiggvény, melynek grafikonja a most
megtalalt egyenes. [

A fenti tétel egy érdekes kovetkezménye azt allitja, hogy minden ,kozelitSleg” affin
fiiggvény ,kozel van” egy affin fiiggvényhez. Pontosabban fogalmazva, ha I C R egy in-
tervallum és € > 0, tgy az f: [ — R fiiggvény pontsan akkor teljesiti az

[f (A + (1= Ny) = Af(x) = (=N f(y)| <e

egyenlStlenséget minden z,y € I és minden \ € [0, 1] esetén, ha van olyan h: I — R affin
fliggvény, amelyre minden x € I valasztas mellett | f(z) — h(z)| < €/2 teljestl.

Az affin elvalasztasi tételnek szamos altalanositasa ismert. Kiterjeszthets véges dimen-
zi6s alaptartomanyra [2]| vagy intervallumon adott interpolacios csaladra [3]. Ez utébbi
specidlis esete jellemzi azon fiiggvényparokat, amelyek adott fokszdmu polinommal elva-
laszthatok. Talan nem meglepd, hogy valamennyi altaldnositas hatterében a Helly-tétel
all...
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