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Kivonat

Cikkiinkben a Desmos grafikus szamologéppel megoldhato érdekes, a szivgorbe
valtozatos geometriai tulajdonsagaihoz kapcsolodo feladatokat gytjtottiink Ossze.
Koz6s ezekben a feladatokban, hogy a szivgdrbét burkol6gorbeként hozzuk létre
kor- vagy egyenesseregek felhasznalasaval. Ez a megadas lehet6vé teszi a gorbesere-
gek kiilonbo6zo vizualis kialakitasat. A megjelenités soran tobbféle animacios modszer
alkalmazhato, ezek koziil az egyik, amikor a gorbesereg tagjai egymas utan, egyesével
rajzolodnak ki. Az animaciés 6sszhatas kiépitésében fontos szerepet kap a listaalapi
megkozelités. Cikkiinkben ismertetjiik, miként valosithaté meg dinamikus abrazolas
a Desmos eszkozeinek segitségével, valamint hogyan érheték el kiilonb6z§ paraméte-
rek hasznélataval animécios effektek. A feladatokhoz készitett részletes megoldésok
az animécidra mutaté linket is tartalmazzak.

1. Bevezetés

Az animaciokkal torténd szemléltetés napjainkban méar nem szamit 4j moédszernek sem a
vizualis kommunikacioban, sem a matematikaoktatasban. Az utobbi évtizedekben jelentGs
fejlédésen mentek keresztiil a dinamikus geometriai szoftverek, széles spektrumon jelen-
tek meg felhasznalobarat lehetségek szinte valamennyi, a matematikaoktatast tamogato
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szoftvertermék esetén. Ezzel parhuzamosan a vizualizacion alapuld, interaktiv szemlélte-
tés is egyre inkabb elfogadott és elterjedt modszerré valt a matematika oktatasaban [20].
Uj alkalmazésok is megjelentek a folyamatosan fejlesztett népszert dinamikus geometriai
szoftverek mellett, ezek egyike a Desmos grafikus szamologép. A Desmos-t a fejlesztck
azért hozték létre 2011-ben, hogy egy konnyen hozzaférhets, interaktiv és vizualisan von-
z0 matematikai eszkozt biztositsanak didkoknak és tanaroknak egyarant. A cél az volt,
hogy lehetGséget teremtsenek a valds idejd rajzolasra, valamint animéacios és interaktiv
megoldasok megvalositasara konnyen kezelhetd platformon. Méra a Desmos a matemati-
kaoktatas egyik gyakran hasznélt eszkozévé valt vilagszerte [3, 6, 13, 15, 19]. A Desmos
tobbféle platformot kinal, ezek egyike a Desmos grafikus szamologép (Desmos Graphing
Calculator).

A Desmos, illetve mas dinamikus geometriai szoftverek egyik innovativ alkalmazasi
lehetGsége az animaciok készitése. A szemléltetés soran az animacié tobb szempontbol
is elényosebb lehet, mint egy statikus dbra. A dinamikus megjelenités gordiilékenyen és
érthetébben szemléltet, konnyebben felismerhetSk az Osszefliggések, és a valtozasokhoz
tartozo lépések, igy mélyebb megértést biztosit a tanuloknak [11]. Emellett az animéciok
vonzobak és figyelemfelkeltGek, ami noveli az érdekl§dést és a motivaciot. Interaktiv elemek
hozzaadasaval lehetéség nyilhat arra is, hogy a felhasznélok sajat maguk kisérletezzenek a
paraméterekkel, igy aktivabb tanulési folyamat valosulhat meg, szemben a statikus abrak
passziv megfigyelésével [7].

Szivgorbéhez kapcsoldodo, szamitdégéppel megoldhatéd feladatokat Hraskdé Andras 2004-
ben kozépiskolasoknak irt [10] szakkori jegyzete szép szammal tartalmaz. A szerzd a Cabri
és az Euklides szoftvereket hasznalta, igy a bemutatott megoldasok ezen szoftverek me-
niirendszeréhez kotédnek. A Cabri és az Euklides lehetévé tették geometriai problémék
megoldasat anélkiil, hogy a megoldashoz sziikséges matematikai 0sszefliggések felirasra ke-
riillnének. Ez megkonnyitette a problémak megértését és szamitogéppel valdé megoldasat,
mert az analitikus megoldas elkészitését meg lehetett keriilni a beépitett parancsikonok
hasznalataval. Hasonld megoldésok a GeoGebraval és a Desmos Geometry Tool felhasz-
nalasaval készithet6k. A Desmos geometriai eszkoze 2023 méjusatol érhetd el. A felhasz-
nalok egyszertien rajzolhatnak, szerkeszthetnek és probalgathatnak kiilonb6z8§ geometriai
alakzatokat a feliileten, a rendszer automatikusan kezeli az 0sszekapcsolod6é matematikai
adatokat.

2024-ben, a [17] és [18] cikkekben a szivgorbe projekt alapt tanulasanak egy oktatési
robotikat integrald modszertani innovaciojat mutattuk be. STEAM alapi megkozelitést
alkalmaztunk, amely a frontélis oktatast, a probléma-alapt tanulést, az oktatasi robo-
tikat és a dinamikus geometriai szoftverek alkalmazasat kombinalja. A projekt soran a
résztvevok rajzold robotokat épitettek és programoztak a szivgorbe megrajzolasara, majd
animaciokat készitettek a Desmos szoftverrel a gorbe tulajdonsagainak szemléltetésére. A
cikk bemutatja a modszertan részleteit, a rajzoldé LEGO robot miikddési elvét és progra-
mozasat, valamint a hallgatok szamara kitiizott feladatokat az elméleti hattérrel egyiitt,
azonban a feladatok részletes megoldéasat, az animaciok elkészitésének lépéseit nem tar-
talmazza. A Desmos grafikus szdmologépnek nincs a Cabri-hoz, illetve az Euklides-hez
hasonl6 meniirendszere. A megfelel6 matematikai Osszefiiggések ismeretén, az analitikus
Osszefiiggések felirasan, valamint a paraméterek kezelésén alapul a hasznalata. Ugy gon-
doljuk, hogy a [17] cikkben kittizott, szamitogéppel megoldandé feladatok animécidinak
létrehozasat érdemes részletesen, lépésenként bemutatni, mert alkalmas feladattipusok a
dinamikus szemléltetés lehetGségeinek bemutatasara a Desmosban.
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2. Korok burkol6gorbéje

Gorbesereggel valo szemléltetést szép szammal taldlunk [14]-ben. Lockwood kényvének
jellegzetessége, hogy szamos gorbét mutat be a létrehozasuk modja alapjan, gyakran
egyenesek vagy korok sorozatanak burkolojaként. Ez a megkozelités segit a gorbék tu-
lajdonsagainak vizualis és intuitiv megértésében |[2].

Ha rogzitiink a sikon egy kort és ennek egy P pontjat, majd tekintjiik azokat a koroket,
amelyek kozéppontja a rogzitett koron van és &tmennek a P ponton, akkor ezeknek a ko-
roknek a burkoldja éppen egy szivgorbe [14], ahogy ezt az 1. dbra szemlélteti. A keletkezd
szivgdrbe atmérdje kétszerese a rogzitett kor atmérdjének és a cstcspontja a P pontban
van [17].

7IN

1. &bra. Szivgorbe elgallitasa korok burkolojaként.

2.1. Feladat. Vazoljuk a Desmos grafikus szamologépben az 2% + y?> = 1 kort és a
P(1,0) pontot. Vegytink fel olyan koroket, amelyek kézéppontja a megadott kérén van és
atmennek a P ponton! Készitsiink animéciot, ahol legalabb 30 1épéses iteracioval all el
korck burkologdrbéjeként egy szivgorbe! Adjuk meg a keletkezett szivgdrbe paraméteres
egyenletrendszerét!

Megoldas. A feladatot a gorbék paraméteres vektoregyenletének felirasaval oldjuk meg és
lista hasznalataval. A megoldas lépései:

1. Az 22 + y? = 1 kor paraméteres vektoregyenlete:
(cost,sint) 0<t<2r.
Ezt a Desmosban is igy adjuk meg.
2. Felvessziik a P pontot és cimkét adunk hozza:

P =(1,0)
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3.

4.

10.

Lista segitségével felosztjuk a [0, 2an] intervallumot:

L =10,0.02, ..., 2ar]

Létrehozzuk a csuszkat az a paraméter szdmara. Ezt a Desmos felkinélja, de a kezd6-
és a végpont értékét meg kell valtozatani:

0<a<l1

A lépték értéke: 0.02. Ez a megadas a = 1 esetén 32 elemd listat ad (2. dbra).

1

@ (cost,sint)

| <r< 2n
Q =10
v Cimke: P

L=100.2,.. 2an]
=0 02 04 06 08 1 12 1 32elemilista

4

® a=1

= 0 za< 1 Lépték: 0.02

2. abra. A cstszka kezd§ és végpontjanak beallitasa.

. Vegyiink fel pontokat a megadott koron az L lista hasznalataval. Ezen pontok elsd

koordinatajat ¢, jelolje! Ekkor:
Gz = cos L

A korvonalon kijelolésre keriilé pontok mésodik koordinatajat g,-nal jeldljiik:

gy = sin L

¢z és q, megadasa utdn a pontok felrajzolhatok:
Q = (¢x: qy)

Olyan koroket kell rajzolni, amelyek kdzéppontja a megadott kéron van és &tmennek
a P ponton, ezért a sugaruk a P() szakasz hossza:

Tk = (QE - 1)2 + qz

. Megadjuk a felrajzoland6 korsereg paraméteres vektoregyenletét:

(¢z + e cost, g, +rpsint) 0 <t < 2m.

Az animéci6 sebességét és modjat az inditas eltt allitsuk be! Ezt mindkét esetben
kattintassal tudjuk kivalasztani a rendszer altal felkinalt lehetGségekbdl. A grafi-
kon beallitasait a jobb felsd sarokban talalhaté ikonra kattintva moédosithatjuk. Az
animacié az a paraméter el6tti lejatszas gombbal indithato.

4
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A feladat megoldasanak lépéseit a 3. abran, egy képernyéfoton is megmutatjuk. Az ani-
macidhoz vezetd link: https://www.desmos.com/calculator/cll4to3sut.
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® o=t
= Cimke
=20 91 /X tengely [ x
K - 7 5 épték
g, =cosL m 494287 < X < 415111 Lépték 1
Cimke
= 1 0980066577841 0.9210609940 32 elemi lista .b_ V'Y tengely ‘y
inL -284037 < ¥ < 2.06824 Léptek 1
g, =sin
i T N » More Options
= 0 0198669330795 0.3894183423 32 elemilista \(x
R Complex Mode —
0=(a.4,) 7 Radia Fok r
adian o
Cimke /.
= (1,0) (0.9801.0.1987) (0.9211,0.¢ 32 elemilista ﬁ\./__ i
. 2 B
V(a1 (%) , ﬁ
= 0 0199666833294 0.3973386615 3 elemilista
N (qx+rkcosl,q.‘+rksin1)
) <t< o
5 \ //
O r-(10)
¥ Cimke: P
-

3. abra. A 2.1. feladat megoldasa a Desmosban.

A bemutatott animécioban a koérok egymas utan, egyesével jelennek meg, ami jol

szemlélteti a burkologérbeként kialakuld szivgorbe keletkezését. A 4. abran az elGallitas
harom lépése lathato, valamint a burkologorbeként 1étrejoves szivgorbe.
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(a) Az iteracio 10. lépése.  (b) Az iteracio 20. lépése. (c) Az iteracio utolso lépése.

4. dbra. A szivgdrbe szarmaztatasa korok burkologorbéjeként a Desmosban.

Konnyen ellenérizhetd, hogy az iteracié sorén létrejott szivgérbe paraméteres egyen-
letrendszere:

x(t) = 2cost — cos 2t

y(t) = 2sint — sin 2t,

(1)
ahol t € [0,27]. O

2.2. Megjegyzés. Olyan animacidés megoldas is készithets a 2.1. feladatra, amelynél
a megadott kordn egymastol egyenld tavolsdgra egyre tobb pontot helyeziink el, majd
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ezekkel a kozéppontokkal rajzoljuk meg a P ponton dthalado koroket. Ekkor a lista:

2 2
L=10" . on- %"
a a
Az a animécios paraméter pedig:
0<a<30

A lépték értéke: 1. Minden més Osszefliggés megtarthaté. Az animéacidhoz vezetd link:
https://www.desmos.com/calculator/67cowdubrv. Az 5. dbran az eldallitas harom lé-
pése lathato.
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(a) Az iteracio 5. lépése.

(b) Az iteracio 10. lépése.

(c) Az iteracio 15. lépése.

5. abra. Szivgorbe szarmaztatasa korsereggel a Desmosban.

2.3. Megjegyzés. Az animécids megvalositasok egy tovabbi lehet&sége, amikor felraj-
zoljuk a gorbesereg tagjait, majd egy jol kivalasztott mozgatott gorbével szemléltetjiik
a gorbesereg keletkezését. Egy ilyen megoldéas tanulmanyozhat6 az alabbi linken: https:
//www .desmos . com/calculator/hpdcvh8kma. Ennél a példandl az 22 + (y — 1) = 1
korbdl indultunk ki, és a P(0,0) ponton atmend korokkel hoztuk létre a szivgorbét. A
megoldasrol késziilt képernysfoto a 6. abran lathato.
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6. abra. Szivgdrbe létrehozasa korok burkologorbéjeként a Desmosban.
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3. A szivgorbe érintéi

A gorbék érintinek fontossaga abban rejlik, hogy képesek abrazolni a pillanatnyi véaltozas
mértékét (a meredekséget) a gérbe pontjaiban, lineéris kozelitést adva a gorbe viselkedé-
sérél. Ez a fogalom alapvets fontossagu a kalkulusban, tovabbé fontos gyakorlati alkal-
mazéasai vannak a mérnoki tudoményokban és a fizikiban a sebességek kiszamitésatol az
utak és hullamvasutak gorbéinek tervezéséig.

A szivgorbe érdekes tulajdonsaga, hogy a pontjaiba hizott érinték burkol6ojaként els-
allithato.

3.1. Feladat. Tekintsiik az (1) egyenletrendszerrel megadott szivgérbét és tobb, kilon-
b6z6 pontjaban rajzoljuk meg az érintét! Készitsiink animéciot a Desmos grafikus szamo-
logéppel, amely a megrajzolt érintéket egymas utan, egyesével jeleniti meg!

Megoldas. Lista hasznélataval elkészitjiik az érintéket:

1. Osszuk fel a [0, 27] intervallumot!
L =10,0.1,..., 27|
Ez a megadas 64 elemd listat ad.

2. Vegylink fel pontokat az (1) szivgérbén az L lista hasznalatéaval. A pontok elsé
koordinatajat xp jelolje! Ekkor:

zp = 2cos L —cos2L

3. A pontok masodik koordinatajat yp-vel jeloljiik:
yp = 2sin L —sin 2L

A P(zp,yp) pontok megrajzolasa nem sziikséges lépés, csak a koordinatékra van
sziikségiink.

4. Az érint6 egyenesek megrajzolasahoz sziikség van a meredekségekre. Ezt a pontbeli
derivalt ismeretében meg tudjuk hatarozni:

(t) = —2sin L +2sin2L  és y(t) = 2cos L — 2cos 2L,

tovabba

igy:
B 2cos L —2cos2L

"= TodnL + 2sin 2L

5. Megadjuk az érintdket:
y=m(x—xp)+yp

A 7. dbran lathato képerny6fotdé mutatja, ahogy 64 érinté burkologorbéjeként elGal-
litottuk a szivgdrbét. Az érinték szinét bordonak valasztottuk.
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a5

L

=0 01 02 03 04 05 06 07 64 elemi lista
_ 2cosL—2cos2L
m=

= undefined 0.151135218058 0.309336249( 64 elemii lista

xp=2cos L — cos 2L

= 1 1.00994175271 1.03907216168 1.08 64 elemilista

Yp
= 0 0.000997502498595 0.007920319281« 64 elemil lista

c

y=m(x—xp) +3p % R XA Ak . = [

=[0.0.1...2n]

21+ v

—2sinL +2sin2L

=2sinL —sin2L

7. abra. Szivgorbe elGéllitasa érint6k burkoldjaként.

Olyan animaciot készitiink, ahol a megrajzolt érintSket egymas utan kell megjeleni-
teni, ezért 4j listat hozunk létre az animéciohoz sziikséges paraméterrel egytitt:

Ly =10,0.1, ..., 2ar]

Hozzuk létre a cstuszkat az a paraméter szamara! A kezdG- és a végpont értékét be
kell allitani:
0<a<1

A lépték értéke: 0.01.

. Az animacioban megjelend érint6k meredekségét jelolje M és az Lo listaval adjuk

meg Gket:
_ 2cos Ly —2cos2Ly

M o din Ly + 2sin 2L,

. Az animalt érinték egyenlete:

y=M(x—zp)+yp

Az animalt érintSk szinét valasszuk kéknek! Inditsuk el az animaciot!

Az animéci6 soran a kordbban megrajzolt érintéket egyesével atrajzoljuk, azaz megval-
toztatjuk a sziniiket bordorol kékre. Az animéciohoz vezetd link: https://www.desmos.
com/calculator/qghuk3rgzq. [

3.2.
csup
nyoz

Megjegyzés. Olyan animaciot is készithetiink, ahol megrajzoljuk az érintéket, majd
an egyetlen érintét mozgatunk. Erre egy megoldast az alabbi linken lehet tanulmé-
ni: https://www.desmos.com/calculator/tolsupef1l.
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4. Evoluta és evolvens

Egy sikgorbe gorbiileti kdzéppontjainak mértani helyét a gorbe evolutajanak nevezziik.
Ez egyben a gorbe normalisainak burkologorbéje is [1].

4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a szivgdrbe evolutaja ugyancsak szivgorbe! Tekint-
stk az (1) egyenletrendszerrel megadott szivgérbét és tobb, kiilonb6zé pontjaban raj-
zoljuk meg az érinté- és normaélis egyeneseket! Készitsiink animaciot a Desmos grafikus
szamologéppel az evoluta kialakulasanak szemléltetésére! Adjuk meg az (1) szivgorbe nor-
malisainak burkologorbéjeként kapott evoluta paraméteres egyenletrendszerét!

Megoldas. A feladat megoldasat a szivgorbe paraméteres vektoregyenletének felirasaval
kezdjiik. A megoldés 1épései:

1. Az (1) szivgorbe paraméteres vektoregyenlete:
(2cost — cos2t,2sint — sin 2t) 0<t<2r.
A gorbét rejtsiik el! Ehhez a parancssor elején a szam alatti teriiletre kell kattintani!
2. Hozzunk létre 60 elem listat az a animaciés paraméter hasznalataval:

2am

L= |:07 E, ...,2a7r]

3. Definialjuk a cstuszkat az a paraméter szamara! A kezds- és a végpont értékét be
kell allitani:
0<a<l1

A lépték értéke: 0.02. Ez a megadés a = 1 esetén 60 elemi listat ad.

4. Vegyiink fel pontokat az (1) szivgérbén az L lista hasznalataval. A pontok elsd
koordinatajat xp jelolje! Ekkor:

Tp = 2cos L — cos2L

5. A pontok masodik koordinatajat yp-vel jeloljiik:
yp = 2sin L — sin 2L

A P(xp,yp) pontok megrajzolasa nem sziikséges lépés, csak a koordinatédkra van
sziikségiink.

6. Az érints egyenesek megrajzolasahoz megadjuk a meredekségeket:
#(t) = —2sin L 4+ 2sin2L  és ¢(t) = 2cos L — 2cos 2L,

tovabba

igy:
2cos L —2cos2L

" TosinL + 2sin 2l

9
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7. Megadjuk az érint6 egyeneseket:
y=m(x —zp)+yp

8. Végiil felirjuk a normalis egyenesek egyenletét:

1
y=——(z—xp)+yp
m

9. Az animéaciés mod megadasakor az "Ismétlés egy iranyba' lehetGséget véilasszuk! Az

animacié az a paraméter elStti lejatszés gombbal indithato.

10. A szivgorbe evolitaja egy ellentétes allasu szivgorbe. Az evolita paraméteres egyen-

letrendszere:

1
x(t) = 5(2 cost + cos 2t)

1
y(t) = 5(2 sint + sin 2t),

(2)

ahol ¢ € [0, 27]. Ezt a Desmosban a vektoregyenlet megadéaséaval ellendrizhetjiik:

1 1
(5(2 cost + cos 2t), §(2 sint + sin 2t)>

A feladat megoldasanak képernyéGfotoja a 8. dbran lathatd. Az animacidohoz vezetd link:

https://www.desmos.com/calculator/f2fa696158.

B - Q«A\ \ \\\ Y Vx
(2 cos # — cos 24,2 sin 7 — sin 2¢) \ RN >K " w
0 <i< \l X =\ PQ‘QA‘V“""A
2cosL—2cos 2L \ ~ [ AN *\‘\,YA'A\'A'“ -

(= Ty A FEA \ LY N1/ /
- S ',«q\,"l L

= undefined 0.161114751889 0.3308 60 elemi lista \ S “‘§ '44

_ [ 2an >}

Lf[o. = Q{nz} L “$> %)

=0 0 0.2129893324 60 elemilista |~ ﬁ"‘ﬁ

© o ‘ %79% e

xp=2cos L — cos 2L

Y 7477
WA 717 4 7
[

A7)

X
>

= 1 10112662106 1.04417200678 60elemilista W - :;77 ~ A 777 :;/ N AN 5
e 0:0?*'
D -+ —X 5525 §§< \ 7\7
A AN S
; o (x=xp) +3p — " \ ‘\-Y\\\:\\

(%(2cost+c0522).%(25inl+sin21))

0 1< o

B !
"K N A==
] AZPRRE

8. abra. A 4.1. feladat megoldasa a Desmosban.

= ‘za Z AN\
J%ﬁa R
4

A valasztott animécios modszerrel minden pillanatban 60 érintd-

és normalis egyenes-

sel dolgozunk, ami lézershow-jellegt effektust kolcséndz az animacionak. A 9. dbran az

elgallitas harom lépése lathato.
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9. abra. Szivgorbék szarmaztatisa egyenesseregekkel az animécios paraméter kiilonbo6zé
értékei mellett.

Ha a 4.1. feladatra olyan animéciot szeretnénk késziteni, amelynél az egyenesek sorban,
egymas utan jelennek meg, akkor a lista megadasan kell valtoztatni. Példaul:

L=10,0.1, ..., 2an],

és az a animaciés paraméter:
0<a<l1

A lépték értéke: 0.1. Minden mas Osszefliggés megtarthatd. Az animacidhoz vezetd link:
https://www.desmos.com/calculator/mdh8kbckdx. [

Egy sikgorbe reguléris, ha folytonossaga mellett van olyan paraméterezése, amelynél a
derivalt sohasem zérus. Ha g olyan regularis sikgérbe, amelynek gorbiilete sehol sem zérus,
akkor a ¢ érintGinek tetszéleges ortogonalis trajektoriajat g egy evolvensének nevezziik.
Az evolvenst szarmaztatd g gorbe az evoliuta. Ha adottak a g; és go sikgorbék és a go
gorbe g;-nek evolutédja, akkor g; a go-nek evolvense [1, §|.

A szivgorbe evolutaja egy kisebb szivgorbe, amely egyharmada az eredeti gérbének, és
ellenkezd iranyba néz [5]. Az evolvens szintén szivgorbe, amely ugyanolyan allast, mint az
evolita, azonban haromszorosa az eredeti gorbének [17]. A 10. dbran a harom szivgorbe
egylitt lathato. Piros szinnel abrazoltuk az (1) egyenletrendszert szivgorbét. A kék szini
gorbe az (1) egyenletrendszerii szivgorbe evolutéja, a zold pedig az evolvense.

10. abra. Szivgorbe evolutaja és evolvense.

11
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Osszetettebbé tehetjiik a 4.1. feladatot, ha azt a szivgorbét is vazoljuk az érinték meg-
adasaval, amelynek az (1) egyenletrendszerii szivgorbe az evolutaja, vagyis az evolvenst.
Ekkor az

x(t) = 3(2cost + cos 2t)
y(t) = 3(2sint + sin 2t),

(3)

t € [0, 27| paraméteres egyenletrendszerii szivgérbéhez kell érintéket huzni.

4.2. Feladat. Készitsiink animéaciot a Desmos grafikus szamologéppel, amellyel egyszerre
szemléltethetd az (1) egyenletrendszert szivgorbe evolutaja és evolvense!

Megoldds. Olyan animéciot készitiink, amelynél az egyenessereg tagjai sorban, egymaés
utan jelennek meg, ezért az
L =10,0.1,..., 2an],

listat hasznéljuk, valamint az a animéaciés paraméterre az alabbi beallitast adjuk meg:

0<a<1

A lépték értéke: 0.1. A lista ezzel a megadassal 64 elemii. A 4.1. feladatra adott megoldast
bévitjiik a kdvetkezd sorokkal:

e Vegyiink fel pontokat a (3) egyenletrendszerrel megadott szivgdrbén az L lista hasz-
nalataval. A pontok elsé koordinatéjat z jelélje! Ekkor:

xg = 3(2cos L + cos2L)

e A pontok masodik koordinatajat yo-val jeldljiik:
Yo = 3(2sin L + sin 2L)

A Q(zg,yq) pontok megrajzolasa most sem sziikséges 1épés, csak a koordinatakra
van sziikség.

e Az érint6 egyenesek megrajzolasahoz meghatarozzuk a meredekségeket. Ezt a pont-
beli derivalt ismeretében tehetjiik meg.

(t) = 3(—2sin L — 2sin2L) és g(t) = 3(2cos L + 2cos2L),

A meredekségre most az M jelolést alkalmazzuk:

(¢
i(t)

igy: L+ 2L
Cos Cos

M=——————

sin L —sin2L

e Megadjuk az érint§ egyeneseket:

y=m(z—1q) +yq

12
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A feladat megoldasédhoz tartozo képerny6foto a 11. abran lathatd. Az animécidhoz vezetd

link: https://www.desmos.com/calculator/awqqlha98z.

\ Wy /¥ 7 % A
° ‘ N S22 R VT
= 12 ]:0i994l-15':;l 1.03907216168 64 elemi lista ‘\‘\\\\\\\gg“\‘\}\“‘!ggv‘igé%iv ‘}'{5\‘?{""4
3p=2sinl = sin \\ B N e -
= 0 0.0009 0.0079203 64 elemi lista . ‘ \\‘\_ \1‘\‘<]!?/<\\\

! - %

[/ R ‘ L \

Qv y= =g (xmw) 4 \ ‘.‘v\§\‘\

N (%(2005t+c052!).%(2sinl+sin2t))

;t/ (3(2cos 7+ cos 2¢) 3(2sint + sin2r) )

0 <t

xg=3(2cos L +cos 2L)

= 9 891022472519 864358244906 64 elemil lista

vo=3(2sinL +sin2L)

= 0 119500849227 23602710117 64 elemi lista

cos L +cos 2L
—sinL —sin 2L

[ 4 .'b"ﬁi
= undefined —6.61659150559 —3.23 64 elemi lista 7 A)\\ \
,_ 2 LR

M=

O y=m(x-xg) +3o 2 A AZ AN R RS ;_/’*"'\,,""\.- i
. . L BRSNS~ =S

11. abra. A 4.2. feladat megoldésa a Desmosban.

A jobb szemléltetés érdekében az (1) egyenletrendszert gorbéhez tartozé érinték meg-
jelenitését kikapcsoltuk, a gorbét az egyenletével jelenitettilk meg piros szinnel. A 12.

abran az elgallitas harom lépése lathato.

\\“ |
N
i

b

)

12. 4bra. Evolita és evolvens szarmaztatasa egyenesseregekkel az animéaciés paraméter

kiilonbozd értékei mellett.

Az egyenesek vonalvastagsagat érdemes csokkenteni. Az alapértelmezett érték 2.5. [

4.3. Megjegyzés. Mas animacios lehetGség is valaszthato a 4.2. feladat megoldéasara.

Definialhatjuk példaul az Lo listat az L elemeinek ellentetjeként:

L2:_L

Irjuk 4t az evolvenshez tartozo Osszefiiggésekben L-t Lo-re. Ekkor az evolvens generé-
lasanak iranya megvaltozik, az evolutaé valtozatlan marad. Az animéciéra mutato link:

https://www.desmos.com/calculator/x8e0Opumrc4.

13



Pi Matematikai, Fizikai és Informatikai Folyoirat 2. kotet, Matematikai fiizet, 2026.

5. Kausztikus gorbe

A kausztikus gorbe a g gorbe éltal egy adott pontszerd F' fényforrasrol visszavert fénysu-
garak burkologorbéje. Ha a g gorbe kor, akkor a kausztikus goérbe lehet szivgorbe, ha az
adott pont illeszkedik a korre [9, 14].

13. abra. Szivgorbe elallitasa kausztikus gorbeként.

Ez az optikai tulajdonsag lathato egy csésze aljan, ha zseblampaval megvilagitjuk
oldalrol. A fény visszaverddik a csésze oldalarol és az aljan megjelenik a szivgorbe [4, 12,
16]. Tehat, ha a kor egy F' pontjabol kiindulo egyeneseket rajzolunk és hagyjuk, hogy
ezek visszaverddjenek a korvonalrol tgy, hogy a beesési szog megegyezik a visszaver§dési
szoggel, akkor a szivgorbe ezen egyenesek burkologorbéje [9, 17].

5.1. Feladat. Készitsiink animaciot a Desmos grafikus szamologéppel a szivgorbe kausz-
tikus gorbeként valo elsallitasara! Tekintsiik az 2% + y? = 1 kort és a fényforras legyen az
F(1,0) pontban! Adjuk meg a keletkezd szivgdrbe paraméteres egyenletrendszerét!

Megoldds. Vazoljuk a Desmos grafikus szamologépben az x? + y* = 1 kort és az F(1,0)
pontot.

1. Az 2% + y? = 1 kor paraméteres vektoregyenlete:

(cost,sint) 0<t<2m.

2. Felvessziik az F' pontot és cimkét adunk hozza:

F=(1,0)
3. Lista segitségével felosztjuk a [0, 27| intervallumot n egyenld részre:

L= {O, Q—W, ...,2%}
n

14
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4. Létrehozzuk a cstuszkat az n paraméter szaméra. A kezds- és a végpont értékét

10.

megadjuk:
0<n<50

A lépték értéke: 1. Ez a megadas 51 elemd listat eredményez.

. Vegyiink fel pontokat a megadott koron az L lista hasznalatéval!

P = (cos L,sin L)

. Kossiik 6ssze a korvonalon kijelolt pontokat F-fel! A szakaszok a polygon parancs

segitségével rajzolhatok meg:
polygon(P, F')

A ¢ =rgh(255,0,0) paranccsal definialjuk a piros szint, és szinezziik pirosra a korvonal
pontjaiba érkezé fénysugarakat!

. Az OFP haromszog egyenlGszari, igy az a szog radianban:

7 —L
2

o =

. a-val felirhat6 a visszaverddg fénysugarakat reprezentald egyenessereg. Kapcsos za-

rojelben korlatozoé feltételt adunk meg, tehat csak a korben 1évé szakaszokat jelenit-
jiik meg:

Yy :tan(w—3@)(m—cosL)+sinL{—\/1 —r2<y<V1 —xQ}

Az animécio sebességét és modjat az indités el6tt allitsuk be! Az animaéacio az n
paraméter el6tti lejatszas gombbal indithato.

A feladat megoldésat mutaté képernyGfoto a 14. dbran lathato. Az animaciohoz vezetd

link:

3

(2]

® o

c

© rolyzon(P.F)

= 1.57079632679 150796447372 1.44513262065 1.3823 51elemilista

N = tan(n—3a) (x - cosZ) +sinZ{ V1 -2 <y<V1-x2 }
o F=(1.0)
™ Cimke: F

https://www.desmos.com/calculator/ujlculsfix.
- 8« y
(cost,sint) N i
a
L= [0.27“,”..-21[}
= 0 0.125663706144 0.251327412287 0.376991118431 51 elemi lista
n=>50
P=(cosL,sinL)
hgga) (0.9921,0.1253) (0.9686,0.2487) (0.9298,0.3681 51 elemi lista
=1gb(255,0,0)
]

51 elema lista

=L

2

14. abra. A 5.1. feladat megoldasa a Desmosban.
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Az animéci6 soran a pontok szama folyamatosan novekszik, tehéat egyre tobb szakasz
jelenik meg. A 15. dbran az elGallitas harom 1épése lathato.

==

S

(b) n =30

15. abra. Szivgorbe szarmaztatasa kausztikus gorbeként az animacios paraméter kiilonbo-
76 értékei mellett.

A burkolégorbeként elGallitott szivgdrbe paraméteres egyenletrendszere:

x(t) = %(2 cost + cos 2t)
(4)

1
y(t) = 5(2 sint + sin 2t),

ahol t € [0, 27]. A Desmosban a vektoregyenlet megadéséaval és megjelenitésével ellendriz-
hetd, hogy a felirt Osszefiiggés helyes. [

6. Zar6 gondolatok

A cikkben bemutatott animacios technikak a szivgorbével kapcsolatos feladatok szemlél-
tetésére a vizualis megjelenités tamogatasan tul a matematikai 6sszefiiggésekbe is bete-
kintést nyujtanak. Az animéciok segitségével a didkok nem csupan passziv megfigyel6i
a matematikai folyamatoknak, hanem aktivan részt vehetnek azok alakitasdban. Kisérle-
tezhetnek a paraméterekkel, és felfedezhetik a kiilonbozé geometriai tulajdonsagokat. A
bemutatott példéakbol jol lathato, hogy az animéciok valtozatos alternativat képviselnek
a hagyomanyos tanitasi modszerekhez képest. Fontos hangsilyozni, hogy a Desmos grafi-
kus szamologép hasznélata nem korlatozodik a kész megoldasok tanulmanyozésara, mert
0sztonzi a didkokat a kreativ problémamegoldéasra és a matematikai gondolkodas fejlesz-
tésére. A listaalapti megkozelités és a paraméterekkel vald kisérletezés lehetévé teszi, hogy
a didkok sajat maguk fedezzék fel a matematikai Osszefiiggéseket, és mélyebb megértést
szerezzenek a témaban.

Reméljiik, hogy a bemutatott feladatok és megoldasok inspiraciot nydjtanak oktatok-
nak és didkoknak egyarant a Desmos grafikus szamologépben rejlé lehetGségek tovabbi
feltarasara.

Ko6szonetnyilvanitas. Késziilt az RRF-2.3.1-21-2022-00013 azonositoszamu "Tarsa-
dalmi Innovéciés Nemzeti Laboratérium" elnevezésii projektben, Magyarorszag Helyre-

;;;;;;;;

alloképességi Eszkozének tamogatasaval.
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