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Kivonat

Els6éves matematika szakos egyetemi hallgatok geometriai szemléletének fejlett-
ségét vizsgaltuk. Kutatasunk célja egyrészt annak feltarésa volt, hogy a hallgatok
atlagos Van Hiele-szintje megfelel-e az érettségi kovetelmények altal implikalt elva-
rasoknak, mésrészt annak vizsgéilata, hogy kimutathaté-e kapcsolat a Van Hiele-
szintek és a helyes geometriai dbraértelmezés kozott. A méréshez az Usiskin-féle Van
Hiele-tesztet, az dbraértelmezés vizsgalatdhoz pedig Usiskin bizonyitasi tesztjének
egy feladatat hasznaltuk. Az eredmények azt mutattédk, hogy a hallgatok jelentss
része nem éri el az érettségi kovetelmények altal feltételezett szintet, és statiszti-
kailag szignifikdns kapcsolat sem mutathato ki a Van Hiele-szintek és a geometriai
abraértelmezés pontossaga kozott.

1. Bevezetd

A geometria tanitdsa és tanulasa évtizedek ota a a matematikaoktatis egyik legtobbet
vizsgalt teriilete. Szdmos vizsgélat igazolta, hogy a tanulok a geometriai problémak meg-
oldasakor rendszeresen nehézségekbe titkoznek [8, 10, 11].

A kozépszinti érettségi feladatok jelentds része valamilyen geometriai &brahoz kapcso-
lodik, amely a szoveg értelmezését tamogatja [15].

Noha a részletes vizsgakovetelmények el6irjak, hogy a vizsgazo ,,Tudjon a feladatok
megoldasahoz megfelels dbrat késziteni”, a geometriai abrak megfeleld értelmezése explicit
modon nem jelenik meg elvarasként. Ugyanakkor az implicit kdvetelményrendszer alapjan
elvaras, hogy a tanulok képesek legyenek az abra vizualis informécioit helyesen értelmezni,
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és azokat a formalis dedukeio soran felhasznalni [16]. Korabbi doktori kutatasaink soran
azt tapasztaltuk, hogy egyes geometriai problémak esetén a tanulok tobbsége az abrat
helyteleniil értelmezve hibas kovetkeztetésekre jutott [9]. E tapasztalatok hivtak fel a
figyelmemet arra, hogy a geometriai dbraértelmezés képessége szorosan Osszefligghet a
geometriai gondolkodés fejlettségével.

Kutatasunk célja annak feltarésa volt, hogy elsGéves matematikatanar szakos hallga-
tok geometriai szemlélete és abraértelmezési képessége megfelel-e annak a szintnek, amely
elvarhato a kozépszinti érettségire felkészité tanari szerepkorbdl fakadoan. A vizsgalat
kozéppontjaban egyrészt a hallgatok Van Hiele-szintjének feltérképezése, masrészt a geo-
metriai abrék félreértelmezésére érzékeny feladatokban alkalmazott megoldési stratégiak
elemzése allt.

2. Elméleti hattér

2.1. A Van Hiele-elmélet

A geometriai gondolkodasmod leirdséanak egyik széles korben elfogadott modellje a Van
Hiele-elmélet, amelyet Dina van Hiele-Geldof (1957) és Pierre van Hiele (1959) holland
kutatok az 1950-es években publikalt doktori disszertacidikban dolgoztak ki [20, 21]. Ku-
tatasaik soran a tanulok geometriai bizonyitasi nehézségeire fokuszaltak, és megfigyeléseik
alapjan arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a geometriai szemlélet fejlédése egymaésra
épils szinteken megy végbe.

Az elmélet szerint a geometriai gondolkodas egymast kovetd szinteken keresztiil jut
el az alakzatok globalis felismerésétsl a formalis geometriai bizonyitasokig [19]. A szin-
tek hierarchikusak, vagyis egy adott szint elérése feltételezi az el6z6 szintek elsajatitasat.
Minden szint ra jellemz6 matematikai nyelvvel rendelkezik, ezért a hatékony tanitas meg-
koveteli, hogy a tanar a tanulok aktuélis Van Hiele-szintjének megfelel§ fogalmi szinten
kommunikaljon. A kutatok vizsgalataik kezdetén feltételezték, hogy a geometriaoktatas
sikertelenségeinek egyik f6 oka az, hogy az oktatas gyakran nem a tanuloknak megfelels
Van Hiele-szinten folyik.

2.1.1. A Van Hiele-szintek bemutatasa

Az elmélet 6t egymast kovetd szinttel irja le a geometriai szemlélet fokozatos fejlédését.

1. szint — A globalis felismerés szintje. A tanulok az alakzatokat egységes egész-
ként érzékelik, azok Osszetevéit (oldalak, szogek, atlok) még nem tudjak tudatosan azo-
nositani. Képesek megnevezni az alakzatokat, de nem ismerik fel a koztiik 1évé kapcsolati
osszefiiggéseket (pl. nem soroljak a négyzetet a téglalapok kozé). Indoklasaik elsGsorban
kozvetlen vizualis észlelésre épiilnek.

2. szint — Az elemzés szintje. A tanulok méar képesek az alakzatokat alkoto elemek
elkiilonitésére, és felismerik azok tulajdonsagait. E jellemzdk alapjan csoportositani tud-
jak a geometriai formékat, ugyanakkor még nem latnak osszefiiggést kiilonbozé fogalmak
kozott, és nem alkotnak formalis definiciokat. Ok-okozati kapcsolatok megfogalmazésa
ebben a szakaszban még nem jellemz8. A négyzeteket tovabbra sem soroljak a téglala-
pok kozé, de példaul mar tudatosan felismerik, hogy a rombusz minden oldala egyenls
hosszusagu.

3. szint — Az informalis dedukcid szintje. A tanulok rendszerezik az alakzatok
tulajdonségait, és felismerik az ezek kozotti kapcsolatokat (példaul minden négyzet egyben
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téglalap). Képesek Osszefiiggéseket megérteni a fogalmak kozott, példaul felismerik, hogy
egy hdromszogben a nagyobb oldallal szemkdzt nagyobb szog van. Megértik az egyszeritibb
kovetkeztetési lancokat, indoklasaik mér informélis deduktiv érvelésen alapulnak.

4. szint — A formalis dedukcié szintje. A tanulok megértik a deduktiv rendszer
felépitését, és kiilonbséget tudnak tenni definicidk, axiomak, allitasok és kovetkezmények
kozott. Kialakul benniik az allitasok bizonyitasa iranti igény, és képesek az euklideszi
axiomarendszerben egyszertibb formélis bizonyitasokat megalkotni az ismert tényekre ta-
maszkodva. Tobbféle bizonyitési technikat alkalmaznak (példaul indirekt bizonyitas, ska-
tulyaelv, teljes indukci6), valamint tisztaban vannak a sziikséges és elégséges feltételek
fogalméval. Teljes mértékig axiomatikus érvelésre azonban még nem képesek, a bizonyi-
tasra szorul6 allitdsokat gyakran tényként kezelik.

5. szint — A formalis logika szintje. Ezen a szinten a tanulok a geometriai tar-
talomtol fiiggetleniil is képesek deduktiv kovetkeztetések megértésére és végrehajtasara.
Felismerik a kiilonb6z6 axiémarendszerek kozotti Osszefliggéseket. Nemcsak az euklideszi,
hanem mas geometriai rendszerekben is képesek kovetkeztetéseket levonni.

A Van Hiele-elmélet empirikus vizsgalatara tobb kutatas is késziilt az 1980-as években
[19, 14, 1, 3, 7], amelyek megerdsitették, hogy a szintek jol jellemzik a geometriai gon-
dolkodés fejldését. Egyediil az 6todik szint megitélése tekintetében alakult ki vita: tobb
szerz6 szerint ez a szint nem mérhets egzakt modon, s6t fennall annak a lehetsége is,
hogy egyaltalan nem értelmezhets tanuloi kontextusban [19, 2, 22].

A Van Hiele-szintek meghatarozéasara tobb mérdeszkozt is kidolgoztak [19, 14, 12].
Ezek koziil jelen kutatas az Usiskin-féle verziot veszi alapul.

2.2. A hibas geometriai Abraértelmezés megjelenése a szakiroda-
lomban

A geometriai problémak megoldasa soran a tanulok gyakran a megadott abra perceptuélis
jegyeire tamaszkodva érvelnek. Dreyfus [4] ramutat, hogy ez a fajta ,vizuélis érvelés” sok
esetben megel6zi a formalis, deduktiv gondolkodést. A szerzd szerint a hibas kdvetkezte-
tések gyakran abbol adodnak, hogy a tanulok az abrak altal sugallt képi benyomésokra
hagyatkoznak ahelyett, hogy a feladat feltételeit fogalmilag értelmeznék. E jelenség kiilo-
nosen azoknél figyelheté meg, akiknek a gondolkodasa még nem éri el a formélis deduktiv
érvelés szintjét, és a geometriai abrat elsGsorban intuitiv, nem pedig logikai alapon értel-
mezik.

A hibas abraértelmezés jelenségét empirikus vizsgalatok is megerdsitik. Dvora és Drey-
fus 5] kozépiskolai tanulok korében végzett kutatasuk soran kimutatték, hogy a hibas
megoldasok 72%-a olyan feltevésekhez kapcsolodott, amelyeket a tanulok a geometriai
abrabol vontak le, jollehet ezek nem kovetkeztek a feladat szdvegébdl. A tanulok gyak-
ran természetesnek vették példaul szakaszok egyenlGségét vagy szogek derékszogiliségét
pusztédn azok vizualis megjelenése alapjan. E megallapitas 6sszhangban all Dreyfus [4]
eredményeivel. A jelenség arra utal, hogy az abrak erételjes szemléleti hatasa a formélis
geometriai gondolkodéas hidnyaban hamis kévetkeztetésekhez vezethet.

A hibas abraértelmezés mogott meghizodo kognitiv mechanizmusokat Fischbein [6] a
geometriai fogalmak kettds természetével magyarazza. Ertelmezése szerint a geometriai
fogalmaknak két komponense van:

e figurativ vagy formai, valamint

e fogalmi vagy konceptudlis komponens.
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A formai komponens az egyén perceptudlis-intuitiv benyomésaihoz kétédik, mig a fo-
galmi komponens a formaélis, definiciokon alapul6 tudéaselemeket képviseli. Amennyiben a
formai Gsszetevé dominal, a tanulok hajlamosak a geometriai kovetkeztetéseiket a vizua-
lis megjelenésre alapozni, még akkor is, ha ez ellentmond a fogalmi meghatarozasoknak.
Ennek kévetkeztében a perceptuélis benyomasok konnyen feliilirjak a formalis-logikai gon-
dolkodast.

A Fischbein &ltal leirt kettds természetet tovabb arnyalja Mariotti [13], aki ramutat,
hogy a hibas geometriai kovetkeztetések gyakran a formai és a fogalmi jelentés elszakada-
sabol fakadnak. Ilyen esetben az dbra 6nallésulva, perceptualis benyomasként jelenik meg
a képzeletben, nem mint a fogalom pontos vizuélis reprezentacidja. Ez félrevezets értel-
mezésekhez vezethet. Mariotti szerint a probléma kiilonosen akkor jelentkezik, amikor a
tanulok szemléleten alapuld érvelésrél probéalnak attérni a formalis, deduktiv bizonyitasra.
Ilyenkor a formai komponens dominanciaja miatt a fogalmi struktirahoz valé kapcsolodas
elmarad, igy a deduktiv érvelés stabil feltételei hianyoznak. Ez a megkozelités ramutat
arra, hogy a geometriai abrak helyes értelmezésének alapvets feltétele a formai és fogalmi
komponensek 6sszefonodasa.

3. Kutatasi kérdések

Kutatasunk célja annak feltarasa volt, hogy elsGéves matematikatanar szakos hallgatok
geometriai szemlélete és adbraértelmezési képessége megfelel-e a felsGoktatasban tanuld
hallgatokkal szemben implicit moédon elvart szintnek. Ennek vizsgalatdhoz harom kutatasi
kérdést hataroztunk meg:

1. Milyen Van Hiele-szinten allnak atlagosan az elsGéves hallgatok?

2. Meg tudnak-e oldani egy abraval ellatott kozépszinti geometriafeladatot, és milyen
modszereket alkalmaznak a megoldas sordn?

3. Kimutathato-e 6sszefiiggés a hallgatok Van Hiele-szintje és a feladatmegoldas sike-
ressége kozott?

4. A kutatas modszertana

4.1. A kutatas koriilményei

A vizsgalat a Miskolci Egyetem matematikatanar mesterképzési szakanak (osztott MA,
levelez6 munkarend) elsg évfolyaméan zajlott a 2024/2025-6s tanév tavaszi félévében, a
Szakmodszertan II1. (diszciplinaris, matematika) cimi kurzus keretében. Az adatfelvétel
egy egyetemi szeminariumi éra végén, papiralapu forméaban tortént. A hallgatok azono-
sitok segitségével anonim modon toltotték ki a feladatlapokat. A részvétel a tantargyi
kovetelmények részeként tortént, amirsl a hallgatok elézetesen tajékoztatést kaptak.

4.2. A minta

A kutatasba a kurzus teljes hallgatoi létszamat bevontuk, 0sszesen 29 f6t. A résztvevsk
mind rendelkeztek korabbi alap- vagy mesterdiploméval, azonban matematikai elGkép-
zettségiik eltérs volt: csupan két f6 rendelkezett matematika alapszakos hattérrel, mig
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a tobbiek mas diszciplinaris teriiletekrél érkeztek. Ez a szakmai heterogenitas lehet&sé-
get teremtett arra, hogy a Van Hiele-szintek szélesebb skalan mozogjanak, ami kedvezd
feltételeket biztositott annak vizsgélatahoz, hogy a geometriai dbrék helyes értelmezése
osszefiiggésbe hozhato-e a gondolkodasi szinttel.

4.3. A mérdeszkozok
4.3.1. A Van Hiele-teszt

A hallgatok geometriai gondolkodasi szintjének meghatarozéasara az Usiskin-féle Van Hiele-
teszt [19] magyar nyelvi, 25 itembdl &allo, feleletvalasztos valtozatat alkalmaztuk. Jelen
vizsgalatban kizarolag az 1-20. feladatokat vettiik figyelembe, mivel ezek az 1-4. Van
Hiele-szinteket mérik (1-5.: 1. szint; 6-10.: 2. szint; 11-15.: 3. szint; 16-20.: 4. szint). A
21-25. feladatok az 5. Van Hiele-szinthez kapcsolodnak, amelynek léte és mérhetGsége a
szakirodalomban vitatott (lasd 2.1.1 alfejezet), ezért ezeket az elemzésbdl kihagytuk.

4.3.2. A geometriafeladat és megoldéasai

A maésodik mérdeszkoz egy kozépszinti geometriai probléma volt, amely az Usiskin-féle
CDASSG Geometry Test egyik feladata [19, 177. o.]. A feladat kivalasztasat korabbi
doktori kutatasom tapasztalatai is indokoltak, ahol megfigyelhets volt, hogy a hallgatok
jelentss része az abrabol levont (1. 1. dbra), de a szoveg altal nem alatamasztott felté-
telezések alapjan hibas kovetkeztetésekre jutott [9]. Emiatt jelen vizsgalatokban is ezt a
problémat valasztottuk, hogy feltarjuk, a félrevezets abraértelmezés Osszefiiggésben all-e
a hallgatok Van Hiele-szintjével.

A feladat teljes szovege: Az aldbbi dbrardl a kévetkezdket tudjuk: B az AC szakasz
felezépontja. AB = BD. Bizonyitsd be, hogy a CDA szég derékszig!

(:1

A D

1. abra. A helyes abraértelmezést vizsgalo feladathoz mellékelt abra.

Megoldas I. — hatodik osztalyos megkozelités: A feladat megoldésahoz a 6. év-
folyamon a kerettanterv szerint el6irt alapveté geometriai ismeretek sziikségesek: a ha-
romszog belsd szogeinek Osszege 180°, illetve az egyenld szart haromszog alapon fekvs
szogeinek egyenlsége [17, 85. o.].

10
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1. Az AB = BD feltétel miatt o .= LDAC = ZDAB = ZADB.

2. Mivel AB = BD és B felezi az AC-t, ezért CB = AB = BD, igy a C'D B haromszog
egyenld szaru.

3. A 2. 1épés miatt v = LACD = /BCD = ZCDB.
4. Az 1. és 3. 1épésekbdl kovetkezik, hogy ZADC = a + 7.

5. Mivel az ADC' haromszogben a belsé szogek Osszege 180°, igy 2a + 2y = 180°,
ahonnan pedig ZCDA = a + v = 90°. Ezzel belattuk, hogy ZCDA = 90°.

Megoldas II. — kilencedikes osztalyos megkozelités: A feladat megoldasahoz a
9. évfolyamon a kerettanterv szerint eldirt Thalész-tétel ismerete sziikséges [18, 40. o.].

1. Rajzoljuk meg az AC' szakasz Thalész-korét. Ennek kozéppontja B.
2. Mivel BA = BD = BC, igy D illeszkedik erre a korre.
3. A Thalész-tétel értelmében ZCDA = 90°. Ezzel az allitast belattuk.

4.1. Megjegyzés. A két megoldés kozos eleme, hogy deduktiv érvelés 1épései vezetnek el
a ZC DA szog meghatarozasihoz, fiiggetleniil a vizuélis benyoméasoktol.

4.4. Az adatfeldolgozas médja

A Van Hiele-szintek meghatarozasakor a hallgatok eltérd elSképzettsége miatt a szakiro-
dalomban elfogadott gyenge kiértékelési eljarast alkalmaztuk. E szerint egy adott szintet
teljesitettnek tekintettiink, ha az adott szinthez tartozd 6t kérdésbdl legalabb haromra
(3/5) helyes valasz sziiletett, és az Gsszes alacsonyabb szint is teljesiilt. Alternativ meg-
kozelitésként ismert az erds kiértékelés (4/5) és a vegyes megoldas is, amely szintenként
eltérs kritériumokat alkalmaz (pl. 1-2. szint: 3/5; 3-4. szint: 4/5).

A megtéveszts dbraval ellatott geometriai feladatra adott véalaszokat helyesség szem-
pontjabol kategorizaltuk (helyes / hibds), valamint kvalitativ modon elemeztiik a megol-
dasi stratégiakat (pl. vizualis kovetkeztetés, hatodikos megkozelités, Thalész-tétel alkalma-
zésa). Megvizsgaltuk tovabba, hogy a feladatmegoldas sikeressége Gsszefiiggésbe hozhato-e
a résztvevék Van Hiele-szintjével. Ezt az dbraértelmezés szempontjabol is megvizsgaltuk.

5. Eredmények és értelmezésiik

5.1. Kutatasi kérdés: Milyen Van Hiele-szinten allnak atlagosan az
els6éves hallgatok?

A vizsgélatban résztvevs 29 egyetemi hallgaté Van Hiele-szintjét az 1. tablazat szemlélteti.

11
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1. tablazat. A Van Hiele-szintek eloszlasa.

Van Hiele-szint | Létszam (f8)
0 1
1 1
2 0
3 12
4 15

Az atlagos Van Hiele-szint 3,34 volt. Két {66l eltekintve mindenki elérte az informalis
dedukci6 szintjét, a csoport fele pedig teljesitette a formalis dedukcié kritériumait.

A 0. szint eredetileg ugyan nem része a Van Hiele-féle 6tszint modellnek, de a mérések
teljessége végett Usiskin bevezette[19]. Ezt a vizsgalataink soran megtartottuk.

A wizsgdlat eredményei szerint a hallgatok tébbsége legaldbb az informdlis dedukcio
szintjén gondolkodik, a csoport kézel fele nem rendelkezik a kozépszintd matematikaérett-
ségihez sziikséges formadlis deduktiv gondolkoddssal. Ez a geometriai fogalmak stabil meg-
értésének részleges hidnydra utalhat.

5.2. Kutatasi kérdés: Meg tudnak-e oldani egy abraval ellatott
kozépszintli geometriafeladatot, és milyen médszereket alkal-
maznak a megoldas soran?

A vizsgalt feladatban kulcsszerepet jatszott az abra helyes értelmezése, valamint a ha-
romszogre vonatkozo tételek és az dbra kozotti kapcsolat felismerése.

2. tablazat. A feladatmegoldasok eredménye.

Eredmény Létszam (f6)
Helyes megoldas 16
Hibas megoldés 13

A hallgatok koziil tizenhatan jutottak helyes megoldasra, mig tizenharman hibasan
gondolkodtak vagy nem fejezték be a megoldast (1. 2. tablazat). Az eredmények ismereté-
ben megallapithato, hogy a vizsgalt csoport alig tobb mint fele volt képes egy ilyen jellegt,
abraval ellatott geometriafeladat sikeres megoldaséara. A vélaszok jelentds része nem tar-
talmazott helyes érvelést, ami felveti az abrak értelmezésének és a megfelel6 geometriai
modszer kivalasztasanak problémajat.

3. tablazat. A hibas megoldasok tipus szerinti megoszléasa.

Hibatipus Létszam (f6)
Helytelen abraértelmezés 9
Egyéb hibak 4

A hibas megoldasok részletes elemzése ramutat arra, hogy a sikertelen bizonyitasok
donté hanyada, tizenharombol kilenc, az abra félreértelmezésére vezethets vissza (1. 3.
tablazat). Ide soroltuk azokat a megoldasokat, amelyekben a hallgatok a DB szakaszt az
ABC haromszog magassaganak tekintették, az ADB és DC B haromszogeket egybevago-
nak feltételezték, vagy a DB szakaszt szogfeleznek értelmezték (1. 4. tablazat).
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4. tablazat. A hibas megoldasok részletes tipus szerinti megoszlasa.

Hibatipus Gyakorisag (f6)
Csak a megadott adatok felvételéig jut. 4
Uresen hagyja a feladatot. 1
A DB szakaszt magassiagnak tekinti. 2
Az ADB és DCB haromszogeket egybevagonak feltételezi. 3
A DB szakaszt szogfelezének tekinti. 3
Osszesen 13

Az 4. tablazat adatai azt mutatjak, hogy a hibas megoldasok kozott viszonylag cse-
kély azoknak az eseteknek a szdma, amikor a hallgatok egyaltalan nem kezdtek neki a
feladatnak (1 £6), illetve amikor pusztan az adatok felvételéig jutottak (4 £6). Ezekben az
esetekben elsGsorban a feladat nehézségének szubjektiv megitélése allhat a hattérben. Ez-
zel szemben a sikertelen megoldasok tulnyomo részében (9 {6 esetén) a hallgatok aktivan
probaltak értelmezni az abrat, am kozben tévesen azonositottak bizonyos geometriai vi-
szonyokat (magassag, szogfelezs, egybevagosag). Ezekben az esetekben tehat a hallgatok
explicit vagy implicit médon olyan tulajdonsagokat tulajdonitottak az abranak, amelyeket
a feladat szovege nem tamasztott alé, és egyébként nem is igazolhatok. Ez azt jelzi, hogy
az abrak alapjan torténd vizualis sejtések formalizélasa komoly nehézséget jelent a hallga-
tok szaméra. Tapasztalataink osszhangban allnak Dvora és Dreyfus kordbban ismertetett
eredményével, nevezetesen a hibas megoldasok 72%-a naluk az abra félreértelmezésébdl

fakadt [5].
A 2. és 3. abrék egy-egy jellegzetesen hibas megoldast szemléltetnek.

Az alabbi abrardl a kévetkezdket tudjuk:

B az AC oldal felezdpontja.

AB = RBD.

Bizonyitsd be, hogy a CDA sz8g derékszig!
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2. abra. Egy tipikusan hibas megoldas: a DB szakasz mint magassag.
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Az alabbi dbrarol a kivetkezoket tudjuk:
B az AC oldal felezépontja.
AR = BD,
Bizonyitsd be, hogy a CDA szbg derékszog!
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3. dbra. Egy maésik tipikusan hibds megoldas: a DB szakasz mint szogfelezd.

A helyes megoldasok vizsgalata szintén fontos informécioval szolgal a hallgatok gondol-
kodasarol. A helyes megoldasok déntd tobbsége (10 £6) a hatodik osztalyos ,szogszamité-
sos” megkozelitést alkalmazta, mig kisebb hanyada (5 £6) explicit médon Thalész tételére
hivatkozott. Ez utobbi megkozelités magasabb fokt geometriai szemlélet meglétére utal:
a feladat megoldasa nem pusztan lokalis szogosszefiiggések egymasutanjabol all, hanem
egy geometriai tétel tudatos alkalmazéasabol.

A Van Hiele-szintek szempontjabol a szogszamitasos megoldasok elsGsorban az ana-
litikus (2.) szinthez kapcsolhatok, ahol a hallgatok megfelels tulajdonsagokat (szogek,
oldalak, aranyok) vizsgélnak, és ezekbdl probalnak kovetkeztetéseket levonni. Ezzel szem-
ben a Thalész-tételre épiil megoldasok inkabb az informalis dedukcié szintjére (3. szint)
utalnak, ahol az altalanos tételek mar fontos szereppel birnak.

A helyesen megoldok kozott 6 f6 a 3-as, mig 10 {6 a 4-es Van Hiele-szintet érte el.
Az abrat félreértelmezdk csoportjaban 1 f6 az l-es, 2 {6 a 3-as, és 3 f6 a 4-es szinten
helyezkedett el (5. tablazat).

5. tablazat. A helyes és hibas megoldésok megoszldsa Van Hiele-szintek szerint.

Van Hiele-szint

Helyesen megoldok (f6)

Abrat félreértelmezdk (f5)

1-es szint
3-as szint
4-es szint

0
6
10

2
3
3

Az 5. tdblazat adatai alapjan nem rajzolodik ki egyértelmd, lineéris kapcsolat a szint és
a feladatmegoldas sikeressége kozott: a helyes megoldésok nem koncentralodnak kizarolag
a legmagasabb szinteken, és hibas bizonyitasok is elfordulnak magasabb (3-4.) szinten
lévé hallgatoknal. Ez a megfigyelés arra utal, hogy a geometriai gondolkodas fejlettsége
onmagéban nem garantalja az abra helyes értelmezését és a megfelel§ megoldasi stratégia
megvalasztasat.

Osszességében a masodik kutatasi kérdésre adott véalasz kettGs. Egyrészt a hallgatok
tobbsége képes volt megoldani a vizsgalt kozépszint geometriafeladatot, ami azt jelzi,
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hogy az alapvet§ geometriai ismeretek és eljarasok rendelkezésiikre alltak. Mésrészt azon-
ban a hibas megoldésok magas aranya, valamint az abra félreértelmezésébdl fakado tipikus
hibdk azt mutatjak, hogy az adbrék értelmezésének tudatos tanitasa tovabbra is kiemelt
didaktikai feladat. Kiilonosen fontos annak hangsilyozasa, hogy a tanulok ne tulajdonit-
sanak ,latszolagos” tulajdonsagokat az abraknak pusztan vizualis benyomésok alapjén,
hanem minden esetben igazolt tényekkel dolgozzanak az adott geometriai szituacioban.

5.3. Kutatasi kérdés: Kimutathato-e osszefiiggés a hallgaték Van
Hiele-szintje és a feladatmegoldas sikeressége kozott?

Erre a kutatési kérdésre azt talaltuk, hogy a helyes abraértelmezés és a Van Hiele-szintek
kozott nem mutathatoé ki szignifikins kapcsolat. A fejlettebb geometriai gondolkodasi
szint tehat nmem garantdlja az abrak helyes értelmezését, illetve a mélyebb geometriai
hattérismeretek 6nmagukban nem védenek meg az esetleges perceptualitédson alapuld téves
ténymegallapitasoktol.

6. Kovetkeztetések

Osszességében a kutatés arra hivija fel a figyelmet, hogy a geometriai abrak helyes ér-
telmezése nem csupan a gondolkodasi szint fiiggvénye, hanem erésen kapcsolodik més,
egyeldre fel nem tart tényezkhoz is. Az eredmények alapjéan a hallgatok geometriai gon-
dolkodésa jellemzden eléri az informalis dedukci6 szintjét, ugyanakkor az abrak elemzése
soran gyakoriak a perceptuédlis alapu félreértelmezések.

A vizsgalat ramutatott arra is, hogy a hallgaték gyakran a vizualis benyomésokra
épitik gondolatmenetiiket, és ezek sok esetben feliilirjak a formélis geometriai ellendrzés
sziikségességét. Ez a tendencia 6sszhangban all a szakirodalomban korabban dokumentéalt
jelenséggel, miszerint az abra vizualis ereje képes befolydsolni a logikai kontrollt és a
deduktiv érvelést [5, 19].

A kutatés egyik legfontosabb implikacidja, hogy a tanarképzésben hangsulyt kell fek-
tetni az abrakbol nyert vizualis informaciok ellenérzési igényének a megteremtésére. En-
nek eredményeképpen a geometriai fogalmak nemcsak formélis, hanem valédi, alkalmazoi
tudasként jelenhetnek meg a hallgatok ismereteiben.

Ko6szonetnyilvanitas. Koszonettel tartozom egykori PhD-témavezetémnek, Herendi-
né dr. Koénya Eszternek a cikk megirasa soran nyujtott értékes tanécsaiért és szakmai
tamogatasaért.
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