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Besenyei Addm emlékének

Kivonat

A differencidlegyenletek az ismeretlen fliggvény és annak magasabbrendd deri-
valtjai kozott teremtenek kapcsolatot. Szertedgazo alkalmazasaik miatt elméletiiket
a matematika egyik legfontosabb teriileteként tartjuk szamon. Cikkiinkben egy spe-
cidlis egyenlettipus megoldashalmazat jellemezziik, és bemutatjuk a rezgések elmé-
letében jatszott szerepét.

1. Bevezetés

Egy rugora akasztott test (kiilsé erd hatasara) egyensulyi helyzetébdl kimozdulva rezgd
mozgast végez ellenélld kozegben. Hogyan irhato le az id§ x fiiggvényében az egyensiilyi
ponthoz képest a rezgs test y helyzete? Ismeretes, hogy a sebesség illetve gyorsulas a hely
fiiggvényének elsd illetve méasodik derivaltja. A rugéd altal kifejtett er6 Hooke torvénye
szerint a megnyulas y fliggvényével, mig a kozeg ellenéllasa a sebesség v’ fliggvényével
aranyos. Newton mozgastorvénye szerint a gyorsulas y” fiiggvénye minden pillanatban a
hato erék ereddjével aranyos. Ha tehét a test tomegét egységnyinek vélasztjuk, akkor a
keresett y fliggvény és derivaltjainak kapcsolata

y' +by +cy=0 (1)

alaki, ahol a b és ¢ egylitthatok a kozeg ellenallasabol, valamint a rugéallandé és a gra-
vitacios allando segitségével fejezhetdk ki.

Kulcsszavak: Homogén linearis differencialegyenlet; Viéte formulak. AMS Subject Classification:
34A30, 01A50, 12D05
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Az (1) egyenletet mdsodrendd homogén linedris differencidlegyenletnek nevezziik. Szé-
mos fizikai vagy mérnoki probléma ilyen egyenletre vezet; példaként csupan a rezgékodrok
elméletét emlitjiik. Fontos tehat az (1) egyenlet megoldashalmazanak leirasa.

A probléma nehézsége abban all, hogy a keresett ismeretlen ezuttal egy fiiggvény,
nem pedig egy szim. A megoldas soran a differencidlszamitas legfontosabb modszerei-
re és eredményeire tamaszkodunk. A témakor kitting attekintése megtalalhaté Reiman
konyvében [8]. Fontos szerephez jut majd az e Euler-szamra épiil§ természetes alapu ez-
ponencidlis figguény, amely differencialhato és derivaltfiiggvénye onmaga. Ezért minden
valés A paraméter esetén az y(x) = e fiiggvény differencidlhato, és az dsszetett fiiggvény
differencialdsi szabélya szerint y/(z) = \e’ érvényes.

A Taylor-tétel segitségével megmutathato, hogy a A paraméterd exponencialis fiigg-
vény elGallithato sordsszeg formaban az aldbbi modon:

2 3
e“:l+%+%+%+m (2)

Miel6tt az érdemi vizsgalatokra ratériink, érdemes par egyszert észrevételt tenniink az
(1) egyenlettel kapcsolatban. Nyilvanvald példaul, hogy annak az y = 0 fiiggvény mindig
megoldéasa, valamint, hogy barmely két megoldas Osszege és kiilonbsége, illetve barmely
megoldas konstansszorosa szintén megoldas.

2. A megoldashalmaz feltarasa

Kézenfekvs megvizsgélni els6ként azt, hogy az (1) egyenletnek van-e polinom megoldasa.
Ha b = ¢ = 0, akkor minden els6fokt polinom megoldas. Azonban ¢ # 0 esetén csak
az azonosan nulla polinom megoldéas: Mivel a derivalas csokkenti a fokszamot, ezért (1)
bal oldala az eredetivel azonos foku polinom, mely csak akkor lehet azonosan nulla, ha
minden egyiitthato nulla.

Probalkozzunk tehat yégtelen” fokszamu polinommal! Vagyis, keressiik az y megoldast

y(z) = g + yx + apr? + asrd + -

alakban. E ponton komoly analizisbeli nehézségekkel kell szembesiilniink. Semmi nem
biztositja, hogy a jobb oldal korlatos, még kevésbé, hogy valamilyen valos szamot allit
elg. A differencialhatésag ténye és elvégzésének modja szintén problematikus kérdések.

Mindezeket egyel6re figyelmen kiviil hagyva, formélisan jarunk el, a derivilast tagon-
ként végezve. Ekkor az x" tag egyiitthatoja

y kifejtésében: «y,;
y' kifejtésében:  (n + 1)ay,11;
y" kifejtésében: (n +2)(n + 1), 4o

Az (1) egyenlet bal oldala csak tgy lehet azonosan nulla, ha ott minden n € N esetén 2"
egyiitthatoja nulla. Vagyis,

(n+2)(n+ Dagya + b(n+ Day1 + cay, = 0. (3)

A kapott Osszefliggés kell6en bonyolult ahhoz, hogy teljes altalanossdgaban vizsgéljuk.
Keressiink tehét olyan (a,,) sorozatot, melynél (3) bal oldala az «,, valamilyen konstans-
szorosara egyszertisodik. Ha ilyen sorozat egyaltalan létezik (és egyeldre a b # 0 feltétellel

éliink), akkor sziikségképpen
A

Optp1 = ———Qp
n+1"
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ahol A € R az egyeldre ismeretlen konstans. Ezt a kapcsolatot els6ként az 1o és az a1
tagok, majd az ay, 41 és az «,, tagok kozott alkalmazzuk:
A A2
Opag = ———Qlpyq] =
T 2" T (4 2)(n+ 1)

Q.

Mindezeket visszairva az (3) osszefiiggésbe, (A>+bA+c)a,, = 0 adodik. Mivel az azonosan
nulla megoldast mar ismerjiik, ezért foltehetjiik, hogy «,, # 0 legalabb egy index esetén.
Tehat

M4+ bA+c=0. (4)

Tegyiik fel, hogy A € R megoldasa a (4) egyenletnek, és az egyszertiség kedvéért
valasszuk g értékét egynek. Az («,) sorozat értelmezését szem el6tt tartva, a, = \"/n!
adodik teljes indukcioval. Igy (2) alapjan y(z) = . Mivel y/(z) = A illetve " (z) =
A2eMezért

y' by +cy = (N4 bA+c)e? =0,
hiszen A teljesiti a (4) egyenletet. Tehat y valoban megoldéasa az (1) egyenletnek. S6t, a
fenti szamolas joval tobbet mutat: Ha az (1) differencidlegyenletben az adott rendii derival-
takat a megfelel§ fokszamu hatvanyokra cserélve kozvetlentil a (4) mésodfoku egyenletre
tériink, akkor ennek barmely A valos gycke az eredeti differencidlegyenlet y(z) = e alaki
megoldasat szarmaztatja. Rdadasul e modszer teljesen kikeriili a ,végtelen foka” polinom
értelmezésének és differencidlhatosdganak kérdéseit!

A (4) méasodfoku egyenlet az (1) differencidlegyenlethez tartozo karakterisztikus egyen-
let; ennek gyokei a karakterisztikus gyokok. Ha a karakterisztikus egyenletnek két kiilon-
b6z6 valds gyoke van, akkor ezek az eredeti differencidlegyenlet két kiilonb6z6 megol-
désat adjak. Egybees§ valos gyokpéar esetén modszeriink csak egy megoldast biztosit.
Talalhatunk-e attol kiilonbo6z6t?

Tegyiik fel tehat, hogy a (4) karakterisztikus egyenletnek \ kétszeres gyoke. Az el6bbiek
miatt e’ megoldasa az (1) egyenletnek. Ha y tetsz6leges megoldas, akkor a bevezetSben
latottak szerint minden k € R esetén z(x) = y(z) — ke szintén az. Célunk a k konstans
kikiiszobolése. A z értelmezése szerint ye ** = ze ** + k. Igy,

di |:ye—/\x:| — yle—)\m o /\ye—kx — (y/ o )\y)e—)\x;
Xr
d2

@ |:ye—/\x} — (y// . )\y/)e—)\:c o )\(y/ . )\y)e—)\a: — (y// . 2)\?/ + )\Qy)e_’\x.

A Viéte-formulédk miatt —b = 2\ és ¢ = \?, ezért ez utobbi szorzat elsé tagja nulla, hiszen
y megoldésa az (1) egyenletnek. Vagyis az ye = fiiggvény masodik derivaltja eltiinik, ami
azt jelenti, hogy e fiiggvény elséfokd polinom: ye ** = kyz + k. Tehat y csakis

Yy = kize® + kye®

alaki lehet. Ez természetesen fennallhat tgy, hogy ki értéke minden esetben nulla. Ellen-
rizniink kell, hogy megengedett-e a k; # 0 valasztés, azaz, hogy z = xe’ megoldas-e.

Mivel
=M dwe? = (\x 4 1)e,

2= XM+ Az + D)e = (A22 4 2)0)e,

ezért
2" 402 ez = (A2 + A+ c)ze + (2A + b)e .
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Az els6 zardjeles tag nulla, hiszen A karakterisztikus gyok. Raadasul A kétszeres gyok, igy
a karakterisztikus polinom derivaltjanak szintén gyoke, amibdél adodik, hogy a mésodik
zérojeles tag is nulla. Osszességében tehat e’ mellett 2e*® szintén megoldas.

Vegyiik észre, hogy ennél joval tébbet igazoltunk! Mivel y egy tetszdleges megoldas volt,
ezért megallapithatjuk, hogy minden megoldés a fenti moédon, az e*® és az xe’? fiiggvények
segitségével allithato els. Ez azt jelenti, hogy egybees karakterisztikus gyokpar esetén
sikeriilt teljesen feltarni az (1) egyenlet megoldashalmazéanak szerkezetét.

Kiilonb6z6 karakterisztikus gyokpar esetén mindjart két megoldast talaltunk, azonban
eddig nem foglalkoztunk a megoldashalmaz leirasaval. Vajon tudjuk-e hasznalni az imént
latottakat? Legyenek \; # A\ valos karakterisztikus gyokok, s tekintsiink egy tetszéleges
y megoldast a kovetkez§ alakban:

Y= 24 k1eM® + ke,

Célunk ismét a konstansok kikiiszobolése. A részletek atgondolasat az Olvasora bizva,
ezt az alabbiak szerint tehetjiik meg. Mindkét oldalt szorozzuk az e *2* taggal, majd
differencialjuk. Az igy ad6do azonossag mindkét oldalat szorozzuk az eP2=?)* tagoal,
majd differencialjuk. Az igy nyert Gsszfiiggés bal oldala ekkor

o) = 5 4[] e

- dr | dx
Mivel J
d_x |:y6—)\2:v:| — y/e—)\gx o )\de—kgac — (y/ . )\2y)€—)\2x7
ezért
dld] .. cwnel d ez (e-dz| @ Mz
flw) = @[% {ye - }6“2 = } = —[(y’ — Agy)e erele A } = @{(y’— Agy)e™ }

dx
" N —\zx / -1z

Y= Xy )e M — M (Y — Aoy)e

e*)\lx(y// _ )\Qy/ _ )\lyl + /\1)\23/)

= e My — (A 4 M)y + Aiday)

= e M (y" + by + cy) = 0.

Itt az utolsod két 1épésben felhasznaltuk a —b = A\ + Ay és ¢ = A Ay Viéte-formulékat,
valamint, hogy y megoldas. Az f = 0 azonossaghol az y altalanos megoldés ,yvisszafejt-
hets”. Ismét az Olvasora hagyjuk a szamolas részleteit; kideriil, hogy alkalmas ¢; és ¢
konstansokkal

Ax

Yy =cett + Coe™2%

Tehat az eredetileg feltételezett z fiiggvény kifejezhets a mar ismert eM® és e*2® fiiggve-
nyekkel: ijabb megoldast nem kapunk. Fejtegetéseinket az alabbi eredményben foglalhat-
juk Gssze.

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (1) dllando egyiitthatds homogén linedris differencidl-
egyenlet (4) karakterisztikus egyenletének Ay és Ay valds gydkei.

o Ha N\ # o, akkor minden megoldds kieM® 4 koe?® alaki, ahol ky, ks € R.

o Ha N\ = )y, akkor minden megoldds kize™® + kye™M® alaki, ahol ky, ke € R.

34



Pi Matematikai, Fizikai és Informatikai Folyo6irat 2. kotet, Matematikai fiizet, 2026.

De mi torténik, ha nincs valos karakterisztikus gyok? A pontos valasz messze meghalad-
ja mind a cikk, mind a kozépiskolai tananyag kereteit. A komplex fliggvénytan eszkozeivel
bizonyithato, hogy ekkor a megoldashalmaz a valos exponencialis és valos trigonometri-
kus fliggvények segitségével irhato le, mégpedig a kovetkez6 moédon. Ha nincs valos gyoke
a (4) karakterisztikus egyenletnek, akkor annak diszkriminansa negativ, ezért v/4c — b?
valés szam. Legyen o := —% és B := @. Ekkor az (1) differencidlegyenlet minden y

2
megoldéasa alkalmas ki, ko € R valasztassal elGall az alabbi alakban:

y = k1% cos Bx + koe™” sin fx.

3. Megjegyzések

Térjliink vissza a rezgdmozgés egyenletéhez! Milyen fizikai tartalma van a bemutatott
eredményeknek? Vegyiik figyelembe, hogy ilyenkor a b, ¢ egyiitthatok nem lehetnek akér-
milyenek: Olyan nemnegativ szamok, hogy az exponencialis tagok paraméterei valamennyi
esetben nem pozitivak. Ennek megfelelGen a rezgés haromféle médon mehet végbe.

Ha a (4) karakterisztikus egyenlet D diszkriminansa pozitiv, akkor csillapitott rezgésrol
beszéliink. Ilyenkor az egyenstlyi helyzetébdl kitéritett tomegpont azonnal visszatér ere-
deti helyzetébe az els6 abra szerint. Ha a diszkriminéns nulla, akkor kritikus csillapitdsrol
szolunk. Ekkor a tomegpont egyetlen nagyobb kilengés utan visszanyeri egyensulyi helyze-
tét. Ezt mutatja a masodik abra. Ha a diszkriminéns negativ, akkor a rendszer oszcillal a
harmadik abranak megfelel6en. Ennek specialis esete a csillapitatlan rezgdmozgds, amikor
az exponencialis tagok paraméterei nullak, és a rendszer szinuszos mozgast végez.

[ Mo

D<0

Mindegyik abran az x tengely jeloli a rendszer egyensulyi helyzetét. Magukat a fiiggveé-
nyeket az alabbiak szerint valasztottuk:

D>0: y=—e3% —e 27,
D =0: y=15ze737;

Y

D <0: y=0,01-e"cos(20x)+ e *sin(20z).

A rezgémozgéssal kapcsolatban b&vebben olvashatunk Budé kényvében [2] vagy a
Feynman-el6adéasok alapjan késziilt kivaloé miben [5].

Az analizis sziiletésének hajnalan a fiiggvényeket ,végtelen fokd” polinomnak képzelték,
az altalunk vazolt ut egyfajta ,stilusgyakorlat”, melyet barmely korabeli matematikus
kovethetett volna. Az sem lenne meglepd, ha az akkori kor gyakorlatdnak megfelelGen egy
matematikus ,yvisszafelé” gondolkodott volna, a fizikai folyamat alapjan kovetkeztetve a
rendszert vezérl§ differencidlegyenlet megoldéasaira.

Valojéban az (1) egyenlet megoldasanak modszere Leonhard Euler nevéhez fiizdik.
Eredményét 1743-ban publikalta [4], azonban mar 1739. szeptember 15-én beszamolt rola
egy Johann Bernoullihoz frott levélben. Modszere alkalmas akadrmilyen magasabbrendi
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allando egyiitthatos homogén linearis differencidlegyenlet megoldasara. Otlete egy korab-
bi dolgozataban [3| hasznélt rendesokkents eljarason alapul, amely ebben az esetben az
y(z) = e alaku helyettesitésre vezet. Ebb6l a helyettesitésbdl a A paraméterre pontosan
a karakterisztikus egyenlet adodik.

A masodrendii linearis differencidlegyenletek matematikai hatterérsl tovabbi részletek
talalhatok Obadovics [7] illetve Hairer és Wanner [6] konyvében. Utobbi, akarcsak Sain [9]
mive, érdekes torténeti adalékokat is kozol. Végezetiil ajanljuk figyelmébe az Olvasénak
Besenyei és Csomos cikkét [1], amely betekintést nytjt a differencialegyenletek csodalatos
vilagaba.

Ko6szonetnyilvanitas. Szeretnénk koszonetiinket kifejezni Komornik Vilmos professzor
urnak a cikk elkészitésében nyujtott tanacsaiért és észrevételeiért.
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