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Kivonat

Az évszamot tartalmazo feladatok gyakran szerepelnek a magyar és a nemzetko-
zi matematikaversenyeken egyarant. Cikkiinkben a 2026-os szamra aktualizalt valos
szamsorozatokkal és fliggvényekkel kapcsolatos érdekes feladatokat gytijtottiik dssze.
A valogatas k6z0s jellemzGje, hogy a kiiras évében az eredeti feladatokban szerepelt
az aktualis évszam. Minden feladathoz részletes, 1épésrdl 1épésre vezet§ megoldast
adtunk; emellett fontosabb triikkdket és alternativ megoldasi 6tleteket is tartalmaz-
nak a feladatokhoz tartoz6 megjegyzések.

1. Bevezetés

Az évszamos feladatok gyakoriak a versenyeken és a bekiildhets feladatsorokban, mert az
aktudlis évszam érdekesebbé teszi a feladatot, ugyanakkor rugalmas, konnyen varidlhato
kiindulépontot ad kiilonb6z6 matematikai kérdésekhez.

Simjanovi¢ et al. (2022) szerint az évszamos feladatok novelik a tanulok motivacio-
jat és érdeklddését, mert az aktudlis naptéari év személyesebb és gyakorlatias kontextust
ad a feladatoknak. Ezek a feladatok serkentik a kreativitast és a hagyomanyostol eltéré
gondolkodast, valamint elGsegitik a problémamegoldo készségek fejlédését. Gyakran kom-
binéljak a szamelméletet, az oszthatdsagot, a kombinatorikat és az algebrai gondolkodast,
igy tobb matematikai teriiletet kapcsolnak 6ssze. A feladatok megoldasa erdsiti a koncent-
raciot és a kitartast, valamint elGsegiti a bels6 motivacio kialakulasat. Emellett a szerzék
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hangsulyozzak, hogy az ilyen feladatok hosszabb tavon emlékezetesebbek maradnak és
novelik az orai aktivitast is. A [9] cikkben Osszesen 21 feladat talalhato (6 alsé tagoza-
tos, 7 felsé tagozatos és 8 kozépiskolai tanulok szaméara) 2021-hez kapcsolodva. Minden
feladathoz megoldas is szerepel. Az altalanos iskolas feladatok tobbségiikben szdmolasi és
helyiérték-rejtvényekre, egyszertibb oszthatdsagi és faktorizacios érvelésre, valamint alap-
szintd kombinatorikara és tortes problémékra épiilnek a 2021-es szammal kapcsolatban.
A fels6 tagozatos és a kozépiskolai tanuloknak szant példdk méar beemelik az algebrai
azonossagokat és az egyenletek megoldasat, a hatvanyok ciklikussagat, a faktorialisokkal
és a teleszkopikus Osszegekkel kapcsolatos becsléseket, tovabba szamelméleti kérdéseket.
Az egyszeri, konkrét szamjegyes és miiveleti rejtvények a fiatalabb korosztalynak, mig az
absztraktabb algebrai, szamelméleti és geometriai problémék a felsé tagozatos didkoknak
és a kozépiskolasoknak szoélnak.

A feladatkészitSk szemszogébdl nézve a szakmai szempontok az elsédlegesek, ugyan-
akkor az aktudlis évszam gyakran kivalo alapot jelent egy igazan jo versenyfeladathoz.
Sokféle technika bevonésa mellett egyedi, jol rekonstrualhaté eredmény sziilethet, rdada-
sul az évszammal foglalkozo feladatok nehezebben talalhatok meg a szakirodalomban,
mint az altalanositott verziok. Az évszamos feladatok egyik fontos jellemzGje a konnyt
paraméterezés és feladatképzés: ugyanazzal az alapfeladattal évszamtol fiiggéen tobb, egy-
méssal rokonsdgban 1évs feladatot lehet késziteni vagy egy altalanos tételhez specialis,
érdekes esetet adni. Ez praktikus szempont a versenyek feladatainak létrehozasahoz. T6b-
bek kozott az 1991 6ta megrendezésre keriil6 Nemzetkozi Magyar Matematika Versenyek
(NMMV) feladatai kozott gyakran talalkozhatunk évszamos feladatokkal. A versenyek fel-
adataibol tobb konyv késziilt, példaul [6], [7] és [11]. Az egyik feladatkészité 2012-ben hat
NMMYV feladatbol allo valogatést allitott dssze [1]. A bemutatott feladatok koziil kettd
évszamos feladat.

A modern kori matematikaversenyek torténete Magyarorszagon 1894-ben kezddott:
ekkor indult el az E6tvos- (késébb Kiirschak-) verseny, és ekkor jelent meg a Kozépiskolai
Matematikai Lapok (KoéMal.) didkfolyoirat is, amely a versenyfeladatok és megoldasok
hosszt tavu gytjtShelyévé valt [8]. A KoMal kiilonleges helyet foglal el a tehetséggondo-
zasban: havi feladatokkal és tobb nehézségi szinttel (K, C, B, A) a feladatok megoldéitol
hosszt tava elkotelez6dést és matematikai irastudast var el [2, 5, 4]. A KéMaL-ban megje-
lent t6bb mint harmincotezer oldalnyi feladat- és cikkanyag teszi ki a KéMal. archivumaét.
A KoMal digitalizalt évfolyamai folyamatosan béviilnek, és tobbféle szempont szerint
kereshet6k. A rendszeres, Osszetett keresés lehetévé teszi, hogy cim, szoveg, kategoria,
témakor vagy szerzé szerint valogassunk; a talalatokhoz tartozo feladatok és cikkek letolt-
hetsk, nyomtathatok, igy az adatbazis valodi, ingyenes kincsestarként szolgal. Az évszam
keresGszo 12 talalatot eredményezett a feladatok kozott. A legkorabbi talalat egy 1936-
ban kitizott feladat, az elséfoku diofantikus egyenletek kategoriajahoz tartozo szoveges
feladat. Ugyanakkor az évszam keresGszo nem jeleniti meg az Osszes évszamot tartalma-
76 feladatot, mert altalaban csak a széveges feladatokban keriilt kifrasra az évszam szo.
Ugyanakkor az adatbézisban keresgélve konnyen talalhatunk évszamos példat valtozatos
témakdrokben.

Cikkiinkben az Orszagos Kozépiskolai Verseny (OKTV), az NMMV és a KéMalL fel-
adataibol vélogattunk a matematikai analizis két témakoréhez: a valds szamsorozatok-
hoz és a fliggvényekhez tartozo, konnyen altalanosithatd évszamos feladatokat, amelyeket
aktualizaltunk a 2026-os évre. Emellett Arthur Egel széles korben ismert feladatgytij-
teményébdl is kivalasztottunk néhany évszamos feladatot. A [3] konyv egy tematikus
gytjtemény tobb mint 1300 versenyfeladattal. A feladatok tobbsége vilagszerte ismert
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versenyekrdl szarmazik: f6ként a volt Szovjetuniobol, Magyarorszagrol, valamint amerikai
és német versenyekrsl. Elder szerint a versenyekre valo felkészitéshez sosem lehet elég
a jo feladatokbol: mindig sziikség van 1j vagy régi, de 1j megoldassal bemutatott vagy
1j kontextusba helyezett problémakra, mert tébb példan keresztiil hatékonyabban lehet
gyakorolni és fejleszteni a feladatmegoldé technikékat.

2. Feladatok a val6s szamsorozatok témakorében

A rekurzio keresészo a KoMaL archivumabol 25 feladat tipusu talalatot adott a mate-
matika témakorben. Ezek koziil harom évszamot tartalmazo feladatot talaltunk (B.4766,
B.4950 és B.5078), amelyek koziil kett6t 2026-ra vonatkozoan adunk most kozre. Az elsé
két feladatot azonban Egel kényvébdl valasztottuk [3].

2.1. Feladat. Definialjuk az {a,} -, sorozatot az alabbi rekurzioval:
ap=a=1, a3=-1, a,=a,_1a,_3, ha n>4.
Hatérozzuk meg aggqs értékét! /[3] alapjan/

Megoldds: A rekurzios formuldbol adodik, hogy a sorozat csak az 1 és a —1 elemekbdl
all. Az els6 10 elem kiszamolasaval jol lathato, hogy a sorozat periddikus és teljesen
meghatarozott az els6 7 tag altal:

1,1,-1,-1,-1,1,-1,1,1,-1,...

-

Mivel 2026 =7-28904+3 = a0 = a3 = —1. ]

2.2. Megjegyzés. A periddikus sorozat definicié szerint olyan sorozat, amelyre létezik
pozitiv p 4gy, hogy a,+, = a, minden n-re. Ez azt jelenti, hogy a sorozat teljes viselkedése
az elsé p tag alapjan meghatarozhaté. Sok versenyfeladatban a peridodus vizsgalata kulcs
a feladat megoldésahoz vagy a konstrukciohoz. Gyakori triikk az indexeket a periddus
szerinti maradékokra bontani, és a sorozatot az els§ ismétlgds blokk alapjan vizsgalni.

2.3. Feladat. Definialjuk az {a,} -, sorozatot az alabbi rekurzioval:
ap=a; =1, a1 =a, 1a,+1, ha n>1
Mutassuk meg, hogy 4 1 asge! /[3| alapjén/
Megoldds: Szamoljuk ki a sorozat els6 néhany elemét!
1,1,2,3,7,22, 155, 3411, 528706, ...
A 4-gyel vett osztasi maradékok sorozata az elsé két elem utan periodikus:

1,1,2,3,3,2,3,3,2, ...
——

Jol lathato, hogy a 0 sosem jelenik meg az osztési maradékok kozott, igy az {a,}, -,
sorozat egyetlen eleme sem oszthato 4-gyel, a 2026. tag sem. [
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2.4. Megjegyzés. Oszthatosagi problémaknal a periodicitas gyakran a maradékok vizs-
galatakor jelentkezik: a vizsgéalt szamok maradékai egy véges értékkészletre esnek, igy a
viselkedés ismétlodik. Ez lehet6vé teszi a végtelen sok eset redukaldsat csupédn néhany
vizsgalatara. Gyakori technika a maradékosztélyok szerinti esetvizsgalat. A periodicités
a maradékok véges értékkészlete mellett a sorozat rekurziv természetébdl is kovetkezik,
mert az 10j elem elGallitasahoz hasznalt algoritmusnak csak véges szamu bemenete lehet.
A 2.1 és a 2.3 feladat a [3| konyvben 1964-es évszammal szerepel.

A Fibonacci-szamok, illetve a Fibonacci-sorozat a matematika egyik legnépszertibb
szamhalmaza [10]. A Fibonacci-szamokkal kapcsolatos problémak szamos népszerd ma-
tematikai konyvben megjelennek, szakkorokon és versenyfelkészité foglalkozasokon tar-
gyaljak Gket, mert matematikai versenyeken gyakran szerepelnek [12]. Gazdag algebrai
struktirajuk lehetévé teszi kiilonbo6z6 megoldasi technikdk bemutatasat és Gsszehasonli-
tasat. A Fibonacci-sorozat konnyen varidlhato: modositott kezdGértékekkel vagy rekurzios
egyiitthatokkal 4j, érdekes jelenségek figyelhet6k meg, amelyek 6tletes konstrukciokra ad-
nak lehet&séget.

A KoéMaL archivuma 11 taldlatot adott a Fibonacci-szam keresGszora, ezek kozott
évszamos feladat a B.4950-es, amely 2018-ban keriilt kittizésre.

2.5. Feladat. Jeloljiik F),-nel az n-edik Fibonacci-szamot! A Fibonacci szdmok az
Fl = FQ = 17Fn+2 = Fn+1 —|—Fn,ha n Z 1

rekurzioval definialt sorozat elemei. Definialjuk az {ay},-, sorozatot a kovetkezd rekurzi-
6val: legyen ag = 2026, és minden k£ > O-ra legyen ap.1 = ax + F},, ahol F,, a legnagyobb
Fibonacci-szam, amely kisebb, mint aj. Eléfordul-e az {ax} -, sorozatban Fibonacci-
szam? /KoMal feladat alapjan/

Megoldds: Vajon a 2026 Fibonacci-szam? A Fibonacci-sorozat a méasodik tagtol kezdve
szigorian monoton novekvs. Felsoroljuk a tagokat, amig el nem érjiik a 2026-ot:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, ...
Tehat 2026 nem Fibonacci-szam, mert

Az {ay},, sorozat rekurziv jellege miatt a teljes indukci6 természetes és hatékony mod-
szer a vizsgalando tulajdonsag bizonyitasara: megmutathatjuk, hogy ha a feltétel egy
tetszoleges tagra igaz (vagy éppen nem teljesiil), akkor emiatt, az elgirt rekurzidval, a
kovetkezd tagra is atoroklédik ugyanez a tulajdonsig, majd ez az érvelés minden index-
re kiterjeszthetd. Tehat: teljes indukcioval belatjuk, hogy az {ay},-, sorozatban nincs
Fibonacci-szam.

1. k=0 esetén Fi; < ag = 2026 < F'g, tehit ag nem Fibonacci-szam.

2. Tegylik fel, hogy valamely m-re F,, < a,, < F,, 1 fennéll, ahol F,, az a,,-nél kisebb
legnagyobb Fibonacci-szam. Az a,, tehat nem Fibonacci-szam.

3. A feltételt felhasznélva kapjuk, hogy:

2F, < apm+ F, < F,.q1 + F,
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ahonnan a Fibonacci-sorozat monotonitasi tulajdonsagabol és rekurzids Gsszefliggé-
sébdl adodik, hogy:

Fn+1:Fn—1+Fn<2Fn<am+Fn<Fn+1+Fn: n+2-:

c s

FnJrl < Qmy1 < Fn+27
tehat a,,.1 sem Fibonacci-szam.

Ezzel igazoltuk, hogy az {a;},-, sorozatban egyetlen Fibonacci-szam sincs. [

A teleszkopikus Osszegek és szorzatok népszertisége versenyfeladatokban részben ab-
bol fakad, hogy a kifejezések tobbsége kolesonosen kiejti egymast, igy a bonyolult 6sszeg
vagy szorzat zart alakban, egyszertien kifejezhetévé valik. Ez a modszer gyors és meg-
bizhato eszkozt ad a pontos értékek meghatarozésara vagy éles becslések elGallitasara,
ami kiilonosen értékes idékorlatos versenyhelyzetben. A technika szorosan kapcsolodik a
résztortekre bontashoz, a faktorizaciohoz és a logaritmus azonossagaihoz, ezért széles ko-
ri alkalmazhatosdgot biztosit kiilonb6z6 tipustt probléméakban. Emellett a teleszképikus
felbontas elegéns, tomor bizonyitast lehetévé tevé modszere alkalmas a kreativ problé-
mamegoldo készségek erGsitésére és az intuicié kialakitasara. A feladatok megoldasanak
kulcsa gyakran a megfelel§ felbontés vagy atalakitas észrevétele.

2.6. Feladat. Definidljuk az aq,as, ... sorozatot a kivetkezs rekurzioval:
n+1

-1
Hatéarozzuk meg aggos értékét! /KoMal feladat alapjan/

a =1, a,= (a1 +as+---+a,_1), ha n>1.

Megoldas: Az a, sorozat n-edik részletosszegét jeloljiik a megszokott modon:

Spi=ar+as+ -+ ay,

igy a definialo Osszefiiggés miatt s; = a; = 1. A rekurzi6 értelmében

n+1
n—1

Qp = Sn—1,

tehat
n+1 2n

Sp] = ———Sp_
n—1 ] !

Ha ezt az eljarast alkalmazzuk egymas utan osszesen (n — 1)-szer, akkor az

T =2 () -2 0

k=

Sp = 8p—1 T Ap = Sp—1 +

2
Osszefiiggéshez jutunk. Az (1) Gsszefliggés felirdsahoz felhasznaltuk, hogy

ﬁkk = —n és s;=1.

=2

ol

a, felirhato az n-edik és az (n — 1)-edik részletosszegek kiilonbségeként és igy (1) miatt
azonnal adodik, hogy

Up = 8p — Sp_1 = 2" —2"2(n — 1) =2""%(n + 1).
Tehat ag026 = 22024 - 2027. [
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2.7. Megjegyzés. A megoldas legfontosabb felismerése az s, és az s, 1 kozotti kapcso-
lat felirasa. A feladat szépségét az adja, hogy a teleszkopikus szorzat végiil egy rendkiviil

egyszert zart alakot eredményez, ami a rekurzidban szerepld | szorzotényezs ko-

vetkezménye. Az aktualis évszam (legyen az 2026 vagy barmi mas) csak egy paraméter
a feladat végén, hogy a versenyzének ne csak a formulat kelljen levezetnie, hanem egy
konkrét értéket is meg kelljen adnia.

Aki rutinos, az els6 3-4 tag kiszamolasa utan (1,3,8,20,48...) észreveheti a mintét:

a;=3=2°.3
as=8=2"-4
ay=20=2%.5
as; =48 =2%.6

Innen mar megsejtheté az a,, = 2" 2(n + 1) Osszefiiggés, amit aztan teljes indukcioval is
konnyen bizonyithatunk.

2.8. Feladat. Az {a,}, -, és {b,}, ., sorozatokat az alabbi médon definialjuk:

(LT SR
ap = — =4+ =
2 3 n

és
b, =na, —a; —ay — ... — Ap_1.

Hatérozzuk meg boggs értékét! /OKTV feladat alapjan/

Megoldas: Alakitsuk at b,,-t!

by = (an, —a1) + (an — az) + ... + (an — an_1) + ay.

Mivel
CL1:17
1
a2:1+§7
1+1—|— + L
(p_1 = -+ —
! 2 n—1

(LT S
an = —+ -4 ..+
2 3 n

ezért b, zarojeles kifejezései:

S
ap— a1 ==+ -+ ... + —,
! 2 3 n
1+1+ +1
ap — Qo = — + — -,
2737y n

1

Ay — Ap—1 — —.

n
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1 1
Lathato, hogy a b, 0sszegben az — tag n-szer, az 1 tag (n — 1)-szer, az z tag k-szor
n

szerepel, k = 1,2, ...,n. Azaz

1 1 1
by=n-—+(n—1)- 2+ 1=n,
nn+(n ) n—1+ + 2—|— n

igy 62026 = 2026. ]

2.9. Megjegyzés. A 2.8 feladatban az {a,} -, sorozatot a harmonikus sor n-edik rész-
letosszegeinek sorozata definidlja. Ennek a sorozatnak az altalanos tagjara a szakirodalom
gyakran hasznalja a H,, jelolést :

1 1 "1
H,=14+-4+.+-=Y -,
+o et ;k

és az n-edik harmonikus szam elnevezést [13]. A harmonikus szamok gyakran felbukkan-
nak matematikai versenyfeladatokban Osszegek, szorzatok, egyenlGtlenségek és rekurziv
definiciok részeként, mert kombinatorikus és analitikus triikkkhoz jol hasznalhatok.

2.10. Feladat. Definialjuk az {a,},_, sorozatot a kovetkezd rekurzioval:

n
=2 ¢ n=~0p1———, h > 0.
Qo es a Ap—1 (n+1)' a n

Hatéarozzuk meg asggos értékét! /OKTV feladat alapjan/

Megoldds: Szamitsuk ki a sorozat elsé néhany elemét!

_o 3 T 25 121
ap = 4, (11—2, a2_67 a3_247 (14—120.
2.11. Sejtés.
(n+1)!+1 1
p=—"—=14+-——.
(n+1)! (n+1)!
A sejtést teljes indukcidval bizonyitjuk.
141
1. n = O-ra a sejtés helyes, hiszen a¢ = 1—4; =2
2. Tegylik fel, hogy
1
n=14+—-.
=1t L)

3. Bizonyitunk (n + 1) € N esetén, azaz igazoljuk, hogy

1
(n+2)!"

An4+1 = 1+

Felhasznalva a feltételt:

n+1 (n+1)!+1 n+1

T TGE )T T e )l (et 2)!
e+l +n42—(nF1) 1
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Tehat 1
n — 1 3
“ + (n+1)!
igy
1+ L
a = —
2026 2027!

azonnal adédik. O

2.12. Feladat. Az {a,} -, sorozatot a kovetkez6képpen definialjuk:

1

2
a; = 5, Apy1 = A, + Q.

Hatéarozzuk meg az

S SR
a1—|—1 CL2+1 CL2026—|—]_
osszeg egészrészét! /INMMYV feladat alapjan/

52026 =

Megoldds: A sorozat elemei pozitiv szamok. Tovabba

1 1 1 1

Uny1 Gplan+1)  a,  ap,+1
igy
1 1 1

an+1  ap  apy1
Tehat:
1 1 1
IS R SR |

( 1 1 ) < 1 1 ) ( 1 1 )
=)+ ———]4+..+ — .
ai a2 as as 2026 Q2027

A zarojelek felbontésa és Gsszevonés utan:

1 1 1
Sa026 = — — =2 .
a1 Q2027 Q2027

52026 =

Koénnyen lathatd, hogy a sorozat pozitiv tagi és szigortian monoton novekvs. Az elsé
néhany tag:

1 3 21
ar = — Ao = — Aq = —
1 27 2 47 3 167
azaz
1 < ag < azper,
igy
1
0< < 1.
2027
Tehat 1
1<52026:2_ <2,
2027

igy [82026] =1. ]

2.13. Megjegyzés. A 2.12. feladat kulcsa a teleszkopikus atalakitas, ami egyszertivé teszi
az Osszeg kiszamitasat.
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3. Fuggvényes feladatok

3.1. Feladat. Legyen

2, hax >0,
f(x)—{ 1, haz <0
tovabba fa)
x
g\xr) =
W= Fe-1
és végiil

h(z) = g(z) + 2g (g) +3g (%) 4. 420269 (

Szamitsuk ki h(m)-t! /OKTV feladat alapjan/

%)
2026/

Megoldas:
| 1, haz>1vagyz <0,
g(x)_{ 2, ha0<uz<l.

Vagyis tetsz6leges n € N esetén

(Z>_ 1, ham>n,azazn=1,2,3;
I\n) 71 2, har<n,n>4

Emiatt
h(r)=14+2+34+2(4+5+ ...+ 2026) = 6 + 2030 - 2023 = 4 106 696,

(4 4 2026)

mert 4 + 5+ ... + 2026 = -2023. O

3.2. Megjegyzés. A 3.1. feladat révid, szemléletes és a megoldasa tobb alapveté mate-
matikai készséget egyesit. Tobb témat kapcsol Ossze: gyakoroltatja az esetbontést és az
egyenlGtlenségek kezelését, az intervallumonként megadott fliggvényekkel vald szamolast
és a szamtani sorozat Osszegképletét. JOl szemlélteti, hogyan viselkednek a fiiggvényérté-
kek eltolt argumentum esetén. A feladatban szerepld definidld Osszefiiggések egyszertiek
(a felvett értékek 1 vagy 2), igy a didkok gyorsan megértik a hozzarendelési szabalyt és
hamar latjak az osszefiiggéseket. A feladat érdekessége, hogy egy transzcendens szam ()
diszkrét feltételeket hoz létre.
A feladat szerkezete egyszeri, mert a
f(z)

g(x) = m

fiiggvény értéke azoktol az intervallumoktol fiigg, amelyekbe x és x — 1 esnek. Tehat z-re
nézve harom intervallum van: x < 0,0 <z < 1, és x > 1, és g csak ezek alapjan vesz fel
értéket. Ha helyettesitjiik m-t barmely 3 < C' < 4 valds szammal, akkor a g (%) eloszlasa
n szerint valtozatlan marad, és az Osszeget ugyanolyan esetbontassal lehet kiszamitani;
érdemes a szamtani sorozatra vonatkozo6 formulat alkalmazni.

A 3.1. feladat évszamot tartalmazo feladatta konnyen tehetd, mert a h(x) utolso tagja
tetsz6legesen novelhets. Hasonld megoldasi moédszer miikodik, ha az f mas konstansokkal
van definidlva, vagy ha ¢g-t mas argumentummal képezziik (nem 1-gyel, hanem valamilyen
k egésszel végezziik az eltolast): mindig intervallumok és esetbontéas vezet a megoldashoz.
A h(z) esetén az egyiitthatok is varialhatok, igy konnyen adhatok hasonlo vagy Gsszetet-
tebb feladatok ugyanebbdl az alapotletbdl.
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3.3. Feladat. Legyen

20+ 7

fi(x) = 3 frr1(z) = fi(ful2)).

Hatérozzuk meg fo025(2026) értékét! /KoMaL feladat alapjan/

Megoldds: Alakitsuk at f;(x)-et:

2w +3)+1 5 1

il = -2 - Dy =R\ (-3}
Hatarozzunk meg néhany tovabbi elemet a sorozatbol!
1 1 1
fo(z) = fi (fi(2)) = —Q—W = —Q—W =Ty Dy, = R\{-2},
1 1
fg(l’) = fl (fg(l’)) = _2_f2(x—)—|—3 = _2_Tﬁ—|—3 = —2+$+2 =X, Df3 = R,
1
fa(x) = fi(f3(x)) = -2 — W = fi(w),
fs(@) = fa(z),
fo(x) = .

Igazoljuk, hogy a fiiggvénysorozat periodikus és periodusa 3! Lattuk, hogy f3(z) = z, igy

fapn(@) = [i(f1(f1(fa(2)))) = fo(fu(@)) = ful2).

Tehat
f2025(2026) == 2026,

mert 2025 = 675-3. O

3.4. Megjegyzés. A 3.3 feladat egyszeri algebrai behelyettesitésekkel szemlélteti az ite-
racio ¢és a periodus fogalmat; itt fs,(x) = x miatt az iteracio indexének 3-mal valo oszt-
hatosaga dont a keresett helyettesitési értékrsl. Evszamos kontextusban a példa vilagosan
kapcsolja Ossze az algebrai miiveleteket és az egyszert oszthatdsagi érvelést.

3.5. Feladat. Legyen f: N — N olyan fliggvény, amelyre minden x € N esetén
flz)+ f(f(z)) = 122 + 5,

tovabba f(26) = T79. Feltéve, hogy a megadott tulajdonsagokkal rendelkezd fiiggvény
létezik, van-e olyan = € N, amelyre f(z) = 20267 /OKTV feladat alapjan/

Megoldas: A feltételeknek megfelels fliggvényt a linearis fiiggvények korében keressiik,
mert a feladatban szerepld egyenlet jobb oldalan lineéris kifejezés all. Legyen

flz)=ax+0b
alaki, ahol a,b € R. A fiiggvényegyenletbe helyettesitve az alabbi Gsszefiiggést kapjuk:

ar + b+ a(axr +b) + b= 12z + 5.

46



Pi Matematikai, Fizikai és Informatikai Folyo6irat 2. kotet, Matematikai fiizet, 2026.

A zarojel felbontasa, Osszevonas és kiemelés utéan:
(a® 4+ a)x +ab+2b= 12z +5 (2)
adodik. A (2) egyenletbdl az alabbi egyenletrendszet irhatjuk fel:
a+a= 12}
ab+2b=5
Az els6 egyenletbdl a-ra két értéket kapunk:

—1++1+448
2 )

ai2 =
azaz a; = —4 és ag = 3. A megoldést esetvizsgalattal folytatjuk:
5
e a; = —4 felhasznalasaval a mésodik egyenletbdl b; = —3 szamolhato, azonban ekkor
5 213

tehat a megadott feltételek egyike nem teljestil.
e a; = 3-ra a masodik egyenletbdl by = 1 adodik és
f(26) =3-26+1=79.
Az f(x) = 3z + 1 fliggvény valamennyi kiindulasi feltételnek eleget tesz.
Megnézziik, hogy van-e olyan x € N, amelyre f(z) = 2026, azaz
f(z) =3z +1=2026.
Az egyenlet megoldasa x = 675. Tehat létezik olyan x € N, amelyre f(x) = 2026. O

3.6. Megjegyzés. A megadott fliggvényegyenlet jobb oldalanak linearis jellege miatt ér-
demes f(z)-re linearis hozzarendelési szabalyt keresni. A 3.5 feladat jobb oldala els6foku
kifejezés, azaz nem tartalmaz egynél magasabb hatvanykitev6ji tagot. Emiatt a polino-
mok kozott csupan a linearis lehet8ség marad f(x) keresésére, mert csak a linearis polinom
komponalasa énmagéaval nem emeli meg a kifejezés kitevGjét, igy az egyenlet bal oldalan
allo Osszeg is lehet els6foku.

Az eredeti feladat 2021-ben keriilt kittizésre olyan paraméterezéssel, amely lehetévé
tette a feladat megoldésat az iteraltak szamolésaval. A 3.5 feladat esetén a megoldas nem
kaphatoé meg ezzel a modszerrel. Ha modositjuk a fiiggvényegyenlethez tartozo feltételt,
akkor konnyen talalhatunk olyan feladatot, amely az iteraltak szdmolasaval is megoldast
ad. Példaul egy lépésben megoldhato a feladat az f(200) = 379 feltétellel, mert

£(200) + £(£(200)) = 12 - 200 + 5,

azaz f(f(200)) = f(379) = 2026. Két iteracios lépésre van sziikség az f(24) = 178 feltétel
hasznalata mellett:
F(24) + F(f(24)) = 12-24 4 5,

ekkor f(f(24)) = f(178) = 115, tovabba
F(178) + F(F(178)) = 12 - 178 + 5,
ahonnan f(f(178)) = f(115) = 2026 szamolhato.
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4. Z4aré6 gondolatok

Az évszamos feladatok egyszerre kinalnak gyakorlati szamolasi kihivéast és elméleti gondol-
kodast, ezért értékes eszkozei a tehetséggondozasnak és a matematikai kultara épitésének.
A cikkben bemutatott 2026-os évszamhoz kapcsolodé versenyfeladatok jol szemléltetik,
hogy az aktualis évszam bevonasa konkrét fogddzot adhat egy-egy feladat megoldésa-
hoz, ugyanakkor a feladatok felépitése tag teret biztosithat az altalanositéasra. A vizsgélt
évszamos feladatok valtozatos modszereket — rekurziot, teleszkopikus atalakitast, itera-
ciot és esetbontast — hivnak eld, igy tobb matematikai teriiletet integralnak. Gyakorlati
elényiik a konnyld paraméterezhetGség: egy alapotlet kiilonbozé évszamokkal 4, mégis
rokonsagban all6 problémékat ad. A részletes megoldasok nemcsak az eredményt szolgal-
tatjak, hanem a modszerek logikajat és a kulcsfelismeréseket is feltarjak, ami fontos a
problémamegold6 készség fejlesztéséhez.

Az évszam szerepe motivalo és kontextust ado, ugyanakkor nem korlatozza a feladat el-
méleti tartalmat vagy altaldnosithatosagat. A versenygyakorlatban az évszamos feladatok
elGsegitik a koncentraciot és a motivaciot, az analitikus gondolkodés és a kreativ megkd-
zelitések alkalmazésanak igénye mellett. Az évszamos feladatokat érdemes aktualizéalni,
hogy fenntartsak a didkok érdekl6dését és a megoldd személyes bevonddasat.

A feladatok kivalasztéasakor nem torekedtiink és nem is torekedhettiink teljességre. Fz
a valogatas csak egy izgalmas izelits; rengeteg tovabbi, kreativ és kihivast rejté évszamos
feladat var felfedezésre a versenyek dokumentécioiban és az archivumok mélyén. Reméljiik,
hogy a példak felkeltik a kivancsisagot, inspiralnak sajat varidciok készitésére, 6szténoz-
nek a megoldasok atgondolaséra és tovabbi szép megoldasok keresésére. Az 1j feladatok
készitése gazdag, jatékos és kivalod terep a problémamegoldé készségek fejlesztésére.
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