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Osszefoglalds

A cikk az alkatrészek egymashoz képesti elcsiiszasanal jelentkezd szaraz surlodas okozta
kopadsok numerikus szimulaldsaval foglakozik a kopdsi sebesség Archard féle torvényen
keresztiili modellezésével. Megadja a monoton jellegii relativ mozgasok esetén az allando-
sult kopasi dllapotndl jelentkezé nyomas meghatdrozasdanak varidcios modszereét, amellyel
a kopasi torvény kézvetlen integralasa nélkiil a nyomas meghatdrozhato. Szamos példan
keresztiil bemutatja ezen elv alkalmazhatosagat. Kitér a periodikus mozgas okozta kopasok
szamitasara, az allandosult allapot eléréshez sziikséges ciklusszam egyszerii meghataroza-
sanak analitikus modszerére.

Kulcsszavak: dllandosult kopds, rugalmassagtan, periodikus mozgas, kopdsi disszipdacios
teljesitmény, optimalizalds

Abstract

The paper investigates the wear process at dry friction using the Archard wear rule. It
gives a variational method for calculation of the contact pressure directly without time
integration of the wear rule until the steady state is reached. Some examples are demon-
strated the possible using of this method. The periodic sliding of contacting bodies, assum-
ing cyclic steady state conditions is investigated in the paper. An analytical method for
prediction of the number of cycles to reach steady wear periodical state is given in it.

Keywords: steady wear state, theory of elasticity, periodic motion, wear dissipation power,
optimization

1. Bevezetés

Az egymason elcsuszd alkatrészek a strlodasakor az anyaglevalasztodas miatt kopnak,
méretiik lassan valtozik, ami a testekben kialakuld fesziiltségallapot valtozasat is maga utan
vonja. A kezdeti érintkezési viszonyok a testek kozott megvaltoznak. Kisérletileg is igazolt,
hogy a kopas mértéke, annak sebessége fligg az érintkezési nyomastdl, a testek kdzotti
relativ sebességtdl, a feliileti keménységtdl, az érdességtdl, a surlodasi tényezotdl. A gya-
korlat szamara a kopasi viszonyok leirasat nagyon jo kozelitéssel irja le az un. modifikalt
Archard féle torvény [1], aminek értelmében az érintkezési feliilet normalisanak iranyaban

a kopas sebessége az i-dik test vonatkozasaban.
W, = BE) 0" = B |0l = Bup,)" Vi =By, i=12 (1)
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ahol u a surlodasi tényezd, f,a,,b, kisérletekb6l meghatarozott kopasi paraméterek,

Bo=pu v, =|

séget az érintkezési feliileten jelolje 7

u,

a testek kozotti érintdsikba es6 relativ sebesség. A surlddasi feszilt-

ami szaraz surlodast feltételezve a Coulomb féle

n?

Osszefliggeéssel szamithaté a p, nyomads és a surlodasi tényezé alkotta szorzaton keresztiil

T, =HDP,-

A gyakorlatbdl jol ismert, hogy a beilizemelés folyaman egy bizonyos bejaratasi id6 utan a
kopasi viszonyok gyakorta allandésult allapotba keriilnek, azaz idében nem valtozo terhe-
1¢és, relativ sebesség estén a merevtestszerli mozgast végzo test un. merevtestszeri kopasi
sebesség allandosaga mellett a nyomas megoszlasa az érintkezési tartomany felett idoben
mar nem valtozik.

A feladatkdr az érintkezési problémakon beliil az optimalizalashoz, a kopasi folyamatok
vizsgalatdhoz tartozik. Erintkezési optimalizaciés feladatokat Haslinger és Neittaanmaki
matematikai igényességgel targyalt konyve [2], Hilding és tarsainak [3] attekinté cikke,
Péczelt [4], Paczelt és Baksa [5] kiilonféle optimalizacios feladatok megoldasat elemzo
munkai foglaljak dssze. A kopasi folyamatokat elemzi a peremérték feladatok pontos meg-
oldasaival Goryacheva és Dobuchin [6] korabbi konyvében ill. Soldatenkov munkaja [7]
jelent tovabbi fontos forrast a téma irant érdekléddknek. Erintkezési feladatokkal foglalko-
z6 nagyszamu publikaci6 koziil a numerikus technikat is alkalmazo6 Johnson [8], Kalker [9],
Laursen [10] és Wriggers [11] altal irt konyvek emelend6k ki.

A [12-18] munkainkat kdvetve, két rugalmas testbdl B, (o =1,2) felépitett rendszer érint-

kezési feladatat fogjuk vizsgalni. Az esetek dontd tobbségeben feltételezziik, hogy a B, test

csak a kopas kovetkeztében fog kismértékli merevtestszerli mozgast végezni, mig a testek
kozotti nagymértéki relativ mozgast a B, mozgasa fogja okozni.

A két test kozotti relativ mozgas szempontjabol az alabbi eseteket tudjuk megkiilonboztet-
ni:
Eset 1. Az egyik test, B, megfogasa miatt merevtestszeriien nem tud elmozdulni, a ra-

haté terhelés, a keletkezett héhatas deformalja a testeket, de a 1étrejott kopas csak ad-
dig fog tartani, amig a testek kozotti deformalt allapotbeli hézag a nyomas eltiinéséhez
nem vezet.

Eset 2. Az S, érintkezési feliilet terjedelme a kopas alatt nem valtozik, ez eldzetesen

ismeret. Amikor a B, testre, mint egy bélyegre tekintiink, és a B, test cstszik a bé-
lyeghez képest, akkor az érintkezési tartomany a B, -hez kotott, a B, -n pedig ujabb és
ujabb, a csuszasi altal meghatarozott helyre keriil. A merevtestszerii kopasi vektor a B,

testre vonatkozo peremfeltétellel meghatarozott. Az allandosult kopasi tartomanyban
az érintkezési nyomads lefutdsa, a B, testen belill a fesziiltségallapot idében nem valto-

zik. A B,-n a nyomés a relativ cstiszéas altal meghatarozott modon valtozo helyen hat,

de lefutasa valtozatlan.
Eset 3. Az S, érintkezési tartomany a kopasi folyamat alatt megvaltozik, példaul gomb

bélyeg esetén, amikor is az érintkezési tartomany a = a(t) sugara né. Azt mondhatjuk,
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hogy kvazi-allandosult kopas jon létre, amelynél a keletkez6 fesziiltég, a kopasi alak a
kialakult a(t) paramétertdl fiigg. Ebben az esetben a kvazi-dllandésult nyomas meg-

oszlasa, a kopott alak a felvett a(t) paraméter altal egyértelmiien meghatarozott.
Eset 4. Hasonloan az Eset 2 —hoz, az S, érintkezési tartomany rogzitett, de a kopas a

testek kdzotti periodikus csuszasi mozgassal all el6. A periodikus megoldas az egymast
kovet6 ciklusonként azonosan (allandosultan) ismétlodik.
Eset 5. Az Eset 3 —hoz hasonloan az S, érintkezési tartoméany valtozik, a periodikus

mozgas, avagy a terhelés miatt. A keletkezd nyomads a kvazi-allandosult periodikus 4l-
lapotban fligg az a(t) érintkezési tartomanyt jellemz6 paramétertdl.

Szamitastechnikai szempontb6l nézve a problémat, a kopasi folyamat iddbeli lefutdsdnak
nyomon kovetése az (1) alatti kopasi torvény iddintegralasaval érhetd el. Kérdésként meriil
fel, lehetséges-e valami Uton-modon az iddintegralds hosszadalmas folyamatat kikeriilve,
valamilyen variacios elv révén, kdzvetleniil meghatarozni az allanddsult allapotra jellemzo
nyomast, a merevtestszertl kopasi sebességet. A kérdésre adott valasz igen.

A korabbi kutatdsok kimutattak, hogy a testek kozotti relativ monoton mozgas esetén a
kopasi disszipacidos energia minimumahoz az allandésult kopas tartozik [12]. A
szobanforgd funkcional minimalizalasaval a merevtestszerii mozgast (kopas miatt) végzo
testre felirt egyensulyi egyenletek kielégitésével kapott nyomasra egyszerli 0sszefiiggés
vezethetd le [12-17]. Az érintkezési strlodasi fesziiltségnek az egyensulyra valod hatasa
miatt, a disszipacids energia felirdsdhoz be kellett vezetni —a korabbiakban nem hasznalt-
kopasi sebességi vektort [14], ami altalanos esetben az érintkezési feliilet normalis és tan-
gencialis iranyaba eso Osszetevokkel fog rendelkezni. Egy masik 1ényeges feltételezéssel is
kellett ¢Ini az Eset 2 alatti problémanal, nevezetesen allandosult kopasi allapotban a kopasi
sebesség parhuzamos a merevtestszerti kopasi vektorral, amit az azonos iranyitottsag alap-
szabalyanak fogjuk a tovabbiakban nevezni.

Az alabbiakban roviden attekintjiik a sajat korabbi munkaink fobb eredményeit. A [14] -ben
az 0j elvet alkalmaztuk kiilonbdz6 tipust fékekre. [15] munka a bevezetett Gj elvet felhasz-
nalta a kapcsolt kopasi-hétani-rugalmasagtani feladat megoldasara. A nemlinearis kopasi
torvény értelmében a kopasi sebesség fiiggvénye a csusztatd fesziiltségnek, a relativ sebes-
ségnek. A kiillonboz6 tipust fékek elemzésére keriilt sor a héhatas miatti elmozduldsok
figyelembevételével. [16] a hotani-mechanikai kopasi feladatok kritikai elemzését tartal-
mazza. A kapcsolt hdtani-mechanikai feladatot az un. operator felbontasi technikaval old-
juk meg. Ez azt jelenti, hogy a mechanikai és hdvezetési feladatot, egymast kdvetden,
egyikben a hémérséklet mezd, a masikban a mechanikai mez6k lerdgzitett értékei ismereté-
ben oldjuk meg, természetesen, iteracids folyamat révén. Az anyagallandok feltételezéseink
értelmében nem fiiggnek a hdmérséklettol. Az allandosult kopasnal kialakulé nyomas azo-
nos a héhatasnélkiili esetben kapottakkal, de a kopott alakot a hémérséklet erésen befolya-
solja. A kiilonboz6 fékpofas megtamasztas hatasanak elemzésére is sor keriilt a
szobanforgd cikkben. A [17] munka szintén foglakozik a kapcsolt hdtani problémaval al-
landosult kopas vonatkozasaban. Vizsgaltuk a bélyeg alatt elcsuszo savot, a forgd bélyeget
torusz alaku feliilettel. Feltételeztiik, hogy a kopasi paraméterek és a surldodasi tényezo a
homérseéklettdl is fiigghetnek. Haromfajta, a kopadék mozgasaval kapcsolatos strlodasi
modell keriilt bevezetésre. Erintkezési Osszeférhetéségi feltétel is meghatarozasra kerilt.
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Azokban az esetekben, amikor a bélyeg, vagy a bélyeg és sav kopik, akkor az érintkezési
nyomads a kopas altal kialakul6 relativ merevtestszerti mozgastol fiigg. Ugyanakkor, amikor
csak a sav (also test) kopik, akkor a nyomas fligg a rugalmassagi anyagallandoktol, a kon-
taktfeladat megolddsa szolgaltatja a kialakult nyomast, a levezetett kopasi disszipacios
teljesitmény minimumanak elve ekkor mar nem érvényes. A [18] kiterjeszti az el6zetes
munkak [14-17] eredményeit a testek kdzotti periodikus relativ mozgas esetére, Eset 4. A
kopasi torvény idéintegralasaval szamos feladat keriilt megvizsgalasra. A szamitasokra itt
is, mint a tdbbi munkaban, a p-verzidju végeselemek keriilnek felhasznalasra sikeresen
megkozelitve a kopott alakot. A periodikus mozgasokkal kapcsolatos kopasok elérejelzésé-
re a monoton mozgasoknal kapottak is felhasznalasra keriiltek. Appendixben az érintkezési
nyomadsra vonatkoz6 formulak levezetésre keriilnek, diszkretizalt formaban, a Green fligg-
vények felhasznalasaval. Eset 5-el kapcsolatosan a [19] tartalmaz érdekes eredményeket.

2. Kopasi vektor, érintkezési fesziiltség

A kopasi vektort az érintkezd testek kozotti relativ merevtestszeri mozgas hatarozza
meg. A kopasi vektor W, a feliilet transzformalasat és lekopott anyag tangencialis irdnyt
mozgasat jellemzi.

Azonos irdnyitottsag alapszabalya alapjan [14,15] a kopasi vektor sebessége W, parhuza-
mos a merevtestszerii kopasi sebességgel

W i o Ap A+ Ay X AT @)
R R™R> R . : :
Jie] - e+ o]
ahol 1 + 6s 2, - akopas dltal keletkezett merevtestszerti eltolodas és forgas sebessége,
Ar -a C, ponthoz viszonyitott helyvektor, w, = "iF + 2, % Ar" .

Ekkor a kopasi sebesség vektor

W=W, =W, =W, =W, =W, :_Wl,R €r +W2,R €r = WR €r (3)

Wy = 4, + 4, X Ar (4)
A B, ésa B, test kozotti érintkezési fesziiltséget a kdvetkezd dsszefliggés

t =t =t =—p,(N. T ue,)—p, p, &, =—p,p. (5)

irja le, ahol u, - a keresztirdnyl kopasi sebesség irdnyhoz tartozo surlodasi tényezd. Az
€..e,,,N, vektorok kisérd triédert alkotnak az S, kontaktfeliileten (lasd 1. abra) . Itt n_ a
B, test érintkezési normalisa, e, - a relativ sebességgel egybeeso érint6sikba esé egység-
vektor, e_, - a keresztiranyu érintdvektor.

Az 1. abra alapjan a normalis és tangencialis iranyu kopasi sebességek
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W, =WRCOS ¥, W,=W,siny=w, tan y, (6a)
ahol y az n, és e, kozotti szog. Tovabba

W, =W, sin y cos y,, W,,=w, sin y sin, (6b)

T

ahol a y, sz0gaz S, -re vetitett W, és e_, kozotti szognek felel meg.

Fel fogjuk tételezni, hogy az S, (mérete) id6ben nem véltozik. Az 1-es test az 4ll6 bé-
lyegnek, a 2-es test a mozgo testnek fog megfelelni, vagyis allandosult allapotban az 1-es

test fesziiltségallapota idében nem valtozik, mig a 2-es testben az a szallitdsebességgel
mozog.

3. Minimalizalando6 funkcional

Az allanddsult kopas tisztazasara, eldzetes vizsgalataink szerint [14, 15], a kovetkezd
kopasi disszipacios teljesitményt kell minimalizalni

D=y L [t i) dSJ e ™

az 1-es testre vonatkozo egyensulyi egyenletekkel, mint mellékfeltételekkel
f :—Ipf p,dS+ f,=0
S,

. (8)
m:—jArxp; p,dS+m,=0
S(

ahol f, és m, a B, testre hato kiilsé terhelés redukalt vektorkettésének erd és nyomaték
vektora.
Bevezetve a iF és 7, Lagrange —féle multiplikatorokat, az optimalizacios feladathoz az

alabbi Lagrange-féle funkcional rendelheté a b =5, = b, paraméterek egyenldsége mellett

Ly =Ly (Por s dag )= Dy (P, )+ (1) G - £ 4+ 4y, -) )

Kielégitve a (9) -bdl nyert &, L, = 0 stacionaritasi feltételt, tovabba bevezetve a

yl = %, y) y= %’ mennyiségeket, a kontaktnyomasra nyerjiik, hogy
~ ~ 1 1
p.=( G- p: +(1MxArj~pf)§j” (10)
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2 ~
ahol Kzz,Bivf', Q=15 utan ycos y, — u, tan ysiny .
i=1

1. abra. Az S, feliileten értelmezett koordindtarendszer, kopdsi sebességek,

azonos iranyitottsag elve a W, és az e, vektorokkal.

Léthato, hogy p* = pZ (A, 4y, i, 11,,b) , tovabba az egyensulyi egyenletek

f(iF,iM,u,yd,b): 0, m(iF,iM,u,yd,b):O a iF,iM fliggvényei. Ez azt jelenti,

hogy az egyensilyi egyenletbél nyert A o yl » hem fiiggvénye a K-nak, vagyis a nyomas
megoszlasa nem fligg a E, ,a;,1=1,2 kopasi paraméterektdl és a relativ v, sebességtol.

Természetesen a 4., 4,, merevtestszer(i kopasi vektorok, a K-n keresztiil, mar fiiggvényei

az emlitett paramétereknek: y) = y) 7. K - (10) alapjan ugyszintén lathato, hogy a nyomas
erbsen fiigg a b paramétertdl és a y shrlodasi tényez6t6l. Megjegyzendd, hogy a (8),(10)
egyenletrendszer er6sen nemlinearis, megoldasara a Newton-Raphson moédszer javasolt. A
(9) minimalizalasanal feltételezett, hogy a nyomas az S, tartomany minden pontjaban
pozitiv, tehat az S, nem csak a szoba johetd érintkezési tartomanyt jeloli ki, hanem egyut-
tal a ténylegest is.

Megjegyzések:
1. [13]-ban nyert bizonyitast, hogy az allandoésult (idében nem valtozd kopasi feltéte-
lek) kopashoz a b=b =b, egyenldségnek fenn kell allnia, ill. forgastesteknél
a=a, =a,.
2. Mivel a (8)-(10) feladat megoldasabol az érintkezési nyomas, majd a Coulomb-féle
torvény értelmében a csusztatd fesziiltség is ismert, a kiszamolt érintkezési fesziilt-
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séget, mint ismert terhelést miikddtetve a szerkezeti elemekre, az optimalis nyomas-
hoz tartozd kezdeti hézag mar kdonnyen meghatarozhatova valik [3, 4]. A szamitas
elvégezhetOsége érdekében a B, test merevtestszer(i mozgdsa miatt, a szétszedett
rendszer kiilonallo terhelési vizsgalatanal, a B, testet nagymerevségli rugokkal

Hfiktiven” meg kell tAmasztani, hogy a merevségi matrix szingularitasat elkeriiljiik.
3. A kezdeti hézagot abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy az alakvaltozas utan ki-

alakulé rés legyen zérus: d=u'”—u'"+g=0. Ebbdl a szakadds mértéke
o _

[u,]=u” —u'”. Megkeresve annak legkisebb értéket min[u, ] =min(uf1') —uflz)), a
hézagot oly modon allitjuk be, hogy az a minimalis helyen legyen zérus:
g’ =[u,]-minfu,]. Az l-es test alakjat meghatarozo fliggvény elsé kozelitésben

0.0

g™ =g° —g? . Itt feltételezzik, hogy a kopasbél kovetkezd g* >0 hézag meg-

1,0 1,0

hatarozhato. A g™° minimumat megkeresve g’min =ming"?, bedllithato olyan
alak, aminél az érintkezési tartomany egy pontjaban, nevezetesen a g’ pontban

a hézag zérus lesz: g = g — g™ . Tly modon a teljes hézag g =g +g"?,

ahol g =g°"— g™ nn. Allandosult kopashoz tartozo optimalis nyomés csak akkor
lesz azonos a kopasi disszipacids teljesitmény minimumahoz tartozéval, ha fenn tud
adllnia g >0 egyenltlenség.

4. Ha a kopasi folyamatban csak az egyik test, nevezetesen csak a 2-es test kopik, és ez
elére kiszamolhatd, legyen ez g, akkor az optimalis nyomaseloszlas csak akkor

m_

valésul meg, ha g 0, azaz g =g fennall. (Itt g az optimalis megoldashoz tar-

tozod érintkezési fesziiltségnél meghatarozott teljes hézag). Ez altalaban nem all fenn.
Ekkor, ha az allandésult kopas egyéb feltételei léteznek, akkor a kopas a
peremértékfeladat megoldasabol nyert, szingularitast is tartalmaz6é nyomasmegosz-
las mellett fog végbemenni. Erre latunk példakat a [17] -ben.

4. Néhany példa
4.1 Elsé példa

Vizsgaljuk a 2. abran abrazolt szerkezetet. A fels6 ék alaku bélyeg, megvezetése altal, me-
revtestszerlien csak fliggélegesen tud elmozdulni. Az alsé test allandoé v, nagysagu sebes-
séggel mozog.

A szerkezet ¢t vastagsagu, a terhelése p~ megoszléo nyomas, aminek ereddje F, =p~ Lt.

A testek  kozotti  surlédasi  tényez6 . Az allandosult  kopashoz a
F . .
p, = . nyomas megoszlas tartozik. A kopasi sebesség vektor fiiggd-
(cos QaF psin a)
cosa

leges, aminek normal iranyt Osszetevdje w, =W, cosa . Az abran bejelolt sebesség irany-
nal a F jelben a felso - jelet, ellentétes iranyu sebességnél az also + jelet kell hasznalni!
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Jol lathato, hogy o =0 esetén anyomas p, =p~.

f.

74
L
Yoy vitivy

2. dbra. Ek alkotta rendszer.

4.2 Maisodik példa

Vizsgaljuk a 3a. abran vazolt pofas féket. A fékpofara hato kiilsé nyomas okozta terhelés
ereddje F,. A tarcsa allandé o szogsebességgel végez forgd mozgast. Ebben az esetben a

merevtestszerll kopasi sebesség 4, =—A.e, és a relativ csliszasi sebesség v. =R w. Az
a ]
—(g=1 . — . I r o o 7
ri = _[ (cosaF usina)(cosa) R, tda integral bevezetésével (F : felsé jel — az Gramu-

—ay

tato jarasaval egyez6 forgdsnak, az alsé jel + az 6ramutatd jarasaval ellentétes forgasnak

F L . . .
felel meg)., a nyomds p, :F#(COS a)b alakban szamolhato. Az érintkezési normalis
D,

b
P a 3 a F
iranyaba esO kopasi sebesség w, = (ﬂl (R, @)" + B, (R, ®)” )(TO-I)J Cos @ # const nem
*D,
allando, de, mivel &ll a w,=w /cosa kapcsolat, a fliggdleges kopasi sebesség mar allando
lesz

b
1 7 @1 Py > F
We = ﬁHl (R, o) +B,(R, ») (F(—;])j = const
D,

Az is fennall, hogy /iF =w,, ami bizonyitja, hogy az allandosult kopas valoban létezik,
hisz a teljes fliggdleges kopasi sebesség megegyezik a fékpofa merevtestszerli kopasi se-
bességével. Pofasfék tovabbi vizsgalata a pofak kiilonbdzé megtamasztasainal a [16] mun-
kéaban talalhato meg.
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Ry =100 mem, 1, =20mem, I =80mm, o =30", g =150"

3. dabra Feékek, a) pofasfék, b) dobfek
4.3 Harmadik példa

Vizsgaljuk a 3b. abran vazolt dobfék sikbeli modelljét. Az 1-es jelt fékpofa az O csap koriil
tud elfordulni az F, erd hatdsira. A kopasi vektor e, irdnyl. A dob @ szdgsebességgel

oramutatd jarasaval ellentétes iranyban végez forgdmozgast. Legyenek a kopasi paraméte-
rek a=b=1, B, =, =2-10", a surlodasi tényezé 1 =0.25, a szogsebesség w=2.5 1/sec,
tovabbd a geometriat az alabbi adatok jellemzik: R, =100mm, [ =20mm, [, =80mm =10

mm, mig a terhelés F, =104N. Az alabbi mennyiségek bevezetésével

m*(a) = [(l sina +1, cosa )F ull. cos a —1_sina +R0)],

I;E”) :f (mi (a)(ﬁytg;()’q)w m(@) R,tda, Ale)= \/(lx —R,sina) +(I. +R,cosa )

F,L
D,

l/h

a nyomas allandosult kopasndl  p, = ( A(a)cos ;()”b =——(/, cosa+l, sina)

I

Dw

ahol cos y=n_-e, = (]X cosa +1, sina)ﬁ . Az észlelt kopasi sebességek, tigyszintén
a

b
allandosult kopasnal W, = C:;n)( , W, Zﬂ (1*‘“ j L o) Ale),  w=4,, Ala).

Ellentétes forgasiranynal a F jel also tagjat kell figyelembe venni.
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Konkrét szamitdsokat elvégezve, 6ramutatd iranyu forgdémozgasnal a nyomas és a kopasi
sebességeket a 4. abra tiinteti fel. Itt s = R, o ivhossznak felel meg.

Min D, Oramutaté jardsd forgas,  alpha=30 Min D, Oramutaté jarasi forgas, ~ alpha=30

F=10kN, a=1, b=1, R =100,1 =20, | =80 mm

0.03 \
\
F,=10kN, a=1,b=1, R =100, =20, =80 mm \

dwidt N

B,/L (MPa/mm)
o)
2
P
(1000*cw/dtyL [mm/(s*mm)
e

0.03

0.01 L | o H
50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300
s [mm] s [mm]

a) b)
4. abra Allandésult kopdsi dllapotban, a) a nyomds lefutdsa, b) a kopdsi sebességek

4.4 Negyedik példa: Forgastestek vizsgalata allandésult kopaskor

Ebben a példaban tetszéleges merididnnal rendelkezd forgastesteket vizsgalunk, felté-
telezve, hogy a felsd- test (bélyeg) forgdbmozgast végez egy lerdgzitett, ugyszintén forgas-
test felett. Két, a kopadék mozgasaval kapcsolatos altalanositott stirlodasi modell keriilt
kidolgozasra [17], ezek birtokaban adjuk meg az érintkezési nyomas kiszamitasara vonat-
kozo Osszefliggést. A B, felsd test a —z tengely irdnyu @ szogsebességgel végez forgd

mozgast, a B, test forgasdban megakadalyozott. Az érintkezési felillet merididnja

fowi= Soou () egyenlettel jellemzett. A testek kozotti relativ cslszdsi sebesség

=v, =ro, ennek irdnya € . Az érintkezési normélis N, =—(sinx €, +cosa€,),

1(2) 1
u® —u

T

mig az érintdsikba esé egységvektorok e =—-€ , e,=—cosae +sinae . It y =a az
n, normalisnak a z forgastengellyel bezart szoge. A felsd test a kopas miatt fiiggblegesen
e, =—€_ iranyban tolodik el, vagyis a merevtestszerli kopasi vektor ZF :—ZF e. Az
e,,Nn, vektorok az r,z sikba esnek, tovabba y, =x/2, y =a. Az érintkezési nyomasra

D"

F 1 e (g=1)

a kovetkezd kifejezést kapjuk p, = an (cosa)’ r ", ahol I, " az altalanositott
(a=1) ), "
D

"

strlodasi modelltdl fliggd integralok [17]:

PI:(JTI)‘D =" 21 I r 4 (cos @ — u, sinar) (cos a)”h I+ 2 dr=aw" ILTI)‘D

i
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Flg=1)* _alb o . . 1/b - (g=0)w
I L 271"“ " (cos @+, sina signar) (cos )" 1+ f2, dr=w" I, |

A vertikalis, a merevtestszerli mozgas iranyaba es6 kopasi sebesség allando:

b

1 I~ 2~ F,
W, =W /cosa = pro) = . 0 " = const
R n cos a {;ﬂl pn( ) } ;ﬂl (q:])D,.
1

WS
D

ami az allandosult kopasi allapot létrejottét igazolja.

Korabbi munkainkban, [12]-ben sikfeliiletii talpcsapagy szamitasa nyitotta meg az al-
landosult kopasok vizsgalatat, az allandosult kopas allapotanak energetikai minimum elven
keresztiilli megfogalmazasat, [17]-ben torusz alak(l forgastestek, [18]-ben kupos fékek
elemzését talaljuk meg surlodasi héfejlédés figyelembevétele mellett.

5. Kopasok periodikus mozgasnal

A gépalkatrészek mozgasanak egyik gyakori este, amikor is azok egymashoz képest perio-
dikus mozgason keresztiil keriilnek érintkezési kapcsolatba. A periodikus mozgasra jellem-
70, hogy az elmozdulasra, a fesziiltégi és alakvaltozasi allapotra all

u(=u(t+T), e)=c(+T), e®)=e(+T) )

periodusonként megismétlddo jelleg, ahol 7, a mozgas periodusanak ideje. Az also B, jeli
test s =2u, nagysagu kitérést végez jobb és bal irdnyban. Az egy periddus alatti kopas
névekménye az kompatibilis a bélyeg merevtestszer(i elmozdulasaval

w(x,t +T,)—w(x, ) = Am(x, T,) = Aw" (x, T,) + Aw ™ (x,T,) = (Ad, + A4, xAr)-e.  (12)

ahol Ad. =AAd;+Ad. and A4, =AA;, +AJ,, az egy periodushoz tartozd eltolodasi és

+

forgasi novekmény, AL;,A4;, a merevtestszerli kopasi vektorok a + irdnyu félciklus alatt.
2 _

Legyen a relativ elmozdulas u, =u® —u" =-u, coswre, =u, coswze,, amibél a rela-

tiv sebesség V. =u, wsinwz, U, =-V, e_. Masrészt a sebesség abszolut értéke

v, =[U v,

r

T

. . oy 2z . g 2
:|a) u, smcod :|v0 smwd, tovabba T.=—, v, =owu, ill. a félperiodus
®

./2 T,
alatti iddintegral J.vrd T= J. v,dr =2u, .
0

7,/2
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A kopaési disszipacids munka egy periddus alatt az alabbiak szerint szamolhato

7,/2

!

2 I

2]

i=l7,/2

2
E, =)

i=1

[ iy ds e+
)

sy s

c—
i

ahol t/", t
vektora a pozitiv és a negativ iranyt félperiodus alatti mozgasnal.

Feltételezve, hogy csak a bélyeg kopik, tovabba a,=b =1, az (5) alatti p; =—e,

T, T,

[t iy

)ydS | dr (13)

az érintkezési fesziiltség vektora és W, , W, az i-dik test kopasi sebesség

+

ue, ,a

(13) helyett E=§1:j [Py, ds | dr + lej [Py, ds | dr irhats, ami

=2\ s =2\ s
E, N _ E; E,
2u, B SO 2uy B 2u, B
z
— N~ |
Uy Uy ‘ B ‘ uy | u
et 1 .
M L o
; \ B, \ L >
7[/&)9
—U Ccoswt —U, COSwT
27l w
T T

U, =—u, COS®T €_=u, COSMOT €&,

5. abra. Kopdas keletkezik a bélyeg és a az also test kézott a kozottiik fennallo

V. =u, wsinwz, U, =7 e, relativ sebesség miatt. Az alsé B, jelii test M L pontok

kozotti szakasza vesz rész a kopasi folyamatban.

egyszerlibb alakhoz vezet. Allandosult kopasi allapotnal az E,, minimummal rendelkezik.

Az egy periodus alatti kopasi novekmény (félperiddusonként a nyomas allandosagat feltéte-

lezve)
7,72

Aw,, = E[p; +p;](u0a)) j|sina)z'| dr
0
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ami az idéintegralas elvégzése utan
s, = Blp; + oy (16)

vagyis egy periddus alatti atlagos kopasi sebesség

wl,n = —= 27/{0 (17)

csak akkor lesz allando az érintkezési tartomany minden pontjaban, ha a nyomasok dsszege
az egész tartomany felett azonos

p, +p, =2p, =const (18)

Itt p, abélyeg kozepén 1évo érintkezési pontjaban fellépd nyomas.
A kopasi folyamat id6integralasakor az egy félperiodus alatti kopasi névekményt az alabbi-
ak szerint szamoljuk

T./2 T./2

Awgfn): I El pf;”(r)uo w|sinwz‘|dr;ﬁ,pf,j)(tp+71/2) I uoa)|sina)z'|dz' (19)
0 0

ahol ¢ » jeloli a félperiddus kezdeti idejét, tovabba, a nyomast az aktualis félperiodus végé-

hez fogjuk kotni (az un. implicit iddintegralast hajtunk végre): pt/) = p(z, +7./2). Mivel

ez eldzetesen nem ismert, iteraciot kell végrehajtani. Az iteracid kezdeti nyomasanak az
egy periodussal korabbi nyomast tekintjiik. Ezek valdjaban igen kozel vannak egymashoz.
Az 6sszegzett kopas a j-dik iteracios 1épésben

Wi, +T./2) = w, (1) + Al =i, (0,)+ B ) 2, (20)
ami mas jeloléssel
wi(e, +T,/2)=""""2 W=y + Anll) Q1)
Az iteraciot a hézagvaltozasra kirdtt korlattal allitjuk le [18]. Az iteracio végén j=J.
Gyakorlati szamitasoknal, a kopasi ndvekmény igen kicsiny értéke miatt, gyorsitasi faktor-

ral szokas dolgozni. Ennek értelmében a nyomas és a kopott alak Ujraszamitasara & db
félperiodus eltelte utan keriil sor, vagyis

t,+kT, /2 _t (J)
’ W, =W, +kAw, (22)

n

51



Paczelt 1., Mroz Z.

Megjegyzendd, hogy a strldédasi hofejlodés esetén a gyorsitasi faktorozassal sajnos nem
¢lhetiink. A [18] -as munka szamos példat tartalmaz héfejlédés nélkiili esetben, mig [20] a
héfejlédéssel kapcsolatosan mutat be egy példat.

6. Allandésult allapot kezdetéhez tartozo ciklusszam elérejelzése

Joggal meriil fel, annak a kérdése, hogyan lehetne viszonylag egyszeriien a periodikus ko-
pasnal az allandosult allapot kezdetét megado ciklusszamot meghatarozni anélkiil, hogy az
iddintegralast elvégeznénk, de felhasznalnank a monoton mozgasra vonatkozd eredménye-

ket.

Osszegezziik a vazolt probléma megoldasahoz sziikséges 1épéseket

1. oldjuk meg a monoton mozgasra (jobb és baliranyu relativ sebességnél) a kopasi fe-

ladatot, aminek révén megkapjuk a nyomast €s a kopott bélyeg alakjat (2 futds),
majd kiszamoljuk a két kopott alak atlagat (a 8b. abran a -+- jelli gorbét).

. megoldjuk az érintkezési feladatot a nyomads linearizaldsaval: a 8a. abran a nyomas

maximalis érteke 2p, (az also test  balirinyd =~ mozgasanal
(p,(x=1070)=0, p,(x=1130)=2 p, ), jobbiranyt mozgasanal:
(p,(x=1070)=2 p,,, p,(x=1130)=0) ), majd kiszdmoljuk a --*-- jelli alakot.

. a-+- és --*-- jelll gorbék atlaga szolgaltatja a —o— alakot, amit a periodikus mozgas-

hoz tartozo kopott alak kozelitésének fogjuk tekinteni (lasd 8b.abra). A bélyeg szé-
1én 1év6 M pontbeli értéket hasznaljuk majd fel a késébbiekben.

. sziikséges néhany 1épést elvégezni a periodikus kopas iddintegralasi algoritmusaval a

bélyeg M jelii pontjaban fellépd, a kopas kezdeti stidiumdban 1évé p'®) nyomas
meghatarozasara.

1060 1080 1100
=

6. dbra. A bélyeg és az also test kozotti periodikus mozgds okozta kopas szamitasahoz kap-
csolt szerkezet. Az M pont a bélyeg baloldali peremén van: x=1070, z=100, N pont a bélyeg

kozepen : x=1100, z=100

Legyenek a kovetkezd adatok: Kopasi paraméterek: ,51 =1.257-10"°, Ez =0, a =15 =1,

surlodasi tényezd = 0.25. Az alsé test elmozduldsa: u = —u,, coswr, ahol u, =1.5mm
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w=10rad /s, v 1d6. A terhelés p~ =16.666 MPa, az ered6 eré F, =10 kN. A testek
vastagsaga ¢ =10 mm .

A nyomas és a kopott alak valtozasat a 7. abra tartalmazza. Allandésult allapotban a kopott
alak, mint merev gorbe tolodik felfelé, hisz periddusonként azonos a lekopott anyag meny-
nyisége. A linearizalt nyomas, €s a kozelitett alakok a 8. abrakon lathatok.

Az egy ciklus alatt keletkezd kopasi disszipacids energia valtozasat tartalmazza a 9a. abra.
A folytonos vonal a balra, a szaggatott a jobbra torténd alsd test mozgasahoz tartozik. A
disszipacios energia igen gyorsan csokken és tart a minimalis értékéhez. A 7a. dbra tanulsa-
ga szerint n >15300 félciklusszadm utan a nyomas nem valtozik a kopas folyaman, azaz a

periodikus kopas allanddsult allapotba keriilt.

F,=10.0kN, Erintkezési nyomas [MPa] F,=10.0 kN, Alak (hézag) valtozasa [mm]
150, - - T T T 1 0.07 T T T
Kezdeti nyomas : (- ) L n-zezo0 ]
n=300 (- -) 0.05
100f  n=4300(-.) '
= n=93000 (- ) | £ 0.04 S| n=19300 S
< | n=15300 (- -) £
< | Zoos
= | | <
50 f
% 0.02 . n=9300 - il
—&’%‘\c\_fobb\ranyu mozgas
== _ L 0.01 n=4300 -
=
_—— 7 Balirdny mozgas T ‘ S S neg™800 _
1%70 1080 1090 1100 1110 1120 1130 1%70 1080 1090 1100 1110 1120 1130
% [mm] x [mm]
a) b)

7. dbra. Periodikus mozgasndl a) a nyomas, b) a bélyeg alakjanak vailtozasa az n
félcilkusszam fiiggvényében

Ha a nyomas egy tetszOleges x pontban az n,,,,, periddus szam fliggvényeként ismert,

akkor a kopasok altal kialakult alak a kovetkezd 6sszegzéssel szamolhato

n s

Alak(xa ns) = z Awl,n ()C, npen‘od) = ﬁl z [p:zr (X, nperiod) + p; (X, nperiod)]zuo (23)

M perioa=1 Mperioa=1

Tételezziik fel, hogy az M pontban a nyomas » figgvényeként ismert. Ezt tiinteti fel a

period
9b. abra -* jeli gorbén keresztiil. Ezt a fliggvényt két paraméter jellemzi, egyik a kezdeti
idépontbeli ( pfl% ) masik az allandosult kopéasnal kialakulo érték (2p,,) . Szeretnénk ezt a

figgvényt oly moédon approximalni, hogy az alatta 1évo teriilet kdzel azonos legyen az
eredeti értékkel. A polinommal kdzelitett nyomas az M pontban

s

q
n.—n .
by~ (o% ~2p.) (—j 2, o4
n

alaku. A nyomas integralja
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_[ (ﬁn_zpm) dnpen'od (25)

M porioa=0

mivel a kopast a kezdeti p\’), nyomas és a végsd 2p, nyomas kozotti valtozas okozza. Itt

feltételezziik, amit a szamitasok is a jelen szerkezetnél igazoltak, hogy a kopas folytonosan
létrejon (minden ciklusban a sav jobbra mozgasanal). Egyszer(i szamitassal az integral

(p(O) _2pm)
—I’l

pol — s (26)
(I+9)
F_=10.0 kN, Erintkezési nyomas [MPa]
0 %10~ Kopa5| alakok monoton és. perlod\kus mczgasnal
35 T 6
N Llnear\‘s ”)‘0!“35? () i I Ballranyu esmbblranyu munoton
20 Allandésult allpotbeli nyomas (-) / mozgés atlagahoz rendelt alak(1): - + —
A f.- e
A . - 5h 'l
%>. Mozgas jobb iranyban ./”‘ » n=9300-nal jelentkezd periodikus mozgas alakja: — — ;
\ v
250 A e 4 n=15300-nal jelentkezo periodikus mozgds alakja: - . ¥
\\\‘ : . 4 ) k )
- —_ (Liearis nyomasukhuz tartozo Fo
= 20F E ki L
g £ 3 opott alak (2)): - - * - — :
s g y
o 15F = | . ' »’?r
—o-0-4 f
2 f A
10, F
e N \\
5- /.. Mozgas bal iranyban A 1
£/
o \
1070 1080 1090 1100 1110 1120  113p 1070 1080 1090 ‘[100] 1o m20 - 1so
x [mm] X [mm
a) b)

8. dbra. A periodikus mozgasnal kapott allanddsult allapothoz tartozo, a) nyomas kozelitése
linearis fiiggvényekkel, b) a kopott alak (periodikus mozgasnal (- -,
-*- | 1ll. az atlag (0-0)=( (-

gasnal

Bevezetve az Y:4,§1 u, jelolést, a (23) Osszegzés helyett a (26) alatti integrallal az M

pontbeli kopott alak magassaga

Eun

Mivel a bélyeg kozépén az N pontban a kopas mindkét iranyu mozgésnal 1étrejon, ellentét-
ben a sz¢&ls6 M pontbeli esettel 6sszehasonlitva,

alak(x =1100,n)= g% (n,)=Y n, p,,

Példa: a 6. abrabeli szerkezetnél

tv (n,) = alak(x =1070,n,) — alak(x =1100,n,) = 0.5Y I ,,

“)H(-+))12)

p), =148.41 MPa p, =16.6666 MPa , ¢=23,g(0—0)=3.8 um .

(Elézetes szamitasokkal tisztaztuk ¢ kiilonbozo felvételével, hogy milyen értéknél lesz a
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legkisebb eltérés az eredeti gorbe alatti teriilet €s az approximalt alatti teriilet kozott. Ez
=23 nal teljesiilt).
(27) b6l gll(n,)=g(0—0)=0.5Y 1 ,, igy a teriilet 1,,=32271. Ezt felhasznélva, az

(% =2p.)

pol

(+q)
A fenti 7. és 8. abrakon latjuk, hogy n=9300 fél periddusndl mar elkezdddik az allando-
sult allapot, azaz n,,,,, =4650, mig n=15300-nal, »

moddon az eldrejelzett 6730 érték igen jol megbecsiili a numerikus integralassal kapottakat,
a hiba kevesebb, mint 10%: 100[(7650+4650) /2-6730]/6730 % ~ 9%.

pol >

eldre jelzett ciklusszam a (26)-bol n, =1 =6730.

=7650 mar javaban tart. Ily

period

. F=10.0kN,E, Fn=10.0 kN, Erintkezési nyomas az M pontban [MPa]
YT - : - . . 160
255 140
Nyomds valtozasa idointegralasbél: ( —* )
25 120! Polinomos kézelitéssel kapott nyomas: g=23 ( - - )
245 T
- = 1001‘“
- 24 s '
wi = |
ot 80[!
2.35 :
4
23 601
225 40 i
Qe P S
2.2 L
! 2 i 4 5 46 200 2000 4000 6000 8000 10000
x10 ciklus szama
a) b)
E* 2
’ INET ;o , + .
9. dbra. A periodikusmozgéasnal a) az = J. (pn ) dS munka, b) az M pontbeli nyo-
uy f
o P S,

mas valtozasa a periodus (ciklusszam) fiiggvényeként

8. Osszefoglalas

Cikk a testek kozotti kopas numerikus modellezésével foglakozik, megadva a testek kdzotti
relativ mozgasfajtakat is. A 2. esethez tartozoan a kopasi disszipacios teljesitmény minima-
lizalasaval Osszefiiggést k6zol az allandosult kopasnal jelentkezO érintkezési nyomasra,
anélkiil, hogy a kopasi térvény iddintegralasat elvégeztiik volna. A cikk szamos példan
keresztiil jol érzékelteti az elv alkalmazasanak lehet6ségét. A tanulmany masodik felében a
periodikus mozgésnal jelentkez6 feladat megoldasat taglalja, megadva a kopasi ndvekmény
numerikus kiszamitasi 0sszefiiggéseit, tovabba kozli az allandosult kopas eléréséhez sziik-
séges ciklusszam értékét egyszerli, a monoton mozgasoknal kapott eredmények felhaszna-
lasa révén levezetett analitikus dsszefliggésen keresztiil.

9. Koszonetnyilvanitas

A tanulmany/kutatd munka a TAMOP-4.2.1.B-10/2/-2010-0001, TAMOP-4.2.2.B-10/1-
2010-0008 jeli projektek részeként — az Uj Magyarorszag Fejlesztési Terv keretében — az
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Eurdépai Uni6 tdmogatasaval, az Eurdpai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valosul meg.
Koszonet illeti az OTKA K67825 és a Lengyel Oktatasi és Tudomanyi Minisztérium No.3
TO8C 02129 sz. palyazatanak tamogatasat is.
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