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Osszefoglalis

Ebben a dolgozathan célunk, hogy vezikulumok dinamikai vizsgdlatdra viszkézus dramlas-
ban bemutassunk egy egyszerii matematikai analizist. EQy nem régi tanulmdany [Misbah,
Phys. Rev. Lett. 96, 028.104 (2006)] kimutatta, hogy a vezikulumok dinamikdban, az un.”
vacillating-breathing ” (VB) mdd az, ahol a vezikulum fétengelye oszcillal az dramldsi ira-
nydara és alakja lélegzéses mozgdst végez. A , tank-treading” (TT) és ,,tumbling” (TB)
rendszerek nem végeznek légzé mozgast. A célunk az, hogy megvizsgadljuk az ezeket a mo-
dokat leiro egyenletek analitikus megoldasait és a numerikus kozelitéseket a vezikulum

srer
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Abstract

In this paper our aim is to show a simple mathematical analysis to reexamine vesicle dy-
namics in viscous flow. In this context, a recent paper [Misbah, Phys. Rev. Lett. 96, 028104
(2006)] revealed a dynamic referred to as the vacillating-breathing (VB) mode where the
vesicle main axis oscillates around the flow direction and the shape undergoes a breathing
like motion. The tank-treading (TT) and tumbling (TB) regimes do not perform breathing
motion. Our goal here is to examine these modes by obtaining explicit analytical solutions
and numerical approaches of the vesicle inclination angle and the shape deformation.
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1. Bevezetés

A fizikaban és a bioldgiaban gyakran el6fordulnak olyan jelenségek, amelyek folyadékba
meritett kis részecskék mozgasanak megismerését teszik sziikségessé. Einstein 1905-ben
megjelent cikkében folyadékban mozgd gomb alaku szilard részecskére alkotott matemati-
kai modellt [3]. Jeffrey 1922-ben ellipszoid alaku részecskékre vonatkozdan adott elméleti
eredményeket [7], amelyeket késébb Taylor kisérletileg igazolt [13], [14]. El6szor Taylor
vizsgalt olyan esetet, amikor a folyadékban nem szilard test, hanem egy folyadékcsepp
mozog [14]. A mozgasegyenlet felirasa soran harom feltételezéssel élt:

- afolyadékcsepp annyira kicsi, hogy kozel gomb alak marad,
- nincs cstszas a csepp feliiletén és a csepp feliiletén a csusztatofesziiltségek folytonosak,
- akét folyadék hataran nem ébred normalfesziiltség.



Vadaszneé Bognar G., Csati Z.

Késdbb ezeket a modelleket alkalmaztak vezikulumok és vorosvérsejtek elméleti vizs-
galata esetén.

A vezikulum egy zart foszfolipid membran, amely a belsejében 1évd folyadékot elva-
lasztja a membranon kiviil 1év6 folyadéktol. A foszfolipidek kett6s lipid réteget képesek
alkotni. A kettds hartya vastagsaga koriilbeliil 5 nm, a koriil hatarolt térrész jellemz6 suga-
ra ennek ezerszerese, de léteznek 10-100 zm nagysagu oOrias vezikulumok is [16]. A

vezikulum alapvetéen kiilonbozik mas membran altal hatarolt testektél, példaul a polimer
kapszulaktol. A vezikulumoknak tobb egyenstlyi helyzetiik van és kiils aramlas hatasara
komplexebb nem-egyensulyi allapotok is kialakulnak. A Kkilonbség a kapszulak és a
vezikulumok kozott az, hogy a vezikulumok fesziiltségi allapota foleg hajlitasbol szarma-
zik, mig a polimerizalt membranok jellemzd igénybevétele nyiras és hiizas. Ezen kiviil a
lipid membranok kiilsé er6 hatasara tigy végeznek alakvaltozast, hogy a feliiletiik allando
marad. A héhatas is jelentdsen befolyasolja a vezikulumok dinamikajat, mivel a testek
mikrométeres nagysaguak.

A lipid hartyak biologiai jelent6sége miatt egyre novekszik irantuk a fizikusok érdekld-
dése az oxigén transzport, anyagmintak és gének célzott testbe juttatdsa esetén. Fontos
szerepiik van a vordsvérsejtek vizsgalataban és a membranok biofizikajaban is. Viszkozus
aramlasban elhelyezett vezikulumok dinamikajanak tanulmanyozéasa kiilondsen jelentos,
mert ezen keresztiil mas — bonyolultabb viselkedésii — sejtek, mint példaul a vorosvérsejtek
viselkedése megérthetd [10]. A modell és a szamitas helyessége Gsszehasonlithato kisérleti
ra vonatkozé modellt 1épésrdl 1épésre finomitjuk, akkor fokozatosan eljuthatunk a valddi
sejtek tulajdonsagaihoz. Megfigyelték, hogy viszkdzus aramlas hatasara a vezikulumoknak
harom alapveté mozgasformaja alakul ki [6]. Az egyik az tGgynevezett "tank-treading"”
(TT), amikor a vezikulum ellipszoid alaktuva deformalodik és fotengelye az aramlés iranya-
val @ szoget zar be, ahol 0 <@ < /4. A masodik mozgastipus a "tumbling" (T), amikor
a membran merevtestszerli forgomozgast végez — kivéve, ha a vezikulum gémb alaka. A
fenti két mozgas ellipszoid alaka vezikulumokra értelmezhetd, amelyeket elészor Keller és
Skalak irtak le [8]. Létezik egy koztes allapot is, melyet "vacillating-breathing"-nek nevez-
nek (VB) és Misbah szarmaztatta a [11] cikkben (lasd 1. abra). Ilyen tipusi mozgasnal a
vezikulum az 4ramlds irdnya mentén rezgbémozgast végez, mikdzben alakja
légzOmozgashoz hasonldan valtozik. A tovabbiakban ezt a pontosabb modellt fogjuk vizs-
galni.

Dolgozatunk célja a Misbah-féle modellbdl szarmaztatott csatolt, kdzonséges, nem-
linearis differencialegyenlet-rendszer vizsgalata és egzakt megoldasok keresése a
vezikulumok alakjanak meghatarozasara.

ic)

R S
1. @bra. Vezikulumok hdarom deformdcio tipusa (&) (TT), (b) (T) (c), (VB) [6]
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2. Matematikai modell

Helyezziik a vezikulumot kétdimenzids viszkdzus aramlasba, newtoni kozeget feltételezve.
A zavartalan dramlasi sebesség Ug =(7y,0,0), ahol y a deformacio sebesség. Az aram-

last a vezikulumon kiviil és beliil a Stokes-egyenletek irjak le, mivel Re << 1. Jel6lje Xj a

pillanatnyi, X; pedig a referencia koordinata-rendszer koordinata tengelyeit (i=1,2,3)
(lasd 2. abra).

2. dbra. Viszkozus aramlasba helyezett ellipszis alaki membran

A Keller-Skalak modell [8] a linearis anyagegyenlet(i viszkdzus aramlasba helyezett el-
lipszoid alakit membran és az azon beliil 1év6 folyadék mozgasat irja le. A membran belse-
jében 1évo folyadék mozgasat az alabbi differencidlegyenlet irja le:

®=A+Bcos 20, (1)

ahol A a y-tol, B pediga A=u'/ u viszkozitasi hanyadostdl és az ellipszoid fétengelye-
inek a, /aq, illetve ag/ap aranyaitol fligg. Itt 4/ a belsé, u akiilsé folyadék viszkozita-
sat jeloli.

A (VB) esetre a Misbah-féle modell perturbacios sorfejtéssel szarmaztathato [11]. Eb-

ben az esetben a megoldando differencialegyenlet-rendszer a vezikulum R alakvaltozasara
ésa O elhajlasszogre:

2
g@ :h{l—4R—}in2@, 2)
ot A
ga—@ :—1+10052@, (3)
ot 2 2R

ahol A a vezikulum felillete, A a vezikulum gombhoz képesti felillet eltérése:

A=(A—4ztZ)/ 1§ é a h paraméterre fenndll: h=6027/15/(32+231). A (2)
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egyenlet a membran alakvaltozasat, a (3) egyenlet pedig a vezikulum aramlo kézegben
bekovetkezd szogelfordulast irja le. Megjegyezziik, hogy a folyadékeseppekre ([1], [4]) és a
kapszulakra [2] vonatkozd modelleknél a szarmaztatott differencidlegyenletek linearisak
lesznek, mig vezikulumokra nemlinearis rendszert kapunk. Ez a nemlinearitas a lokalis
feliilet-Osszenyomhatatlansagi feltételb6l adodik. Tovabbi érdekesség, hogy (2) és (3) nem

fiigg a C, kapillaritasi szamtol, amelyre Cq = uy rg / K és k a membran hajlitisi merev-
ségét jeloli. A Misbah-féle elmélet a C4 — oo esetnek felel meg. Ha a sornak tobb tagjat
vessziik figyelembe, akkor mar megjelenik a C5 tényez6 is. A harom tipus kialakulasat a
3. abran lathato A —C, diagram szemlélteti.

7
» Tumbling
o
>
g°
< Vacillating-breathing
3
T 5
< ,
3 Tank-treading
>
4

05 1,0 15 20
Kapillaris szam

3. dbra. A —C, diagram [6]

A (2) és (3) helyett vizsgaljuk meg az altalanosabb

drR ( 2) .

— =la— sin20,
dt R

40 =9, % 520
dt 2 2R

differencialegyenlet-rendszert, ahol «, 8, @€ R". A tovabbiakban a derivaltak a t valto-

70 szerinti derivaltat jelolik. Bevezetve az uj X(t) és y(t) valtozokat az

x(t) =Rcos 20,
y(t) =Rsin20

alakban, a (2) és (3) differencialegyenletekbdl az
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X' =y(q-pX) (4)

Y =a-gx-fy° ®)
differencialegyenlet-rendszert szarmaztatjuk.

Ahhoz, hogy a (VB) mozgast tudjuk vizsgalni, fenn kell allnia az

Ja

R<—
2

egyenl6tlenségnek, azaz — felhasznalva a bevezetett & és S paramétereket — a kovetkez6
feltétel adodik:

XS+yc<—. (6)

3. Egzakt megoldas

A (4)-(5) egyenletrendszer megoldasat és a megoldasok stabilitasat kiilonboz6 eljarasokkal
kereshetjiik [5], [9], [12]. El8szor Keressiik ezt az egyenes mentén

y=ax+b.

Az (5) osszefliggést behelyettesitve (4)-be, az alabbi differencialegyenletet nyerjiik:

0:—,8b2
—

X' =—apx? +(%—2bﬂjx+ (7

Lathato, hogy a (7) az altalanos x'(t)=P(t )X2 +Q(t)x+R(t) Riccati-féle differencial-
egyenletnek egy specialis esete, amely az
x(t)=— w(t)
Pw(t)
helyettesitéssel a

w —Qw +PRw=0

linearis, masodrendti differencialegyenletté transzformalhaté [12]. Visszatérve az eredeti
X(t) fiiggvényre, az altalanos megoldas az

a

1 C(“—ﬂb)e(b_ﬂb)t+(C—l)ﬂbe_ﬂbt

ap o
Ce(b o) +(1-C)e Mt
alakban irhato fel a C € R integralasi allandéval.
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4. Vizsgalatok a fazissikon

Redukaljuk a (4), (5) differencidlegyenlet-rendszert a kovetkezdé elsérendii differencial-
egyenletre:

lor— a2 Jaxc+ y(x—a)aty =0. @
A (8) egyenlet a
1
k(x)=———
lq- x|

integral szorzoval egzakt tipusu differencialegyenletté alakithatd at, mellyel a (8) altalanos
megoldasa implicit alakban a kdvetkezéképpen irhato fel:

a1 L ep-at-pfy? 1 o
B2 a4— P 2% (a-px)?

ahol DeR integralasi allando.

A (4), (5) differencialegyenlet-rendszer elemzéséhez linearis stabilitas vizsgalatot végziink.
Az egyenstlyi pontok osztalyozasat az alabbi médon végezziik:

1) Meghatarozzuk az egyensulyi/kritikus pontokat

2) Kiértékeljiik a Jacobi-matrixot az egyensulyi pontokban

3) A linearizalt differencialegyenlet-rendszert visszavezetjiik sajatérték feladatra és a
sajatértékek és sajatvektorok segitségével vazoljuk a fazisportrét.

Az egyenstlyi pontok a kovetkezok:
@ q 1] 2 q _1 2
q BB BB

Meghatarozzuk a J

- {— By a-px]
a -2
Jacobi-matrix elemeit a Py, P>, P3 pontokban, ahonnan lathato, hogy az off > q2 ,
off = q2 és aff < q2 eseteket kell megvizsgalnunk. A det(J—rl)=0 egyenletbdl a mat-
rix sajatértékeit hatarozzuk meg:
a.Ha off > q2 ,

—a Py pontban a két sajatérték valos és eltérd eldjeldi, ezért Py egy nyeregpont;
—a P, pontban a két sajatérték valds és negativ, ezért Pp egy aszimptotikusan

stabil csomopont;
—a P3 pontban a két sajatérték valos és pozitiv, ezért Py egy labilis csomépont.
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b. Ha of = q2, akkor P, és P3 pontok ordinatai nullak, és a pontok abszcisszai is meg-

egyeznek. Tehat a harom pont egybeesik. Perturbacié hatasara barmely az el6zé pontban
leirt stabilitdsi pont eldallhat. Ilyenkor az abrazolast egy sajat készitési MATLAB prog-
rammal oldottuk meg.

c.Ha aoff < q2 , akkor a Py az egyetlen stabil centrum.

Mindharom esetben meghatarozzuk a sajatvektorokat és vazoljuk a fazisportrékat. A diffe-
rencidlegyenlet-rendszer fazisképének elemzésére a MATLAB numerikus programcsomag
felhasznalasaval egy PhasePlaneAnalysis nevii programot irtunk. Ilyen célt vizsgalatra a
MATLAB-ben nincs beépitett eszkéz. A program dokumentacidja a

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/45575-phase-plane-analysis

honlaprdl letdlthetd. Ennek segitségével vazoljuk a fazis diagramokat a harom esetben.

| Stability Type sCourd yCoord |
1 |unstable saddle 2 o
2 lasymp. stable  sink node 0.4000 0.8000
3 lunstable source node 0.4000 -0.8000

4. dbra. =4, f=5,q=2 (a,b’>q2)

Az off > q2 esetet a 4. dbra, az off = q2 az 5. ébra és az aff < q2 esetet a 6. abra szemlél-

teti. A 4-6. abrakbol észrevehetd, hogy a (4), (5) megoldasai a fazissikon az X -tengelyre
szimmetrikusak. A program alkalmazasaval megvizsgalhatd az egyes esetekben a stabilitds
kérdése, a stabilitas helye és tipusa. Az =3, f=1,q=2 esetre az altalunk meghataro-
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zott egzakt megoldast a 7. dbran mutatjuk be. Ez megmutatja az ode45 solver hibajat ezen
paraméter értékek valasztasakor.

5. Osszefoglalas

A vezikulum egy zart foszfolipid membran, amely a belsejében 1év6 folyadékot valasztja el
a membranon kiviil levd folyadéktol. A lipid hartyak dinamikajanak megértése bioldgiai
szempontbol jelentds. Viszkozus aramlasban elhelyezett vezikulumok mozgasanak tanul-
manyozasa el6segiti mas, bonyolultabb viselkedés sejtek, példaul a vorosvérsejtek visel-
kedésének értelmezését. A vezikulumoknak tobb egyenstlyi helyzete van, vizsgalatuk a
matematikai modellben szerepld differencialegyenletek nem-linearitas miatt bonyolult.

|
|
b1
|
!
|
I

\
\
\
\

|
\

|
AN
\ |
\

| Stability Type xCoord |yCoord
L |asymp. stable degenerate node 0.5000 O

5. dbra. a=1,p=4,9=2 (0!,3=q2)

A dolgozatban vezikulumok mozgasat leir6 autonom differencidlegyenlet-rendszer
vizsgalataval foglalkoztunk. Egyes paraméter értékekre egzakt adtunk. A differencialegyen-
let-rendszer kvalitativ vizsgalatara linearis stabilitasvizsgalatot végeztiink a fazissikon,
amelybdl megmutathatd, hogy milyen esetekben létezik periodikus megoldas. A fazisgor-
béket egy sajat készitésii MATLAB programmal szemléltettiik, amellyel kirajzoltatjuk az
iranymezo, ¢és a sajatértékek alapjan elvégezziik az egyensulyi pontok osztalyozasat és
megallapitjuk a stabilitast.
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7‘ Stability ‘ Type xCoord ‘yCoord
1 stable center 1.5000 0

6. dbra. =3, f=1,q=2 (aﬂ<q2)

7. dbra. Egzakt megoldds o =3, f=1,q4=2 (aff <q°)

6. Koszonetnyilvanitas

A cikkben ismertetett kutato munka a Miskolci Egyetem stratégiai kutatasi teriiletén miiko-
d6 Innovacids Gépészeti Tervezés és Technologiak Kivaldsagi Kézpont keretében valosult
meg.
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