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Osszefoglalis

A tanulmany targyat ideadlisan rugalmas-tékéletesen képlékeny anyagu iireges kup alaku
testben kiilsé és belso nyomas hatdsara kialakult fesziiltségek meghatarozasa képezi. Alap-
vetd feltevés, hogy rugalmas allapotban a kup alaku test osszenyomhatatlan, vagyis a Pois-
son-szam 0,5. A feladat megoldasara egy analitikus modszert javasol a tanulmany, amely
lehetbve teszi a fesziiltségek és a rugalmas, valamint a képlékeny teherbirasok pontos meg-
hatarozasat.

Kulcsszavak: rugalmas-képlékeny, iireges kup, teherbirds, fesziiltségek

Abstract

The object of this paper is to determine the stresses in hollow conical bodies caused by
inner and outer pressures. It is assumed that in elastic state the material is incompressible,
that is the Poisson’s ratio is 0.5. An analytical method is suggested to solve the problem. By
the application of the presented method one can compute the stresses and elastic and plas-
tic limit loads.

Keywords: elastic-plastic deformation, hollow cone, limit load, stresses

1. Bevezetés

Az. 1. abra szemlélteti a vizsgalat targyat képezd tireges kipalaku testet. Az iireges kupala-

ku testet az O csucspont 0V, és OV, korkupfeliiletek, valamint az O kdzéppontli OV, és

oV, gombfelilletek hataroljdk. A mechanikai feladat megolddsira az Ored

gombkoordinatarendszer hasznaltatik (1. abra). A rugalmas, a rugalmas-képlékeny és a
képlékeny egyensulyi allapotok meghatarozasanal feltételezziik, hogy

1. Az alakvaltozasok és elmozdulasok kicsinyek.

2. Nincs térfogati terhelés.

3. A test anyaga homogén izotrop, idealisan rugalmas-tokéletesen képlékeny.

4. Rugalmas allapotra a Poisson szam v =0,5.
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= rc.osgos.im?? P(r, o, 9)
Yy = 7 ik p sie. ¥
z=rcos?

1. abra. Ureges kipalakii test.

Jelolie e, , e, , e, az Orpd gombi koordinatarendszer egységvektorait. A tanulmanyo-

zott egyensulyi allapotokat az alabbi peremfeltételek hatarozzak meg:

u =0, 7, =7,=0, PeoV,vwov,, (1)
Th9:r¢’9:0’ 05 ==P> pPedy, ()
T,,=7,=0, o,=—p,, Pedl,. 3)

Az (1), (2) és (3) egyenletekben €s a késébbiek soran is u,,u ,u, az elmozdulasvektor

skalar koordindtéit, o,,0,,0,,7,,,7,4,7,, pedig a fesziltségi tenzor skalarkoordinatait

jeloli az Orp8 koordinata-rendszerben [1, 2, 3]. A mechanikai feladat megoldasat az alab-

bi elmozdulasokbol szarmaztatjuk:

u, :u(p:O, u, =ru(9). 4
A fenti elmozdulasoknak megfeleld alakvaltozasok [1, 2]
gr:yr(ozyrgzy(pg:o’ (5)
ou
8‘925, é‘w:UCtgvg. (6)
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Nyomassal terhelt iireges kup rugalmas-képlékeny vizsgalata

2. Rugalmas allapot

A homogén, izotrdp, linedrisan rugalmas Osszenyombhatatlan test anyagtdrvénye alapjan
irhato, hogy [4-7]

o, =2G¢, +o0,, 0,=2G¢, +0,, (7
04=2Ge,+0,, 1,,=Gy, ., ()
7,5 =GV Tps = GV s s 9

g +¢e,+6,=0, (10)

ahol G a cstsztato rugalmassagi moduluszt jeloli.
A fenti egyenleteket a jelen problémara alkalmazva, azt kapjuk, hogy

o,+0,

0, =0, == (11)
c,=2Gg, +o0,, (12)
o,=2Ge, +0,, (13)

ou
e +e, =—+Uctgd=0. 14
T =g g (14)
A (14) egyenletbdl az kovetkezik, hogy
sin 4
UPH=U—>=, 94<8<9,. (15)
sin 4

A 8 és 8, szogkoordinatak jelentését a 2. abra értelmezi.

z

UL} 9, -
4

O p=yalt+y?

R

2. dbra. Az iireges kup alaku test meridian metszete.

A (15) egyenletben U, egy integracios allandot jelol. A (6), (12) és (13) egyenletekbol
kapjuk a (16) és (17) egyenleteket.

9
o, =-K—Z o, (16)
sin” 4
cosd
o, =K o,. 17
v sin*¢ °
Itt bevezettiik a
K =2GU,sin$ (18)
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jelolést.
A mechanikai egyensuly egyenletei zérus térfogati terhelés esetén az alabbi alakban ad-
haték meg [1-3]

0 1|0 1 Ot
90, 2| % “+20, —-0,—0,+7,,ctg9 =0, 19)
or r| 03 sind Op ! l
or, 1|0t 1 Jo
oro 2 99 + (4 +3T’_¢+2T90tg19 =0, (20)
or r| 09 sing Op !
0 1| o 1 ot
7, L1 O'g+ : 9 +3r5r+(0'3—0'¢)0tg19 =0. 21
or r| 08 sind op

Jelen feladatban a (19) és (20) egyensulyi egyenletek identikusan teljesiilnek, a (21)
egyensulyi egyenletbdl pedig az kovetkezik, hogy

do,
dg
Ez utobbi differencidlegyenlet ad lehetdséget a o, = 0, () kdzepes normalfesziiltség

+(o,-0,) ctgd=0. (22)

meghatarozasara. A (16), (17) és (22) egyenletekbdl azt kapjuk, hogy
d K
2 (23)
dg sin

A (23) egyenlet integralasa a

0,(9)=-KIn +C (24)

tS
g2

eredményre vezet, ahol C egy integracios allandot jeldl. A (16) és (17) egyenletekbe he-
lyettesitve a (24) egyenletet jutunk a o, és o, normal fesziiltségek képleteire rugalmas

egyensulyi allapotot feltételezve

09(8):—K( 00523 +In tg£j+C, (25)
sin” 4 2
cos 9 9

o (PH=K —Injtg—| |+ C. 26

o9 (sinzﬁ gZJ (26)

A (24), (25) és (26) képletekben szerepld K és C integracios allandokat a (2) és (3) fe-
sziiltségi peremfeltételek alapjan hatdrozzuk meg:

9 9
o, (9) = K| =L i inlg 2| |+ C=-p, 27)

sin” 4, 2

9 9
0, (%) = K| 2 4 Infg 2| [+ C=—p,. (28)

sin” 4, 2

Egyszer(i szamolassal azt nyerjiik, hogy

pl B p2 (29)

K= s
H(lgz)_H(lgl)
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Nyomassal terhelt iireges kup rugalmas-képlékeny vizsgalata

C= p,H(S)- pH(S)

(30)
H(192) _H(‘gl)
ahol
cos 3 4
H(S):—(sin2]9+ln tgz). 31

Megjegyzendd, hogy a fesziiltségallapot fliggetlen az » sugéar koordinatatdl, és o, = o,
reakci6 jellegii normalfesziiltség hasonlé a sikalakvéltozas o, normalfesziiltségéhez [2,3].
A kovetkezokben feltessziik, hogy
Dy ZD,- (32)
A levezetett képletekhez tartozo fesziiltségeket a 3. abran szemléltetjiik egy numerikus
példa keretében. A numerikus példa kidolgozasahoz az aldbbi adatokat hasznaltuk:

1 2

T T
9= % ==, p=60MPa, =10MPa.
10 4 b P

&0

Op, Ty

0, [MPa]

40

40 -

i i i i
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
9 [-]

L

3. dabra. Normalfesziiltségek gérbéi rugalmas egyensuly esetén.
3. Rugalmas-képlékeny egyensulyi allapot

Elsé lépésben a rugalmas teherbirds szadmitasaval foglalkozunk, feltéve, hogy p, > p,.
Ebben az esetben rugalmas allapotban

o, 20,20, 0<3<§ (33)

feltétel teljesiil. A Tresca-féle folyasi feltétel szerint a képlékeny alakvaltozasi tartomany-
ban [8-10]
(34)
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ahol o, az idedlisan rugalmas-képlékeny test egytengelyii huzo fesziiltség allapothoz tarto-
z6 folyashatara [9, 10]. Magatol értetddd, hogy jelen esetben a képlékeny alakvaltozas a
oV, korkup feliilet pontjaiban jelenik meg el6szor. A p, kiilsé nyomdst nem valtoztatva
p,novelésével Y(3) eléria o, értéket. A (27)-(32) és (34) egyenletekbdl a p, rugalmas
teherbirasra a
.2
o, sin 9

- L(H(3) - H(Z 35
Pe =Pyt 005191( (9)—-H(3)) (35)

eredményt tudjuk levezetni. A 2. fejezetben bemutatott szdmpélda esetében o, =200 MPa
folyasi hatarral szdmolva a
p, =105,453MPa

értéket nyerjik. Jelen feladatban a kapalaku test képlékeny allapotaban az elmozdulasok és
alakvaltozasok vizsgalata nélkiil is meghatarozhatok a fesziiltségek. A képlékeny egyensuly
e feladata statikailag hatarozott, a (22) egyensulyi egyenlet és a (34) folyasi feltétel alapjan

szamithatok a o, ¢s o, fesziltségek. Tovabba a Levy-Mises-féle anyagtorvény ertelmeé-

ben, jelen feladatra vonatkoztatva irhatd, hogy [9, 10]

de, =di(o, —0,), d6‘¢=d/1(0'¢,—0'0), (36)
de, =dA(o,-0,), dy,, =2da7,, (37
dy,, =2diz,, dy, =2diz,,. (38)
A (4), (5) egyenletekbdl az kovetkezik, hogy
de, =dy,,=dy,,=dy,, =0, (39)
vagyis
S (40)

képlékeny folyas esetén is igaz, mikor is d4 >0 [7-10].
A (22), (34) egyenlet megoldasabol tekintettel a (40) egyenletre, tovabba a o, fesziilt-
ségre vonatkozo peremfeltételre az alabbi eredményeket nyerjiik:

sin 4
o,($ =0, In|—|-p,, (41)
sin g,
in 9
c,(9) =0, (m :i‘zg +1j— Py (42)
1
sing| 1
oc(@P=0,|In +—|=p. 43
(&) y[ g 2} 12 (43)

Teljesen képlékeny allapot esetében a fenti képletek a teljes testre vonatkoznak
(& <9< ). Amennyiben a képlékeny tartomany eléri a 0¥, kupfeliileteit is akkor

sin 4

2

—P="D,- (44)

sin g,

0,(8,)=0,In
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Ez ut6bbi egyenlet ad lehetdséget a képlékeny teherbirds (p, = p, ) szamitéséra:

sin g,

p,=p,+0o,In . (45)

sin 9,
A 2. fejezetben hasznélt példa adatait és o, = 200MPa hasznalva azt kapjuk, hogy

p, =175,557MPa. (46)

Kovetkezokben részletesen foglalkozunk a rugalmas-képlékeny egyensuly esetével, mi-

kor is

Py <P <Py (47)

Ez esetben a test egy véges (kupfeliiletek altal hatarolt) tartomanya a képlékeny folyas

allapotaban van, mig komplementer részén az alakvaltozasok rugalmasak (4. abra). A ru-

galmas és képlékeny tartoméanyok hatarit a .9, szdg koordinata jeldli ki, értéke a p, fligg-

vénye, feltéve, hogy a terhelési folyamat sordn p, allando értékii. A képlékeny tartomany

pontjaita 4 <9< 9

\_, mig a rugalmas tartomany pontjaita 4, <4 <9 relaciokkal tudjuk

12 —

jellemezni.
z
D1 D >
el E
)
7 12
b2" 7/ s P2
0 P

4. dabra. A rugalmas és keplékeny tartomanyok szemléltetése.
A 8 <8<, tartomanyban a normal fesziiltségek képleteit a (41)-(43) egyenletek ad-
jak meg. Nyilvan a rugalmas tartomany pontjaiban (1912 <9< 92) a fesziiltségek képleteit

a (24), (25) és a (26) egyenletekbdl nyerjiik az alkalmasan megvalasztott K =K &
C =C" allandokkal:

09(,9):—K*(00528 +In tg£]+c*, (48)
sin” 4 2
.[ cosd 9 "
o (=K —Inltg—| [+ C , 49
/(9 (sinzé2 gZJ 49
. 9 .
c,($=-K In th +C. (50)

A (48), (49) egyenletekbdl szamolt o, ¢és o, a 9=, szogkoordinatanal kielégiti a (34)
Tresca-féle folyasi feltételt, vagyis
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2K cos 9,

=0, ShH

sin® &, !
tovabba a (48) képlet altal adott o, normalfesziiltség a 9 =9, helyen az eldirt —p, értéket
veszi fel, vagyis

C =—p, +K*( cos +ln‘tg%] : (52)
2

A o,=0,(9) normalfesziiltség folytonos a & <3<, intervallumon, ez utdébbibdl az
kovetkezik, hogy

lvin(}[oig (3, +¢)-0,(9, —8)]=O. (53)

Az (53) egyenlet részletes kifejtése, tekintettel az (51) és (52) egyenletekre az alabbi
alakra hozhato:

[z

Iyl PP (sa

G

2| sin® 9, |tg(6‘12 /2)| cos 9,

Az (54) egyenlet teszi lehetdvé adott, p, > p, és o, , valamint § és 9, eseténa o,

sin§
szdgkoordinata meghatarozasat feltéve, hogy a (47) egyenlétlenségi relacio fennall.

Végezetiil a teljes § <9<, tartominyra a felterhelésre vonatkozd normalfesziiltsé-
gek képleteit az alabbi egyenletekkel tudjuk megadni:

9
g "

1
[ cosd 9
h(lg—glz)[—K [COS +ln‘tg5

sin

o, (P =[h(F) - h($- 912)][@ In

sin
(55)

sin> 9

sin 4

sin g

J<}
-p +ay}+
)<
2

o, (D =[h(I)-h(I- ,9]2)]{03 In

(56)

tg—

)
m

(9 — 912){16 ( COS‘; —In

0,(9) = %[%(9) vo,9)]. (57)

Az (55), (56) egyenletekben /& = h(F) a Heviside-féle fiiggvényt jeloli. A felterheléskor

rugalmas-képlékeny alakvaltozasi allapotba kertilt lireges kipban maradé fesziiltségekkel
kell szamolnunk a terhelés levétele utan. [8-10]. A maradé fesziiltségek meghatarozasahoz
az (55)-(57) képletek altal adott fesziiltségekhez a (25) és (26) formulaknak megfeleld fe-
sziiltségeket kell hozzdadni. E képletekben az alkalmazott nyomasok eldjeleit ellenkezd
értelmiire kell valtoztatni. A leirt eljaras azzal indokolhat6, hogy a tehermentesitésre a line-
aris rugalmassagtan torvényei érvényesek [8-10].

Végezetill egy szampéldan szemléltetjilk a rugalmas-képlékeny egyenstlyi allapothoz
és a leterheléshez tartoz6 marado fesziiltségek gorbéit.

A numerikus példdban az alabbi adatokkal szamoltunk:
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200
g9, 0, [MPa]

100

-100

_200 1 i | i | i | i |
0.3 0.1 0.5 0.6 0.7 0.8
?[-]
5. abra. Felterheléshez tartozo fesziiltségek gorbéi.

100 T T T ! T T T T T

a3, 0y [MPa]

-100

-200 | i | i — | i 1 i |
0.3 0.1 0.5 0.6 0.7 0.8
9[-

6. abra. Marad¢ fesziiltségek gorbéi az els6 leterhelés utan.

Konnyen verifikalhato, hogy
pr =105,435MPa <160MPa <175,557MPa,
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vagyis els6 felterheléskor valoban az tireges kuip alaku test rugalmas-képlékeny egyensulya
valosul meg. Az 5. dbran a felterheléshez tartozd o, ¢és o, fesziltségek gorbéit adjuk

meg. A marado fesziiltségek gorbéit pedig a 6. abra szemlélteti. Mindkét esetre érvényes,
hogy o, =0, fesziiltség a megrajzolt fesziiltségek szamtani kozepe, igy ezek megrajzola-
satol eltekintiink.

4. Osszefoglalas

A tanulmény egy analitikus modszert ismertet az iireges idedlisan rugalmas-tokéletesen
képlékeny kup alaku testekben kiils6 és belsé nyomas hatdsara kialakuld fesziiltség allapot
szamitasara. Lényeges feltevés, hogy a Poisson-szam értéke 0,5. A rugalmas egyensulyhoz
tartozo fesziiltségek szamitdsanal dontd szerepet kap a kiindulaskor felvett elmozdulés
mezd. A képlékeny egyensuly feladata, amelyek célja a fesziiltségek szamitasa, pusztan a
Tresca-féle folyasi feltétel és az egyensulyi egyenlet felhasznaldsaval megoldhat6. Az is-
mertetett feladat megoldasa egy 0j hozzéjarulas a képlékenységi problémak numerikus
megoldasanak tesztelési lehetdséget biztositdo benchmark példakhoz.
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