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Osszefoglalds

A cikk heterogén anyagu sikgérbe rudak rezgéseit vizsgalja, feltéve, hogy a teher merev és
merdleges a kozépvonalra. Feltételezziik, hogy (a) a gorbiileti sugar dallando, (b) a
rugalmassagi modulus és a Poisson szam csak a keresztmetszeti koordinatik fiiggvénye.
Célkitiizeseink: (1) a vonatkozo Green-féle fiiggvenymatrixok eldallitisa csuklos
megtamasztasu rudra, amennyiben a rud terhelése sugariranyu koncentralt erd, (2) annak
tisztazasa, hogyan hat a terhelés a sajatfrekvenciakra, (3) olyan numerikus modell
kidolgozadsa, amely lehetove teszi a sajatfrekvencidk szamitasat a terhelés fiiggvényében. A
szamitadsi eredményeket grafikus formaban kivanjuk megjeleniteni.

Kulcsszavak: sikgorbe rud, heterogén anyag, sajdtfrekvencia a terhelés fiiggvényében,
Green-féle fliggvénymatrix

Abstract

This paper is concerned with the vibrations of heterogeneous curved beams under the
assumption that the load on the beam is a dead one which is perpendicular to the
centerline. It is assumed that (a) the radius of curvature is constant and (b) the Young
modulus and Poisson number depend on the cross sectional coordinates only. We have the
following objectives: (1) to determine the Green function matrices for pinned-pinned beams
provided that the beam is subjected to a radial load; (2) to clarify how the load affects the
natural frequencies if the beam is subjected to a radial force (a vertical force) at the crown
point; (3) to develop such a numerical model which makes it possible to determine how the
natural frequencies are related to the load. We shall present the computational results in a
graphical format.

Keywords: curved beam, heterogenous material, natural frequency as a function of the
load, Green function matrix

1. Bevezetés

Napjainkban igen gyakori a gorbiilt k6zépvonali rudak mérnoki alkalmazasa. Gondoljunk
példaul az ivelt kialakitast hidszerkezetekre, egyes tetdszerkezetekre vagy a repiilégépek
bizonyos merevséget noveld alkatrészeire. Az ilyen rudak mechanikai viselkedésével
kapcsolatos vizsgalatok mar a 19. szdzadban megkezdddtek — lasd pl. Love [1] kdnyvét.
Szamos dolgozat téméja a sikgorbe rudak szabadrezgéseinek vizsgalata. Ide sorolhatd,
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eredményeket Osszegezd jellege miatt Markus és Nanasi [2] cikke, valamint Chidampram
és Lessia [3] miive is. Erdemes tovabba megemliteni Szeidl [4] PhD értekezését is,
amelyben a szerzé a linearis elmélet keretein beliil azt vizsgalja, hogyan befolyasolja a
kozépvonal hosszvaltozasa az allanddé nagysagu, iranytartd megoszld erével terhelt
korivalaka sikgérbe rudak szabadrezgéseit és stabilitasat. A sajatkorfrekvenciak
meghatarozasara kiillonb6z6 numerikus modszerek segitségével kertilt sor. Ezek egyike a
vonatkozo peremérték feladatok Green-féle fiiggvénymatrixainak megkonstrualasan alapul.
Sajnalatosan ezen eredmények angol nyelvii publikalasara annak idején nem keriilt sor.
Lawther [5] cikke a terhelés frekvencidkra gyakorolt hatasara forditja a figyelmét. Véges
szabadsagfoku, tobbparaméteres sajatérték feladatok vizsgélatai alapjan arra a
kovetkeztetésre jut a szerzd, hogy az ilyen jellegli problémaknal a megoldas sajatértékre
vonatkozo részét egymassal kdlcsonhatasban allo gorbék irjak le a sajatértékek terében és
minden ilyen sajatérték feladatnak van vonatkozé sajatvektora is. Ha egy gorbe mentén
minden egyes ponthoz ugyanaz a sajatvektor tartozik, akkor az sziikségszeriien egy egyenes
vonal, de ha ez nem all fenn, akkor a kérdés sokkal bonyolultabba valik.

Lawther eredményeinek fényében felvetddik a kérdés, hogyan valtoznak a
sajatfrekvenciak, ha a gorbe rudat a koronapontban miik6d6 sugariranyi koncentralt erd
terheli. Vizsgalataink soran feltételezziik, hogy a rud anyaga heterogén, izotrop és
linedrisan rugalmas. A rugalmassagi modulus tetszélegesen valtozhat a rad sikjara
szimmetrikus €s allandonak tekintett keresztmetszet felett, de az eloszlas nem fiigghet az
(E-vel sulyozott) kozépvonal mentén mért koordinatatdl — azonos minden
keresztmetszetben. Megjegyezziik, hogy ez esetben keresztmetszeti heterogenitasrol van
sz6. E fogalom bevezetése pl. a [6] tanulmanyhoz kotddik.

A fenti rovid attekintés alapjan az alabbi célkitizéseket fogalmazzuk meg: (1) a
sugariranyu merev terhelés rezgésekre gyakorolt hatasanak figyelembevételére alkalmas
modell eléallitasa — ez egy sajatérték feladat, melynek megoldédsa természetesen fiigg a
peremfeltételektdl. (2) A sajatérték feladatot meghatarozo differencial-egyenletrendszer
(tovabbiakban DER) Green-féle fiiggvénymatrixanak megkonstrualasa két végén csukldval
megtamasztott gorbe rad esetén, mert ennek segitségével az eredeti sajatérték feladat
Fredholm-féle integralegyenletekkel (roviden IE) meghatarozott sajatérték feladatta
alakithato at. (3) Az utobbi sajatérték feladat véges szabadsagfok(i algebrai sajatérték
feladattal torténd helyettesitése és ennek a feladatnak megoldasa alkalmas numerikus
eljarassal. (4) Az eredmények részint grafikus, részint kozelitd polinomok segitségével
torténd megjelenitése, illetve eldallitasa.

A cikk szovege tiz szakaszra van tagolva. A 2. szakasz az alapvetd Osszefliggések
ismertetése. A Green-féle fliggvénymatrix definicidja utan attekintjik azt is a 3.
szakaszban, hogyan helyettesithetd egy homogén DER-rel kapcsolatos sajatérték feladat
egy homogén Fredholm-féle integralegyenletekkel kapcsolatos sajatérték feladattal. A
megoldasi algoritmusrél a 4. szakasz nyujt egy rovid oOsszefoglalast. A Green-féle
fliggvénymatrixokra vonatkoz6 szamitdsok az 5. szakaszban olvashatok. A kdzépvonal
menti fajlagos nyulds és a koronapontbeli erd kozott fennalld Osszefliggés 6. fejezetben
talalhato, amely a kritikus nytlas formuldjat is tartalmazza. A szamitasi eredményeket a 7.
szakasz ismerteti. A tanulmanyt az eredmények révid Osszegzése, kdszonetnyilvanitas és
végiil az irodalomjegyz¢k zarja le.
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2. Alapvet6 osszefiiggések

2.1. Megoszlo6 erorendszerrel terhelt rid alapegyenletei

Jelen szakaszban a [7] cikk alapjan foglaljuk 6ssze a legfontosabb Gsszefiiggéseket. Az 1.a.
abran a vizsgalt rad egy szakasza, valamint az alkalmazott gérbevonalt (& =s,7,4)
koordinata-rendszer lathato. Az 1.b. dbra egy csukloval megtamasztott és a koronapontban
nyomott rudat szemléltet. A Young modulus, amint arra fent ramutattunk, csak a
keresztmetszeti koordinatak fiiggvénye: E(n,{)=E(-n,¢).

o

1. abra. (a) A koordinadta rendszer  (b) Csuklos megtamasztasu rud

A &£=5s tengely egybeesik az ugynevezett (E-vel stlyozott) kdzépvonallal, amely a C
pontban dofi a kiragadott keresztmetszetet. A kozépvonal helyzete az (1), feltételi
egyenletbdl szarmaztathatd: Itt zérus kell legyen a keresztmetszet S, E-vel stilyozott stati-

S, =] Em$Eda=0,  4,=[E@.Od,  1,=[E@OSA (1)

kai nyomatéka az 7 tengelyre. A késobbiek kedvéért keriiltek bevezetésre az (1),3

mennyiségek, melyek rendre az E-vel stlyozott teriiletet, valamint az E-vel sulyozott
masodrendli nyomatékot értelmezik.

A tovabbiakban megkiilonboztetjiik a terhelés okozta és egyébként id6tdl fliggetlen

mechanikai mennyiségeket, azoktol, amelyek a rud rezgéseihez tartoznak. Utobbiak

valojaban az id6tol fiiggd ndvekmények és ezeket , also index-szel kiilonboztetjiik meg.

Legyen tovabba u,, w, és R rendre a rad kozépvonalanak érint6-, sugariranyt elmozdulasa
és a kozépvonal allandd nagysagi gorbiileti sugara. Az s ivkoordindta és a ¢
szogkoordinata kozott az s= R Osszefliggés érvényes. A kozépvonal tengelyiranyu
fajlagos nyulasa, valamint ugyanitt a szogelfordulas megadhatdé az wu, w,
elmozdulaskoordinatakkal:
du, w u, dw
g()g :_D+_0’ WU” :_0_ 2 * (2)
ds R R ds
A virtualis munka elv segitségével (itt terjedelmi okok miatt nem részletezett
atalakitasok eredményeképpen) a

dN 1| dM M d|dm M N
— 4= —=| N+— +f=0, —|—=| N+— -—+f£=0 (3
A R[ds ( R]wm,} f, ds{ds ( ijo,,} Vin=0 0

egyensulyi egyenleteket vezethetjik le az N riderd és az M hajlitdbnyomaték
vonatkozasaban. A megoszlo terhelés tangencialis és normal iranyu strliségeét f;, illetve f,
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jeloli.
A belsé erok és az alakvaltozasok kozotti kapesolat a Hooke tdrvénnyel adhaté meg [7]:
I, M M d’w, w, AR
N= RZ mgoé—Eerqgoé—?, M=—Iﬂi( 5 +FJ, ahol m= -1. 4)
en

Késobbi megfontolasokb6l vezessik be a nagy betlivel szedett dimenzidmentes
elmozduldsokat és egy, a derivaltak tdmorebb kifejezésére alkalmas irasmodot:

u=te =M (ym=%C) 10 (5)
R R do"

A (4) Hooke-torvény és a (2) kinematikai mennyiségek (3) egyensulyi egyenletekbe vald
helyettesitésével a

0 olu, “”+ -m 0 U, ‘2)+ 0 -m|[U, ‘”+ 0 0 ul R[f,
0 1|w 0 2-me, || W, m 0 ||w 0 1+m(l-¢,)|W,| 1,/

DER-re jutunk. Amennyiben elhanyagoljuk a nyulas egyensulyi helyzetre gyakorolt hatasat
(azaz élink az ¢, =0 egyszertisitéssel) akkor kapjuk, hogy

0 o[U, 1" [-m o[u,7” [o -m|[U,]” [o o JU,T R[/f
o 1w | o 2w " " A
§ § m 0 ||W 0 I+m|W,| 1,|/,
2.2 A novekményekre vonatkozé alapegyenlet

A nyulas és a szogelfordulas névekménye a (2) egyenletekhez hasonld

Upp d‘/vnh — duob +& (7)

gmb = go.fb + l//m]l//m]b > l//oi]b = ? - dS > 8o§b dS R

képletekkel szamithatd. Igazolhatdé az is, hogy a rader6 és a hajlitonyomaték
megvaltozasara a

d MY 1. M
&[Nb +?[j—z(]v+?jl//m]b +f;b :0,

d°M, N, d M M .
dszb _?b_$|:(N+?)l/joqb +[Nb +?bj!//on:|+.fnb :0

egyensulyi egyenletek érvényesek. Mivel a novekményekkel kapcsolatos folyamat
dinamikai jellegii (feltételezve, hogy az eredeti terhelés — jelen esetben a P, erd — maga

(®)

valtozatlan), az fy, és f, terhelésndvekmények tehetetlenség erdk, azaz

o’u
f;b = _paA atZOh > f;lb = _paA? 2 (9)

ahol 4 a keresztmetszet teriilete, p, pedig a keresztmetszet atlagos slirlisége. Ezen feliil a

2
a ‘/Voh

ndvekményekkel kapcsolatos Hooke-torvény

1, M d’w, w M, I,
Nb:RZ meugb—?b, Mb:_lerz[ dszb +R—zbj, Nb+?b:R_2]mgo§b (10)

alaku. A (7), (8) és (10) egyenletek egymasba torténd helyettesitésével a
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0 o][U, (‘”+ -m 0 U, (2)+ 0 -ml|[U, ‘”+
0o 1|W, 0 2-me, || W, m 0 ||W,

0 0 U,| R/
“{o Hm(l—gaé)}{m,,}_EL’J (11)

mozgasegyenletek adodnak. Vegyiik észre, hogy a formalis derivalasok soran linearizaltuk
a feladatot: (a) elhanyagoltuk a kvadratikus ¢,.¢,., tagot a (8), kifejezésben; (b) €ltiink az
Epep > (E,0,,)" € 1>, egyenlbtlenségek adta egyszertisitési lehetdségekkel (8),-
ben. Amennyiben feltételezziik, hogy harmonikus rezgéseket végez a rud, a

dimenziomentes U, és W,, elmozdulas amplitadokra nézve irhatjuk, hogy
A @ A 7@ A M
00 Uob —-m 0 Uob 0 -m Uub
. + . + . +
01 W 0 2-mz, W m 0 W,

0 O Uab _ Uob
" 0 1+m(1—ga§) Wab - Wob (2

ahol A=(p,ARa*)/ I ., aKkeresett sajatérték és o az ismeretlen sajatfrekvencia.
Terheletlen radra — tehat ha ¢,, =0 — visszakapjuk a vonatkozé rud szabadrezgéseit
leiré mozgasegyenleteket — vesd 0ssze a [8] cikkben kozolt (11) képlettel:

~ “) ~ (2) ~ (1) ~ ~
0 0||U -m 0| U 0 -m|U 0 0 ||U U

Aob + m th + m th + th :/1 Aub I (13)
o 1w, 0 2]w, m 0w, 0 m+ljw, W

A (12) (avagy (13)) DER-ek a vonatkoz6 homogén peremfeltételekkel egyiitt egy, a A -
ra vonatkozo sajatérték feladatot hataroznak meg. A (12) egyenlet atirhaté a

Cpy® L Py® L pyD L PyO — T {17 7
K[y(p).&,. |=Py?+Py? +Py" +Py® =4y 'y —[Uub Wvb} (14)

tomor alakba. Megjegyezziik, hogy az i-edik ( i=1,2,3,...) «, sajatfrekvencia az ¢,

nyulason keresztiil fiigg a koncentrdlt P., vagy ami lényegében ugyanaz, a

é’ >

dimenziomentes "P:F’;RZS/(ZIQ”) er6tol: ¢,

heterogenitds az m, 1, ¢és p, mennyiségeken keresztill jelenik meg a (12) egyenletben.

=¢,.(P). Azt is megemlitjiik, hogy a

3. A Green-féle fiiggvénymatrix értelmezése
4
Vegyiik észre, hogy elfajuld a (14) DER, mivel nem invertalhaté a P matrix. Tekintsiik a
4 v 3
K(y)=> P(@)y" (@ =r(p), Pp)=0 (15)
v=0

inhomogén DER-t (a jobb oldalt alkotd r(p) a kdzépvonalon megoszlo terhelésnek felel
meg), valamint a csuklos megtamasztas esetén érvényes
Uy (=9 =0, (D =W,,(~9) = W,, () = W) (~9) =W (9) =0 (16)

ob
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homogén peremfeltételek altal meghatarozott peremértékfeladatot. A K(y) =0 homogén

DER megoldasa fligg az ¢,. nyllas el8jelétdl, vagyis a terheld erd iranyatol. Legyen

¥ ={1-me, has, <O} (me, ~1has, >0 ms, >1). (17)
A homogén egyenletnek
4
=[>Y, c|e (18)
Y |:,'21:(2x2) (2><2):|(2X1)

alakt a megoldasa, ahol
v _|:C(.)S(D O} v, _{—sinqp 0} Y. _{ co.s;m) M(0i|’ Y, _{—sin;ﬂp 1} 19
sinp 0 cosp O ysinyp -1 ycosyp O
ha g,. <0.Konnyen ellenrizhetd, hogy Y, és Y, megvaltozik, ha ¢,. >0 és me,, >1:
v :{ cosh y¢ /\/l(p} v :{—sinh;(go 1}
ysinhyp -1 [ ycoshyp 0]
A (18) alatti megoldasban tetszéleges 4llandé a C; matrix és ugyancsak tetsz6leges allando
az € oszlopmatrix. Emellett M=(m+1)/[m(1+¢,,)].
A (15), (16) peremérték feladat megoldasat az

Y(@)=[ Gl rwdy, Glo.w)= {

(20)

G, (o,y) Glz((”s'//):| @1

G(py) Gyu(p:p)
alakban keressiik, ahol a G(p,) Green-féle fliggvénymatrixot az alabbi tulajdonsagok
hatarozzak meg [4]:
1. A Green-féle fliggvénymatrix folytonos fiiggvénye ¢ -nek ¢és iy -nek a
—9<p<y <9 és -9y <p<9 haromszog tartomanyokon. A
(G (@) G (2.) [Goi(9.9). Gy (@.9)] (22)
fiiggvények (2-szer) [4-szer] differencialhatok ¢ szerint. Maguk a
TE@W) _goipy) v=1,2,29@Y) Gy u=1,..4i-12(23)
ox” ox*
derivaltak pedig folytonos fiiggvényei ¢ -nek és y -nek.
2. Legyen ¢ a [-9,9] tartomanyban. Annak ellenére, hogy a

Gilpy), GYlow), GY(py) (v=123), GJ(oy) (v=12) (24
fliggvények és derivaltak folytonosak @ =y esetén, a G (o) és G (p,w)
derivaltaknak ugyanitt véges szakadasa van:

1
lim| G (p+0,0) =G (p=0.0) | =1/ Pu(p),

4
lim| G, (p+0.0) =G5 (p=0,0) | =1/ P(9). (25)

3. Legyen a egy tetszdleges allando vektor. Rogzitett y €[—9, 9] mellett a G(p,y)a
vektor, mint ¢ (@=z#y) figgvénye ki kell elégitse a homogén
differencidlegyenletet:
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K[G(p.»)a]=0.
4. A G(p,y)a vektor, mint ¢ fiiggvénye koteles teljesiteni a (16) peremfeltételeket.

Igazolhat6 a Green-féle fliggvénymatrix egzisztenciaja, ami ha fennall, akkor a (21) vektor
kielégiti a (15) DER-t és a vonatkoz6 peremfeltételeket.
Tekintsiik a

K[y]= Ay (26)
DER-t, ahol KJ[y]-t a (14) képlet értelmezi, a A pedig egy skalarparaméter. A (26) DER,

valamint a homogén linedris (16) peremfeltételek egy, a A paraméterre, mint sajatértékre
vonatkoz6 sajatérték feladatot hataroznak meg.
Az U =[u|u,] é V' =[v/|v,] vektorok komparativ vektorok, ha kiilsnboznek

zérustol, kielégitik a (16) peremfeltételeket és kelld rendben folytonosan derivalhatok.
Onadjungalt a (26), (16) sajatérték feladat, ha kommutativ az (u,V), = fguTKVd(p szorzat,
vagyis ha a komparativ vektorokra nézve teljesiil az (u,V), =(V,U), relacio. Pozitiv
definit a sajatérték feladat, ha emellett az (U,u), >0 egyenldtlenség is fennall tetsz6leges

u mellett. Ha onadjungalt a (26), (16) sajatérték feladat, akkor keresztszimmetrikus a
Green-féle fiiggvénymatrix: G(o,w) =G’ (v,,) .

4. A sajatérték feladat numerikus megoldasa

Helyettesitsiink Ay -t a megoldast ado (21) képletben r helyére. Az

Y(@) = 1] Glp.w)y@)dy 27)

eredmény egy homogén Fredholm tipusu integralegyenlet rendszer (tovabbiakban IER). A
fenti IER numerikus megolddsara a numerikus integralasi eljarasok segitségével nyilik
lehet6ség [9]. Tekintsiik a

I@=] gwdv=wew) v, <[-9.9] (28)

integral formulat, ahol a /(@) vektor és a w; sulyok ismertek. Az integral formula

alkalmazasaval a
D wG(o.w,)Yw,)=KJ(p) K=1/4 (29)
j=0

egyenletet kapjuk a (27) IE-b6l. Az utobbi egyenlet megoldasaval adodnak a A=1/&
kozelito sajatértékek és a hozzajuk tartozd Y(@) kozelitd sajatfiiggvények. Az eljaras a
kovetkezd: ha a fenti egyenletben ¢ helyére rendre y, (i =0,1,2,...,n) -et frunk, akkor a

SwGW.w W)=/  F=U/Z  y.p,e[-9.9] i=l...n, (30)
=0

vagy ami ugyanaz a
GDY =&Y

alaka homogén, linedris egyenletrendszerre jutunk, ahol
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D =diag(wp,---sWy | ---|W,,..,w,), a G=G(y,,y;) szimmetrikus, ha a probléma

n
1 !

onadjungalt és )’ =V W)V Ww)]...|¥ (w,)]. A (30) algebrai sajatérték feladat
megoldasa utan megkapjuk a /i,‘ kozelité sajatértékeket és ) sajatvektorokat, mig a

vonatkozo sajatfiiggvények a sajatértékek €s sajatvektorok (29)-be torténd helyettesitésével
adodnak:

V(@) =42 WGy )y, (v) r=0L2..n. GD
j=0

Osszuk fel a [—3,3] intervallumot egyforma hossziusagu részintervallumokra és

alkalmazzuk az integral formulat minden egyes részintervallumra. Megismételve a (31)-re
vezetd gondolatmenetet kdnnyen beldthatod, hogy az igy kapott algebrai sajatérték feladat
azonos szerkezetli, mint (31).

Az is lehetséges, hogy a (27) IE-et ugy kezeljiik, mint egy peremintegral egyenletet és
izoparametrikus kozelitést alkalmazzunk a részintervallumok felett. Ez esetben az e-edik
elem felett

Y=N,@Yy,+N,(y,+N; )y, (32)
a sajatfiiggvények kozelitése (az e-edik részintervallumot az 7 e[-1,1] tartomanyra
képezziik le és az utobbit £, -vel jeloljiik a tovabbiakban.) Kvadratikus approximaciod
esetén N, =diag(N,), N, =0.5n7(n—1), N, =1-1°, N, =0.5n(n+1), az f/, (i=1,2,3)
pedig az y sajatfliggvény a részintervallum kezdd, kdzépso €s végpontjaban vett értékeit
jeloli - ezek az ismeretlenek. A (32) kozelitést helyettesitve a (27) IE-be az

7
9(0) = X[, GxmIN, () [N, (1) | N, ()l . (33)
7

oOsszefiiggést kapjuk, ahol n,, az elemek (részintervallumok) szdma. A (33) egyenlettdl

megismételve a (31)-re vezetd gondolatmenetet, ismét egy algebrai sajatérték feladatot
kapunk.

5. A Green-féle fiiggvénymatrix szamitasa

5.1. Bevezeto megjegyzések

A 3. szakaszban részletezett definicié alapjan tekintjiik at ebben a szakaszban a Green-féle
fliggvénymatrix meghatarozasat. Tételezziik fel, hogy a Green-féle fiiggvénymatrix

4
G(p.p) =2V, (@[ A,¥)£B, )] (34)
(2x2) s
alaki — ezzel a valasztidssal teljesil a 3. alatti tulajdonsag — ahol (a) az elGjel
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[pozitiv](negativ), ha [p<yl(¢=wy); (b) az A, ¢é B, matrixok pedig az alabbi

szerkezetiiek:
4 4 Bu B
11 12 11 12 . )
A=l A AL B =T P8, BL] mlead G9)
An Axn By B»

(c) a B, egyiitthatok fiiggetlenck a peremfeltételektdl. Mivel (ahogyan az mar a 3.
szakaszban is szerepelt) az Y; ¢s Y, matrixok eltéréek ha ¢,. >0 (negativa F.) és ha

&,. >0,me,. >1 (pozitiv a P,), ezért ezt a két esetet kiilon-kiilon kell attekinteni.

5.2. A Green-féle fiiggvénymatrix, ha ¢,. <0

Az egyszertibb irasmod kedvéért vezessiik be az

1 2 3 3 4 4
a:Bli,b:Bli,C:Bl[,d:BZi,e:Bli,f:BZ[
1 2 1 2
jeloléseket. Nem nehéz belatni tovabba, hogy Ba=Ba=Bn=B»=0. Az a,..f
ismeretlenekre vonatkozo egyenletrendszer a Green-féle fiiggvénymatrix 1. és 2. alatti
tulajdonsagainak (folytonossagi és szakadasi feltételek) felhasznalasaval adodik. Valoban,
ha ¢ =y a(22)-(25) képletek alapjan i = 1 esetén irhatjuk, hogy

[ cosy —siny cos(yy) My —sin(yy) 1][a] 0]
. . 0
siny  cosy zsin(yy) -1 ycos(yy) 0] b
—siny —cosy  —ysin(yy) M —ycos(yy) 0| c|_ 1
. 2 2 . =|2m s (36)
cosy —siny  y’cos(yy) 0 —x’sin(yy) 0| d 0
—siny  —cosy -z’ sin(yy) 0 —x'cos(xyw) Ofl e 0
| —cosy  siny —x"cos(yy) 0 x'sin(yy) 0| f 0|
ahonnan )
! b siny 2 Ve cosy
= Bu= : b=Bi = :
a 11 (1—;(2)(1—./\/1)11’! 7 11 (1—){2)(1—/\4)7’” 2
3 Ve sin yy 3 1
=B =— , d=B - , 37
T =AM 2y S 20-M)m 7
4 1 cos yy 4 1 v
— B = R L VI
¢ ! Z(l—;(z)(l—M)m 2 J = Bu 27 m(1-M)

Ha i = 2, akkor pedig
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[ cosy —siny cos(xy) My —sin(zy) 1][a] 0
siny  cosy xsin(yy) -1 ycos(xy) 0| b 0
—siny —cosy  —ysin(yy) M —ycos(yy) 0] ¢ 0
. 5 ) . =10 (38)
cosy —siny  y’cos(yy) 0 —x’sin(yy) 0| d
—siny  —cosy -z’ sin(yy) 0 —x'cos(xy) Ofl e 0
| —cosy siny —x"cos(yy) 0 x'sin(yy) O] 1] —%
a megoldand6 egyenletrendszer, a megoldasok pedig -

! 1 cosy 2 1 siny 3 1 cosyw
—Bn=- Y _ pop,- W . _p,- - SV
() B R (A e (39)
3 41 sinpy I
d =B»=0, 6—312—5(1 ZZ)ZZ, f—Bzz—2 3

Az A ; allandok kozul

1 2 3 3 4 4
Ai(W), (W), Ai(W), A (), Au(w), Au(y)  i=12;  ye[-9,9]
1 2 1 2
az ismeretlenek (mivel A2 = Az = A» = A» =01!). A 4. tulajdonsag szerint teljesiilne kell

(16) peremfeltételeknek. Innen a

1
A

[ cos9  sing cos(y9) -M9 sin(79) 1] -
cos9 —sin 4 cos(y9) MY —sin(z9) 1 134“
—sind  cosd —ysin(y9) -1 ycos(x9) Of 4u | _
sind  cosd  ysin(y9) -1 ycos(x9) 0] 3
Aai
sind —cosd  y’sin(y9) 0 —x'cos(x9) Of ,
—sind —cosd —y’sin(y9) 0 -z cos(x9) 0 A
- | o4
A»i

[ —acos $-bsin$—ccos(x3)+dMI-esin(x9)-f
acos 3—bsin 9+ccos(yd)+dM3I—esin(x3)+ f
asinS—bcosS+c;(sin(;(3)+d—e;(cos(;(S)

= . . . (40)
asin9+bcos3+cysin(y3)—d+eycos(y9)
—asin$+bcosG—cy’ sin(;(8)+e;(3 cos(;(S)

| —asing—bcosI—cy’sin(yd) ey’ cos(z9) |
egyenletrendszer kovetkezik. Legyen
G, =(1-7)sind, G, =x(1-7")sin 29, an

D,

1

, =cos3sin y3— sinScos;(S—M;(S(l—gz)cosgcos;(g

két alkalmas alland6. Ezekkel a megoldéasok:
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Lo
A =—|b(1- 5" )cos3+dy* |,
C|1|: ( ) :|
/Zflu :DL[af cosScos;(Sfa;(S(l7;(2)Msingcos;(SJrasinSsin;(.9+c;(3 +;(3fcos;(.9J s
11
;111 :—Ci(d—e)((l—xz)cos;(él), ;lzi =—,Di(l—;(2))((acos;(19+ccos.9+fcos$cos;g§),
12 11
4
Aii =—DL(a+c(l—ZZ)MZBCOSSSinZ.9+c(;(3 sinSsin;(3+cos300s13)+fcosl9),
11
4 1
Aoi =~ by(1-x°)sin y—dM Gy (1— y*)sinsin y$+d y° cos Isin y 3 —
2 Clzsing( ;(( V4 )sm;( ;(( V4 )sm sin y 7~ cosIsin y

—dsin9cos y§+eysing—ey’ sin.9).
5.3. A Green-féle fiiggvénymatrix, ha ¢,, >0 és ms,, >1

1 4
A Bu,...,By allandokat ugyanugy kell szamolni, mint az el6z6 esetben, de most a (20)
képlet adja B, és B, értékét. Ha i = 1 kapjuk hogy

[ cosy —siny cosh(yy) My sinh(zy) 1|[a] 0
siny  cosy  —ysinh(yy) -1 —gcosh(yy) 0} b 0
—siny —cosy gsinh(yy) M ycosh(yy) 0]l c n
. ) ) . =|2m (42)
cosy —siny —y°cosh(yy) 0 —x’sinh(yy) 0} d 0
—siny  —cosy —x’sinh(yy) 0 —x'cosh(yy) 0} e 0
| —cosy  siny —z" cosh(yy) 0 —x'sinh(zy) O 1] 0
ahonnan
| 7 siny 2 Ve cosy
—Bn=- , b =Bi= ,
T A M 2 e 2) - My 2
3 1 sinh yy 3 1
=B =— ,d =By=——-—-——, 43
¢ ! ;((1+;(2)(1—M)m 2 B 2(1-M)m )
4 1 cosh yy 4 1
= Bu= , —Bn=——— M
¢ ! Z(l+;(2)(l—/\/l)m 2 4 B 2(1-M)m 4

a keresett megoldas. Hai=2
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[ cosy —siny cosh(yy) My sinh(zy) 1|[a] 0
siny  cosy  —gsinh(yy) -1 —ycosh(yy) 0} b 0
—siny  —cosy gsinh(yy) M ycosh(yy) 0| c| 0
cosy —siny —y°cosh(yy) 0 —x’sinh(yy) 0} d -0 “9)
—siny  —cosy  —x’sinh(yy) 0 —x'cosh(yy) 0} e 0
| —cosy  siny —z" cosh(yy) 0 —x'sinh(zy) O f] —%
a megoldand6 egyenletrendszer. A megoldasok pedig
L1 cosy 21 siny 2 1 coshyy
a 1 *E(l_{_lz) 312*—5(1_{_;{2), c 312*5(1_{_12);{2
3 4 1 sinhyy 8 1 “5)
d =B»n=0, e Blz——zl2(l+lz), f =B»n 2,
Az A, matrixok elemei a (16) peremfeltételek felhasznalasaval adodd
_ _ 1141i
cosd  sind cosh(z9) -M39 —sinh(x9) 1| 2
cos§ —sin 4 cosh(z9) MY sinh(79) 1 Ij”
—sind  cosd  ysinh(z9) -1 —ycosh(x9) O Au|
sind  cosd —ysinh(x9) -1 —ycosh(z9) 0 13421_ B
sing —cos$  y’sinh(x9) 0 -z’ cosh(gx9) 0f ,
| —sind —cosd -y’ sinh(x9) 0 —x cosh(x9) 0 Au
_:;21'_
_—acosg—bsinﬂ—ccosh(19)+dMS—i—esinh(;(S)—f_
acos 3—bsind+ccosh(y3)+dMI+esinh(y9)+ f
_ asing—bcosg—cgsinh(18)+d+e;(cosh(;(l9) (46)
asin 9+bcosI—cysinh(y9)—d —eycosh(y9) '
—asin9+bcos$—cy’ sinh(19)+ ey’ cosh(;g&)
| —asind—bcosI—cy’sinh(y9)—ey’cosh(z9) |
egyenletrendszer megoldasai. A
G, =(1+7")sing, G, = y(1+ 1 )sinh z9 W

D, = —cos $sinh y3— 1 sinScosh;(19+M19;((1+;(2)cosgcosh;(S

allandok bevezetésével
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1]411- =é[l)(l+;{2)cos9—d}(2}
12411- = DL[W(S cosgcosh;(3+a.9;((l+;(2)Msin&coshz&—
11
—asin$sinh y$+cy’ + 1’ cosh;g@],
A= (d +ex(1+ 47 )cosh 29
I fc—( +e;(( +y )cos 7 ),

12

;125 = Di(l+;(2)(acosh;(9+ccosL9+fcos Jcosh y9),

11

;11,- = —DL[a—c(l+;(2)M;(1900519sinh;(l9+

11
(48)
+ c(;(3 sin $sinh y8+ cos$cosh ;(19)+ f cos SJ R

4
Az =~

" l9(b;((l+;(2)sinh;(&’—cz’./\/lS;((1+;(Z)Sinlgsinh;@g—
., sin

-dy’ cosSsinh;(l9+dsinl900sh;(l9+e;((l+;(2)sinS)

a megoldasok alakja.
6. Az ¢, =¢,.(P) fiiggvény. A fajlagos nyulas kritikus értéke

6.1. Fajlagos nytlas az erd fiiggvényében

A kés6bbiek miatt ismerniink kell a kdzépvonalon mért fajlagos nyulas és a terheld erd
kozotti kapcsolatot. Megjegyezziik, hogy a jelen tanulmanyban megmaradunk a linearis
elmélet keretei kozott. A keresett Osszefliggés ez esetben a (6) DER megoldasat igényli, ha
fi=/=0. A [-9,0) és (0,9] intervallumokra vonatkozé megoldasokat azonban illeszteni

kell —az &, fajlagos nyilas azonban lland6 és ugyanaz mindkét intervallum felett. Az

U

o

=W, |i =M |i o = 0 peremfeltételek, valaminta ¢ =0 helyre vonatkozo

0 lp=—0 - UO o=+0 " W; o=—0 - VVO o=+0 " ‘//0’7 @=—0 - l//w? 9=+0 >
(49)
N _, =N|_.,. M _ =M_,. vyl p
@=—0 P=+0 @=—0 @=+0 ds 0 ds 0 4

kontinuitasi és diszkontinuitasi feltételek felhasznalasdval — a részleteket illetéen a [10]
MSc diplomatervre utalunk — kapjuk, hogy

P cosS[Stan9+2(c058—l):| » P.p}9 (50)
8 = b = 2
o 9 2(m+1)19c05219+19m—3msin1900$19 21

ern

ahol P a dimenziémentes er6 —ha P [negativ] (pozitiv), akkor ¢, is [negativ] (pozitiv).
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6.2. A fajlagos nyulas Kritikus értéke

Ha noéveljik | P, értékét (P <0), akkor eldbb, vagy utobb elveszti a rid a stabilitasat.
Tegyiikk fel, hogy a stabiltdsvesztéshez tartozd (sugariranyu) [érintdiranyu]
elmozdulasndvekmény (paratlan)[paros] fliggvénye a ¢ -nek. Ez esetben a kritikus fajlagos
nyulas szamitasa a y -re, mint sajatértékre vonatkozo és a
Kly(p).e.|=0. 1 =1-ms, (51)
DER, valamint az
Uobli& - VVabLS - VVO(:) 9 =0 (52)
homogén peremfeltételek altal meghatarozott sajatérték feladat megoldasat igényli.
Figyelembe véve, hogy a megoldasok
W, =-A4,—A,cosp+A,sing— yA;cos yp+ yA;sin yp,
U, =A+AMep+4sinp+ A, cosp+ A sin yp+ A, cos yo

+

(53)
alaktak az 4, (i = 1,2,...,6) integracios allandok szamitdsara a peremfeltételek alapjan

felirt homogén linearis ER-nek csak akkor van trivialistol kiilonb6zé megoldasa, ha zérus a
determinansa. Ebbdl a feltételbdl kapjuk (a részleteket ismét elhagyva), hogy y%=r.

o = (1) —%ng —1} (54)

a kritikus fajlagos nyulas értéke.

Kovetkezésképp

7. Szamitasi eredmények

Fortran90 nyelven program késziilt a Fredholm IER-rel meghatarozott sajatérték feladat
megoldasara. Az igy kapott numerikus eredményeket ugyanazon rid szabadrezgéseinek
sjatfrekvenciaival hasonlitjuk 6ssze — utobbiakkal kapcsolatos eredményeket illetden ismét
a [10] munkara utalunk.

al 2
] yanaa 18
1.6
14

1.2 Eredmenyek P < 0

Kézelité polinom P; < 0

1 "11_* *  Eredmények P, >0

0.8 ““--l.,_-_h —— Kozelit6 polinom P: > 0
‘....!..._
0.6 = -
0.4 = .
- -

02 -,

0 .""-I.,__- €oz

0 0.1 02 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 09 1 Eot cri
2. abra. Szamitasi eredmények csuklos rudra
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A 2 2 4 r ’ .
A 2. dbra az a; / &, hanyadost abrazolja az ¢, /¢

o&ecrit

hanyados, mint fliggetlen

valtoz6 fiiggvényében két végén csukloval megtamasztott radra és mindkét terhelési esetre.
Tegyiik fel, hogy $€[0,2;1,5] és m>10000]. A szamitasi eredmények szerint ilyenkor

figgetlen az o /c;,,, hényados értéke az m paramétertdl és linearis a vonatkozd
fiiggvénykapcsolat. Az

af Er & ¢
> =1.00046-1.00038 —— ~1——=—, P <0
al szabad ga/,‘ crit gof crit ( 5 5)
2 £ E,
G Z1.00066+0.999915—% ~1+—%_ P >0

2 ¢
al szabad 805 crit gof crit

egyenesek gyakorlatilag pontosan illeszkednek az eredményiil kapott pontsorra.

8. Osszefoglalas

A bevezetésben megfogalmazott célkitiizéseinkkel Osszhangban keresztmetszeti
inhomogenitast sikgorbe rudak rezgéseit vizsgaltuk feltéve, hogy a rudat a koronapontban
miikddo koncentralt erd terheli.
* Levezettik azt a peremérték feladatot, melynek segitségével tisztazhatd, hogyan
fiiggenek a rezgések sajatfrekvenciai a terheld erdtol.
*  Megkonstrualtuk a csukloval megtamasztott rud Green-féle fliggvénymatrixait
pozitiv és negativ terhelés esetére egyarant.
* A Green-féle fliggvénymatrix-szal a sajatfrekvencidk meghatarozasara iranyuld
sajatérték feladatot Fredholm IER-rel leirhat sajatérték feladatra vezettiik vissza.
* Ezt a sajatérték feladatot numerikusan megoldottuk. A szamitasi eredmények szerint
az els6 sajatfrekvencidk négyzete linedrisan fiigg a kdzépvonal fajlagos nyulasatol.
Az ¢, =¢,(P) fliggvény ismeretében kiszamithato, hogy adott terheléshez

mekkora fajlagos nylas tartozik €s utana szamithatd a vonatkozo sajatfrekvencia is.
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