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Osszefoglalds

A tanulmany tobb rétegii, részlegesen kapcsolt rugalmas anyagu kompozit rudak statikai
feladatainak megoldasaval foglalkozik. A kidolgozott modszer szabadon felfekvo rudakra
vonatkozik, vagyis a szélsé keresztmetszetek elforduldsat semmi sem gatolja, de a
kézépvonalra merdlegesen a szélso keresztmetszetek elmozduldsa nem lehetséges (simply
supported beam). A rudkomponensek kapcsolata normal iranyban tékéletes, de axidlis
iranyban, a terhelésre merdlegesen az egyes rétegek érintkezésénél szakaddas lehetséges. A
rétegek relativ elcsuszdsat a csuszas mertékétdl fiiggo, axialis iranyu nyiroerd (kapcsolati
nyiroeré) gatolja. A kapcsolati nyiroeré aranyos a rétegek relativ elcsuszasaval. A
tanulmany két példan szemlélteti a kidolgozott modszert. Mindkét példaban harom rétegii
rudat vizsgalunk.

Kulcsszavak: tobbrétegii kompozit rud, részlegesen kapcsolt, szabadon felfekvé

Abstract

This paper deals with the solution of some statics problems concerning multi-layered
beams with imperfect shear connections. The connections between the beam components in
normal direction are perfect but the axial displacements on the common boundary surfaces
of the layers may have jump. The slip is impeded by contact shear force acting in axial
direction. The contact shear force is proportional to the interlayer slip. Two examples
illustrate the application of the presented method. Both examples are related to three-layer
beams.

Keywords: composite multilayer beam, imperfect shear connection, simply supported

1. Bevezetés

Rétegezett szerkezetli rugalmas kompozit rudakbol felépitett szerkezeti elemeket az ipar
szamos teriiletén hasznalnak, emiatt igen fontos mérndki feladat azok mechanikai
vizsgélata. A rudat alkoté rétegek egymashoz torténd kapcsolasara kiilonb6zo kapcsold
elemeket hasznalnak, mint példaul csavarokat, szegecseket, csapokat. Sok esetben az
emlitett kapcsold elemek megengedik az altaluk Osszekapcsolt rétegek egymashoz
viszonyitott kis mértékli elcsuszasat. Rugalmas kapcsolatot feltételezve az tigynevezett
kapcsolati nyirderd ardnyos a relativ elcsuszassal. Linedrisan rugalmas részlegesen kapcsolt
kétrétegl rudak statikai és dinamikai problémaival szdmos tanulmany foglalkozik [1-9]. E
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tanulmany tobbrétegli részlegesen kapcsolt, szabadon felfekvé kompozit rudak statikai
feladatainak megolddsara alkalmas moddszert ismertet. Feltevés szerint minden
radkomponens koveti az Euler-Bernoulli rudelmélet eldirasait, tovabba a terhelés iranyaban
az érintkez0 rétegek kapcsolata tokéletes, szakadas csak a tengelyiranyu elmozdulasokban
lehetséges. A tobbrétegli rugalmas anyagu kompozit rudat és terhelését az 1. abra
szemlélteti. Az yz sik a rud szimmetriasikja, amely egyben az alkalmazott terheléseket és

megtamasztasi kényszereket is tartalmazza. Jelolje B, az i jelli radkomponenst, melynek
keresztmetszete A, és anyagdnak rugalmassigi modulusa E,. Nyilvan B, = 4, x[O,L]. A
feladat egyenleteinek felirdsahoz az Oxyz koordinatarendszert hasznaltuk, ahol z a rud
tengelyét jeloli, ennek kovetkeztében a radkeresztmetszetek sikjai az xy sikkal

parhuzamosak. A z tengely tetszéleges helyzetii, ennek megfeleléen az O pont a balszélsé
keresztmetszeti sik tetszOleges pontja lehet. Feltevés szerint a B, ridkomponensek

mindegyike koveti az Euler-Bernoulli ridelméletben megfogalmazott kovetelményeket
[10, 11]. Az Oxyz koordinatarendszerben a tobbrétegli rid elmozdulas mezeje az alabbi

alakban adhat6 meg:

u(x, y,z) =u(x, y,z)e, +v(x,y,z)e, + wm(x, y,z)e,, (1)

ahol
u=0, v=w(z), (x,y,z)eB, 2)
W) =@y, (e, @)
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1. abra. Rétegezett felépitésii részlegesen kapcsolt kompozit rud.
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A linearis rugalmassagtan geometriai egyenletének az alkalmazasaval azt kapjuk, hogy [10]

£, =6,=Vy=0.=7,.=0, “4)
dw, d*v

& =—-y—, (x,y,z)eB,. 5

S (x,¥,2) (5)

Az g, fajlagos nyulashoz tartozo o, normdl fesziiltségre a

2
(%_y%ja (xayaz)EBi (6)

eredmény adodik a Hooke-torvény alapjan. Az 4, ridkeresztmetszet igénybevétele hiizas-

nyomas ¢s hajlitas, igy az N, raderd és M, hajlito nyomaték értéke az alabbi

dw, d*v
N,=|o,dd=EA, —-c,— |, 7
] (dz ,dzz] ™
dw, d’v
M, =|yo.dAd=FE Ac,——EI, —. 8
i ;[y z 1"47 i dZ i Idzz ( )
A fenti egyenletekben

— l _ 2

c,_ZAjydA, 1,_JydA 9)

A rudra csak y iranyu terhelés miikodik, ennek megfeleléen a teljes A=U4
rudkeresztmetszetet terheld raderd zérus, azaz

dw. d*v
N=SN=NEA4——-0—=0, 10
Z , Z A 05 (10)
ahol
0=>EAc,. (11)

A teljes 4 radkeresztmetszeten miikodo hajlitobnyomaték értéke

dw,

M= ZM ZE4 ——Idzz, (12)
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ahol
I=YEI. (13)

A teljes keresztmetszetet terheld nyirderdt V jeldli. Ismeretes, hogy [10, 11]

M
v="r (14)

A 2. abra szemlélteti a pozitiv eldjelii hajlitd és nyird igénybevételt. A (12) és (13)
egyenletekbdl az kovetkezik, hogy

2 3
V=ZEI.AI.C,%—1%. (15)

7
AN

2. dbra. Porzitiv eldjelii igénybevételek.

Az egyes rétegek nem tokéletes kapcsolodasat a szlip jellemzi. Jeldlje az A4, és 4,
keresztmetszetek kozos hatarvonalat a, (3. abra), és legyen b, =a;x(0,L). Az i és i+1

jelii egymassal kapcsolodoé rudelemhez rendelt szlip elmozdulés (s) és kapcsolati nyir6 erd
(T) az alabbi modon adhat6é meg (3. abra) [2, 4, 7]:

s.(2) =w(2)—w,,(2), (16)
T(z) =—ks,(2) =k, (W, (2) =W, (2)). (17)

A (16) egyenlet felirasanal felhasznaltuk a (3) egyenletet, tovabba a (17) egyenletben
szerepld k, allando a nem tokéletes kapcsolat nyirdsi merevségét jeloli.
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)
[aa] "\

o

RVKS'

3. d@bra. A szlip értelmezése.

2. A statikai feladathoz kapcsolodé  Keriiletérték feladat
megfogalmazasa

Az i jeli réteg egyensulyabol kovetkezik a rétegre miikodo axialis erdk Osszegének
eltlinése, amely az alabbi egyenlettel irhato le:

%+ki—l(‘4}i—l_‘4}i)+ki(m+l_M)i):() (i=12,..n) (18)

ky=k,=0. (19)
A fenti egyenlet részletesen kifejtve a kdvetkez6 alakba irhato:

d’w, d’
AiEi dZv:l _AiEici g‘;_'_ki—lvvi—l _(ki—l +ki)Wi +kiwi+1

=0, (i=L2..n). (20)

A (20) egyenletrendszer n egyenlete n+1 darab ismeretlen fliiggvényt tartalmaz. E
fiiggvények w, =w,(z) (i=1,2,..,n), v=v(z). A hidnyz6 egyenletet a (15) képlet adja,
amelyben V' =V (z) fiiggvényt adottnak tekintjiik. Tekintettel arra, hogy a tarté szabadon
felfekvo, egyszerli statikai szamitassal az alkalmazott terhelések ismeretében V =V(z)
meghatarozhat6. Legyen

C =(4E AE, .. AE, 0) 1)

el6irassal definialt diagonal matrix. A C, kodiagonalis matrixot az alabbi képlet értelmezi
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_kl kl
ko —(k +k) 0
0 k —(k,+k) .. 0
C,= : (ko + k) (22)
knfl _kn—] 0
| 0 0 0 .. 0 0 0]

A C; matrix utolso sora és oszlopa tartalmaz csak zérustol kiilonb6zé elemeket:

0 0 0 -, A E, 1
0 0 0 -, 4A,E,
C, - 23)
0 0 0 0 —,AE,
_c]AlEl o ALE, cAE, ... cAE, -1 ]

A (21-23) képletekkel definialt matrixok felhasznalasaval a (15) és (20) egyenletek az
alabbi matrix differencial-egyenletbe tomorithetdek:

d’X

(C,+C,)—5+C,X=Y, (24)
dz
ahol
dv
XT=I:W1 W, ..ow, E} (25)
Yi=[0 0 .. 0 V] (26)

Megjegyzendd, hogy a tobbrétegli nem tokéletes nyirasi kapesolattal rendelkezé kompozit
rad szabadon felfekvé (simply supported) megtdmasztasa, tovabba a rud széElsé
keresztmetszeteit axialis iranyu eré nem terheli, ebbdl az kovetkezik, hogy a

v=0, M=0, N, =0, (i=12,..,n) (27)
peremfeltételek érvényesek a z =0 és a z =L koordinatakkal kijel6lt timaszoknal.

3. Megoldas Fourier-sorral

A V=V(z) figgvényt teljes szamegyenesre kiterjesztjiik. A kiterjesztett V =V (z)
fliggvény értelmezése az alabbi (4. abra)
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V(z)=V(z), 0<z<L, (28)

V(z)=V(QL-z), L<z<2L, (29)

V(z)=V(z+2pL), —w0<z<w, p=0+142,.. (30)
AV (2)

4. dbra. A V =V (z) fiiggvény grafikonja.

A V=V(z) figgvény grafikonjat a 4. abra szemlélteti. A ¥V =V(z) definici6jabol
kovetkezik, hogy paros, 2L szerint periodikus fliggvény, és mechanikai jelentésébdl még az
is kovetkezik, hogy Riemann szerint integralhatdé a szdmegyenes barmely véges
intervalluma felett. E fiiggvény Fourier-sorba fejthet6. Ennek a fliggvénynek a Fourier-sora

- V. &
V() ==+ ¥, cosj 2z, G1)
2 & L
ahol
2L

y - L [7(2)dz (32)

oL ’

1% - T
V= ! V(2)cos j- 2dz. (33)

Tekintettel a (27) peremfeltételekre, az ismeretlen w, =w,(z) és v=v(z) fiiggvényeket az
alabbi trigonometrikus polinomokkal reprezentaljuk:

q
w(2)= w,cosj % 2, (34)
j=1 L
A V1
v(z)=D v, sinjzz. (35)
Jj=l
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Konnyen belathatd, hogy ¥, minden statikailag lehetséges keresztmetszeti nyiréerd
figgvény esetén zérus, hiszen

2fﬂ(z)dz = 2j V(z)dz = 2j%dz =2(M(L)—M(0)) =0. (36)

A (35) egyenletbdl az kovetkezik, hogy

dv o7 Vs z T
—= [ —V.COSj—z= ) V,COSj—z. 37
Nyilvan
v,L )
v,=—=, (j=12,...9). (38)
jr
Legyen
xj:[wlj Wy, e W, \711, (39)
y;=[0 0 .. 0 7] (40)
kz)
C":{_(Tj (C,+C3)+Cz}, (j=12,..,9). (41)

A (24) matrix differencialegyenletbdl az kovetkezik, hogy
Cx, =y, (j=12,.,9), (42)
vagyis
X; :C;lyj, (j=12,...,9). (43)

A (38) és (43) egyenletek alkalmazasaval kozvetleniil megkapjuk a (34) és (35)
trigonometrikus polinomokban szerepld egyiitthatokat, amelyek segitségével a v lehajlas és
aw, (i=12,..,n) axidlis elmozdulas eldallithato. A v és w; ismeretében az N, = N,(z)
igénybevételeket kozvetlenill tudjuk szamitani a (8) képlet alkalmazasaval. A (12) képlet
pedig a bemutatott kozelité modszer pontossaganak ellendrzésére hasznalhatd, mint hiba
indikator, hiszen a statikailag hatarozott megtamasztasu tartd hajlité nyomaték fiiggvénye a
terhelés ismeretében kozvetleniil el6allithato.

90
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4. Példak

Mindkét szampéldaban az 5. abra szemlélteti a rid keresztmetszetét, és az alabbi adatok is
megegyeznek:

B =002m, h,=0.04m, i =0.03m, b=0.03m, E =10° Pa, E, =2-10" Pa,

N N
E, =05-10° Pa, k, =10" —, k, =10° —, L=2m, ¢=>50.
m m

Evidens, hogy jelen esetben
A =hb=0.006 m*, 4,=0.0012m?, 4, =0.0009m*, ¢,=0.03m, c, =0,

¢, =—0.035m, = {é(E]hf + Bl + E;h] )+ E ] + Eyhyc; +E3h3c32}b =38102.875 Nm?,

0 = E,hc, + E,hyc, + E;hyc, = 22500 Nm.

A
y

5 A

| 1

Y Ci

A
hz >

! = -
hs —+c

\i

- b I

5. abra. Haromrétegii kompozit rud keresztmetszete.

4.1. Koncentralt erovel terhelt kéttamaszua tarto.

Az F koncentralt eré tamadaspontjanak L/2 a z koordinataja (6. abra). A 7. abra
szemlélteti a v=v(z) lehajlas fliggvényt, a 9. abra pedig a w, =w(z) (i=12,3)
fiiggvényeket. Az N, = N,(z) igénybevételeket a 10. dbra, a (12) képlet alkalmazasaval
nyert hajlité nyomatéki fiiggvényt pedig a 8. abra mutatja.
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L2 L2

6. abra. Koncentralt erovel terhelt kéttamaszu tarto.

A- V(@) |m
V=—-—|—
F [N
1] —r ‘v 1 _‘fr Tt ‘*r ‘*r 1 ‘v ‘*t T Tt T T Tt T T
] 05 1 1,5 2
-1, % 10754 Zm]
-2, %1078
-3, %1079
-4 %1077 1
7. dabra. Lehajlas fiiggvény.
M(z
F
1] T T T T T T T T T T T T T T T T T T —
l 05 1 1,5 2
-0,11 ’ ’ z[m]
-0,21
-0,3
-0,44
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b we[m
W, = =
F | N
(i=123)
1,107
5, %107 %4
1]
-5 = 107%
-1, %1077+
9. abra. ,, Axialis " elmozdulasok grafikonja.
A
N = N, (z)
] l F
1,54 (i=12,3) _
] N3
1
0,5
I:l T T T T T T T T T T T T T T T T T T T —
05 1 15 2 z[m]
; N, -
- N

10. dbra. Ruderdk grafikonja.
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4.2. Teljes hosszaban egyenletesen megoszlé erérendszerrel terhelt kéttamasza
tarto.

Az egyenletesen megoszlo erdrendszerrel terhelt szabadon felfekvd tartot a 11. abra
szemlélteti. A v=v(z) lehajlas és w, =w (z) (i=L2,3) elmozdulasok grafikonjai a 12 és
13. 4brdkon lathatéak. Az N, =N,(z) (i=1,2,3) igénybevételi fliggvényeket és a (12)

képlet alapjan meghatarozhaté hajlitonyomatéki fiiggvényt pedig a 14-15. 4abrak
szemléltetik.

11. abra. Egyenletesen megoszIo erdrendszerrel terhelt kéttamaszu tarto.

A v(2) [m_z}

] fN,.,—>
1 x10-6- 0,5 1 1,5
-z,xm"ﬂ—-
% %106+
4 1076
—5,x1EI"5-
—6,x1[l"5-

z[m]

12. abra. MegoszIo terheléshez tartozo lehajlas fiiggvény.
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T __w(z)| m’
1 Wi\
_ N
1.5=10°7 1 . W
] (=123 b
1,%10°7 4
3, = 10'3—:
0 , , >
1 0,5 1 1.5 w2
: - : w, z[m]
_5, % 10°% 4 Wy
-1, ™ 10'?—:
-1,5=10°7 .
13.dabra. Axialis iranyu elmozdulasok megoszIo terhelésre.
A _ NG
N, _N.G) [m]
- A
i=123 —
( 2 b ) N3
14
1] T T T —
0,5 1 1,5 2 o[m]
N,
14 ~
N,

14. abra. Ruderdk megoszIo terhelésre.
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A [

] T T T —
011 0,5 1 1,5 2
—EI,E—-
_|:|,3__
-0,41
-0,5-

15. abra. Hajlitonyomatéki fiiggveny.
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