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Osszefoglalds

Csuszva-gordiil6 elemek, mint példaul a fogaskerekek, biitykos mechanizmusok és csap-
agyak gyakorta igen nagy terhelésnek, nagy sebességeknek és csuszasnak vannak kitéve,
mikor nem csak a kenéanyagban kialakulo kontaktnyomds, hanem a feliileti deformdacio és
a viszkozitds nyomasfiiggese is kérdés. Az kontaktfeliiletek tribologiai viszonyainak elemzé-
sere Dowson [2]megalkotta az dltalanositott Reynolds egyenletet. Azonban annak ellenére,
hogy szamos modszer keriilt kifejlesztésre az EHD probléma vizsgadlatara, az erésen nem-
linearis feladat megoldasa tovabbra is kihivast jelent. A numerikus problémadk kezelésére
optimalizalt lépéskozii Newton-Raphson algoritmus keriilt alkalmazdasra a nem-linearis
egyenletrendszer megoldasdhoz. A javasolt eljaras csokkenti a lépések szamat és stabilizal-
ja az megoldaskeresést.

Kulcsszavak: optimalizalt lépéskoz, EHD feladat, tribilégia, Reynolds egyenlet
Abstract

Rolling-sliding machines such as gears, cams and followers, and bearings, which are often
subjected to high loads, high speeds and high slip conditions when not only the pressure
distribution in the lubricant is a question but the surface deformation, and variation of the
viscosity due to pressure. To analyse the tribological conditions of the contact surfaces, the
generalized Reynolds equation was developed by Dowson [2]. Although several methods
have been already developed for solving EHD problems, the solution of the highly nonline-
ar problem is still quite challenging. Handling the numerical problems during the solution
quadratic step optimized Newton-Raphson method has been implemented for solving the
nonlinear equation system. The proposed technique reduces the step number during the
iteration and the solution is stabilized.

Keywords: quadratic step optimization, EHD, tribology, Reynolds equation

1. Bevezetés

Az 1. abra mutatja a folyadéksurlodas allapotaban 1év6 foltszerlien érintkezd feliiletparok
altalanositott esetét. A testek egymashoz viszonyitott relativ elmozdulasadnak kdvetkeztében
a testek kozti rést kendanyag tolti ki, mely mozgéasanak hatasara hidrodinamikai nyomas
alakul ki. A kenbanyag mozgasat a feliiletek egymashoz viszonyitott relativ mozgasanak
hatasara a kendanyagban fellép6 csusztatofesziiltség valtja ki. Az érintkez6 testek kinema-
tikai allapota és egy adott résgeometria mellett, az érintkezd feliileteken fellépd nyomads-



Szavai, Sz.

megoszlas képes egyensulyt tartani a feliileteket 0sszeszoritd erdvel, megakadalyozva a
test-test kapcsolatot. Adott esetben a feliileteket terheld nyomadseloszlas, illetve a kend-
anyagban fellépd csusztatofesziiltségek hatasara képzodo hddisszipacio okozta, lokalis vagy
globalis homérsékletnovekedés akkorava valhat, hogy a feliiletek figyelmen kiviil nem
tehat, hogy amennyiben termo-elasztohidrodinamikai kenési viszonyok kozt kivanjuk mo-
dellezni az érintkezés soran kialakuld kdriilményeket, egyszerre kapcsoltan kell megolda-
nunk hidrodinamikai, termodinamikai €s szilardsagtani problémat, melyek mar énmaguk-
ban is, de a kiilonb6z6 kontinuumok anyagjellemzdinek allapotfiiggése miatt is erdsen
nemlinedris rendszert alkotnak.
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2. feliilet
(S2)
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Kontakt
zOna
j hatara
N To)
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1. dbra. Erintkezési feladat folyadékkenés esetén

A brit O. Reynolds 1886-ban kozzétett megoldasaval elérte, hogy adott résgeometrianal
(adott h(x,y)), a térbeli sebességmezd és nyomaseloszlas helyett kenéselméleti feladatok
megoldasahoz, elegendd egy résvastagsag mentén vett atlagnyomast meghatdrozni
( p(x,y)), mely alkalmas a résben lezajlé aramlastani jelenség leirasara. 1961-ben Dowson

és Higginson megalkotta newtoni kendanyagokra az altalanositott Reynolds egyenletet,
melyben figyelembe vették a résmenti hdmérsékletkiilonbség okozta viszkozitas- és siirl-
ségvaltozast. Az altalanositott nem-newtoni Reynolds egyenletet Najji, Bou-Said és Berthe
munkajat kovetve Wolff és Kubo alkotta meg. A kenési problémdk leirasa soran kezelni
kell tovabba a folyadékfilm keletkezésének és megsziinésének problémajat is, mely a ko-
rabbi egyenletek kavitacios zonara valo kiterjesztését teszi sziikségessé. A megoldas alapjat
képez6 kiterjesztett egyenletek részletezett formaban [1]-ben talalhatok meg.
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Optimalizalt lépéskozii Newton-Raphson algoritmus EHD feladat megolddsdhoz

Az [1]-ben talalhatéd egyenlet a Reynolds altal bevezetett, illetve a turbulens és az iner-
cia tagokon kiviil, egyéb elhanyagolasokat nem tartalmaz. Ennek formalis alakja a kovetke-
z6:

R(p o s Pt 1, Tty ) = Vo, -8 =V (v, D) -2 =0 (1)

ahol ®=d(p,h,7,1,1,7,y...) P =P, 1 Fot,1, T, 10y, 1Dy....) €8 Q=Qp, p,h,F,t, Wy, W,....) t0b-
bek kozott a p strliséget, i résméretet, az 7 helyvektort, 7 id6t, n viszkozitast és u, W,

feliileti sebességeket, nem Newtoni kenéanyagoknal 7, egyenértékli csusztatofesziiltséget
tartalmazoé belsé fliggvények, melyek a Reynolds egyenlet tagjait adjak vissza.

A Reynolds egyenletet néhany egyszerii esettdl eltekintve nem lehet zart alakban meg-
oldani, nem is szélva annak altalanositott alakjarél. Igy sziikségessé valtak a numerikus
moddszerekre épiild megoldasok, melyek soran az valtokat vagy diszkrét pontokban keres-
siik vagy valamilyen approximacios fiiggvény segitségével kozelitjiik. Ennek kdvetkezté-
ben az eredeti egyenleteink helyett, valtozonkként a megoldas keresésére kijeldlt pontok
vagy az approximacio ismeretlen paramétereinek szamaval egyezé szamu egyenletet ka-
punk. fgy a megoldés a kapott egyenletrendszer megoldasaval kozelitjiik.

2. Optimalizalt 1épéskozii Newton-Raphson algoritmus

A vizsgalt targykorben a megoldas nehézségét kiilondsen a Reynolds egyenlet erdsen nem-
linearis tulajdonsaga okozza. Az er6sen nemlinedris egyenletek megoldasai az esetek tul-
nyomd tobbségében a Newton vagy gradiens modszerre alapulnak

Ebbdl adododan a diszkretizalt Reynolds egyenletet linearizalni kell, hogy a nyomasel-
oszlas és a hozza tartozo résalak meghatarozhaté legyen. Tekintsiik az egyenletet mint:

R =R(P. o, o1 F o, 17,7,y 9,0, 1 ...) @)

eq?

A megoldas keresése soran a (2) valtozoinak olyan értékét keressiik, melyre a R marad-
vanyfliggvény értéke 0. Az egyenlet valtozoi nem fliggetlenek egymastol, hanem azokat
kiilonb6z6 egyenletek, mint pl. az anyagegyenlet kapcsolja dssze. Ugyanakkor az esetek
jelentds részénél a valtozok kozti 6sszefiiggéseket nem lehet explicit alakban felirni. Ennek
kovetkeztében a numerikus megoldas soran a valtozoknak kezddértéket kell adni, majd a
feladatot egy kivalasztott valtozora (esetiinkben P) nézve meg kell oldani, mig a tobbi val-
t0z06 (7.4 h, ...) rogzitve marad. Ezt kovetden a kivélasztott valtozo 01j értékéhez (az 1j P-
hez) kell meghatarozni a tobbi valtozo értékét, melyek a kovetkezd iteracios 1épés 1j kiin-
dulo értékeként fognak szerepelni.

A Reynolds egyenlet valtozoinak attekintése soran megallapithatjuk, hogy a stiriiség, a
viszkozitas, a kitdltési tényezd és a linearisan rugalmas anyagmodell mellett a feliiletek
deformaciobol szarmazd résméret esetén a nyomassal €s a hdmérséklettel vald kapcsolat
explicit alakban felirhato, igy a P-re vett linearizalds sordn ezek derivaltjait is figyelembe
tudjuk venni, mely nagymértékben gyorsithatja a megoldast és parhuzamosan keriil megha-
tarozasra a nyomaseloszlas és az ehhez tartozo6 résméret.

'R= R(P, P(p(P)), h(P),n(p(P)),6(p(P))," R) 3)
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Ennek linearizalt formaja egy tetszéleges P=Pj pontban:

R R OR Ry ORony Ry OROO
P op op on op oh 00 op

AP+0=0(4)
P=p/

Ezen egyenlet AP’ megoldasnak sorozataval kozelitjiik az ‘R=0 maradvany ‘P*
megoldasat a kovetkez0 szerint:

P/ =P/ +q AP/ a=[0.1] (5)

Mivel az EHD feladatok esetén a kiinduld egyenletrendszer tobbszorosen nemlinearis,
igen nehéz olyan kiindulo allapotot talalni, mely esetén elkeriilheté a megoldas oszcillacio-
ja. Ezért egy célszeriien megvalasztott o csillapitasra van sziikségiink, amelyik a leggyor-
sabb konvergenciat eredményezi. Ennek meghatarozasara viszont csak altalanos megfonto-
lasok allnak rendelkezésre, melyek adott feladathoz valdo megfeleléssége nem biztositott.
Ezért a csillapitas optimalis mértékét ugy érdemes meghatarozni, hogy az a maradvany
értékének a lehetd legnagyobb mértékii csokkenését eredményezze. Természetesen ezt csak
egy eljarassal lehet biztositani.

Az « csillapitas optimalis értékének meghatdrozasahoz a maradvany négyzet minimu-
mat keresem. Az « csillapitas meghatérozasakor P/ és AP’ vektorok allandoak, igy az
R(P’ +a-AP’) maradvanyvektor egyvaltozos fiiggvény, melyet tovabbiakban R(a)-
val jelolok.

Annak érdekében, hogy ne legyen sziikség a minimumkeresés soran a derivaltak id6-
igényes meghatarozasara, a maradvany értékét masodfoka approximacioval kozelitem a
kovetkezé modon:

Legyen R az a=0 -hoz tartozé maradvany

Kezdé értékként legyen o;=0,6 melyhez tartoz6 maradvany R

Az a, érték meghatarozasanal rendelkezésre all két pontban (=0 és ¢; pontban) a ma-
radvany R, és R, értéke és természetesen azok (Ry)’= Ry-Ry és (R;)’= R;-R; négyzetdssze-
ge. Valamint a kiindulé pontban a maradvany derivaltjait is ismerjiik, igy a (R(a))’
maradvanynégyzet fliggvény meredeksége is ismert, melyet jeldljiik ,,m”-mel. Az
elébbi adatokkal (R(a))’ masodfoku kozelitése alapjan:

2
1 m-a

) == 6
“ IR R+ ©

Amennyiben az m értéke valamilyen oknal fogva nem éllna rendelkezésre, az [0.. ;]
tartomanyon a kdvetkezo sulyozott atlaggal a kovetkezoképpen is felvehetd «;:

_ 2Ry -Ro)+ (R, -Ry)

(RO‘R0)+(R1'R1) @)

2
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Optimalizalt lépéskozii Newton-Raphson algoritmus EHD feladat megolddsdhoz

A

R*(a)

R,’

o
a2 051 o
2. abra. Maradvanynégyzet elso kozelitése
—
Ol Olj-1 (0] o

3. dbra. Elsd léepéssorral kapott harom pont

Ehhez a csillapitashoz tartozo maradvéany érték legyen R,. Igy harom o-R értékpar lehe-
téséget ad az R(a) maradvanyérték R%(a)=R-R négyzetének masodfoku kozelitéséhez,
mely mellett tovabbra is rendelkezésre 4ll a kiindul pontban az (R(a))’ maradvanynégyzet
fliggvény meredeksége. A parabolikus kozelitéshez azonban az egyik adat felesleges

Abban az esetben, ha a,=a;+¢ fennall, ahol & egy megvalasztott elegendden kicsi hiba-
hatar, az a, az optimalis 1épéscsillapitasnak tekinthetd.

Abban az esetben, ha a,<e; és (Ry)* <(R,)* fennall az o értékét az [0;(Ry)’] és
[@;(R,)*] pontok valamint az [0;(Rg)*] pontbeli m érték alapjan hatarozzuk meg. Tessziik
ezt mindaddig, mig ;< a;.; és (R;)* <(R,)* nem teljesiil (3. abra).
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Legyen ekkor:
a=a, (Rl)zz(Ri-l)z es w=a;, (R2)2:(Ri)2~

A fenti eljaras soran mindenképpen elall egy olyan [0;(Ro)’], [a:(R1)*], [@:(R2)*]
pontharmas, ahol (R;)* és (R,)* értékek koziil legalabb egy kisebb, mint (Ro).
Ezutan a soron kdvetkezd a; értékét mar két célszeriien megvalasztott, a korabbi pontok

2

kozil a két legkisebb, [as(RO[en(R DT és az [ (R 1)’ pontra fektetett chaj
=0

alakt masodfoku interpolacidval eldallitott parabola minimumbhelye, vagy a tengellyel vett

metszéspontja adja (4. bra -6. abra).

Belathatd, hogy a rendelkezésre allo6 ponthalmazbdl ez harom egymas melletti pont, az
interpolaciod «a;, ¢ és ;. ; sorrendjétdl fiiggetleniil, 3 kiilonb6z6 esetet jeldl ki, melyeket a 4.
abra, a 5. abra és a 6. abra mutat. Specialis eset az, amikor a 3 pontban ugyanakkora a ma-
radvanynégyzet:

(RY*=(R)*=(R )",
Ekkor legyen o =(o.;+ou)/2.

1

2
A 4. 4bra és az 5. abra, altal mutatott esetekben, mikor a dz[an’]/daz >0 az o
i=0

értékét a masodfoku interpolacios gérbe minimumpontja jeloli ki.

R*(a) }

Olk (0 4] OLj Olj-1 o

4, abra. Harom ponton keresztiil a maradvanynégyzet kozelitésének 1. esete
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R*(a) }

R’

Olk o -1 Ol (0

5. dbra. Harom ponton keresztiil a maradvanynégyzet kozelitésének 2. esete

R*(a) }

(0./7% oy (0 A} (o 11 o

6. dbra. Harom ponton keresztiil a maradvanynégyzet kozelitésének 3. esete

Rz«x)A

R

—

Ol oy i1 a—>ai o’ o

1. abra. Harom ponton keresztiil a maradvanynégyzet kozelitésének 4. esete
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Ha a 6. abra altal mutatott eset all fenn, vagy a harom pont egy egyenesbe esik, azaz
2
d’ ch—ai da® <0, az o értékét a gorbe « tengellyel vett metszéspontja adja, ahol
i=0
2
Zciai =0. Mivel a gorbének két metszéspontja van, az lesz az «;, amelyik nagyobb,
i=0
mint 0 és kozelebb all az ¢;.;-hez. Az 5. abra. és 6. abra altal mutatott esetben a meghataro-
zott ¢; kiviil esik a harom pont altal felvett tartomanyon. Ekkor eléfordulhat, hogy a tarto-
many hatara és az 0j o; érték kozé esik egy korabban felvett a, érték, ahol mar ismert az
(Rm)2 értéke. Ebben az esetben, a meghatarozott ¢; helyett az o;=ar,, —t vesziink, ahogy azt a
7. abra is mutatja.

A fenti eljarassal viszonylag gyorsan megtalalhato az az o érték, ami mellett a megoldas
felé vezetd, optimalis 1épés tehetd. Mivel a 1épés iranya kotott, az « értékét nem kell nagy
pontossaggal meghatarozni, az optimalizalt 1épés hossz 15%-o0s pontossagi meghatarozasa
elegendd a kivant hatas eléréséhez.

3. Egy EHD feladat megoldasa

Az eljaras hatékonysaganak bemutatasat a Houpert, L. G. és Hamrock, B. J. [3] altal, 1986-
ban ko6zolt cikkben talalhatd példan keresztiil mutatom be.

A megoldas soran a kidolgozott optimalizalt 1épéskozii Newton-Rapshon keriilt alkal-
mazasra. Az algoritmus hatékonysaganak szemléltetésére két kiragadott 1épésben lathato a
hibanégyzet alakulasa az optimalis 1épésk6z meghatarozasa soran (8. abra és a 9. abra). A
szamitas elején az algoritmus megakadalyozza az iteracid elszallasat, mig a késébbiekben
hatékonyan gyorsitja a megoldas menetét.

R2-a értékek lépésenként

6,0E-06
R,?
5,0E-06
4,0E-06 //
'&3,0506 y = R.2
Ro’ R 2‘<;| i E51R42 — Rvaltozédsa
2 2 5
2,0E-06 R3 Rg2
1,0E-06
0,0E+00 T T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
a.

8. dbra. R>-a értékek lépésenként a megoldas késébbi fazisaban
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RZ-o értékek lépésenként
3,0E-10

2,5E-10

2

1%

2,0E-10 \
‘E": 1,5E-10

= R vdltozasa

1,0E-10
Rlz
5,0E-11
0,0E+00 . . . . Ry’ Rk’
0 0,5 1 15 2 2,5R<?R:? 3

oL

9. dbra. R?-a értékek lépésenként a megoldds késébbi fézisdban

A nyomaseloszlas megoldasat a 10. abra mutatja az irodalomban k6z6lt eredményekkel
egyiitt. Osszehasonlitva megallapithato, hogy az eredmények jo egyezést mutatnak, kiiléno-
sen a Houpert, L. G. és Hamrock, B. J.[3], 1986-ban kozolt eredményével.

——Hamrock, B. J. és Jacobson, Bo O. T~

— — -Houpert, L. G. és Hamrock, B. J.,

—p-FEM solutions 1=
P p (MPa) |

| | | |
x (mm)

10. d@bra. A megoldas soran és az irodalomban kozolt kialakulo nyomaseloszlas
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4. Osszefoglalas

A mintafeladat megoldasa soran a teljes Newton-Raphson helyett, annak optimalizalt 1&pé-
sti formajat haszndlom abban az értelemben, hogy a kiinduldé paraméter kombinaciobdl a
Newton-Raphson megoldas elsé 1épéseként eldalld paraméter kombinacié iranyaba elindul-
va kerestem azt a paraméterkombinaciot, mely a legkisebb maradvany értéket szolgaltatja.
A 1épéskodz-optimalizalas a numerikus elaszto-hidrodinamikai feladat Newton-Raphson
megoldasa soran jelentésen csokkenti a N-R 1épések szamat, illetve a megoldas oszcillacio-
jat. A sziikséges derivaltak eléallitdsanak nagy szamitasigénye jelentOs id6t is igényel. Az
eljarassal minimalizalhatd az N-R 1épések szama, igy a derivaltak eléallitasanak gyakorisa-
ga is és ezzel egylitt a megoldashoz sziikséges 1d6 is. Ezek alapjan az optimalizalt 1épésko-
zi Newton-Rraphson algoritmus kifejezetten hatékony eszkoze az erdsen nemlinedris fela-
datok megoldéasanak.
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