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Absztrakt

Az ditemezési problémdk egy alternativ megkdzelitését jelentik azok az eljdrdsok, amelyek a diszkrét matematika
eszkozeivel dolgoznak. A részbenrendezett halmazok rendezés-kongruencidinak tanulmdnyozdsakor vildgossd vdlt,
hogy a minimdlis linedris rendezés-kongruencidk jol alkalmazhatok dtemezési feladatok megolddsdra. Ez a metd-
dus nemcsak akkor haszndlhats, ha egy gép dolgozik, hanem kiterjeszthetd olyan esetekre s, amikor egymdssal
pdrhuzamosan tobb egységnyi kapacitdsi gép dolgozhat. Cikkinkben a megeldzési feltételeket tartalmazo dtemezési
feladatokra olyan optimdlis vagy kézel optimdlis megolddst add algoritmusokat mutatunk be, amelyek a megolddst
minimdlis linedris kongruencia formdjdban dllitjik eld.

Kulcsszavak: részbenrendezett halmaz, linedris kiterjesztés, pdrhuzamos ttemezés, rendezés-kongruencia

Abstract

Scheduling problems can be alternately approached by methods based on discrete mathematical tools. Studying
the order congruences of partially ordered sets it became clear that the minimal linear order congruences can be
successfully applied in solving scheduling problems. This technique can be used in the single machine case and it
can be extended to multimachine environment where machines work parallelly. In this paper we discuss scheduling
problems given by precedence constraints and show algorithms yielding optimal or quasi optimal solutions in the
form of minimal linear congruences.

Keywords: poset, topological sorting, parallel scheduling, order congruency

1. Bevezetés

Az {itemezési probléméakban adott, elvégzends tevékenységek egy olyan sorrendjét kell meghataroznunk, amely
valamilyen szempont alapjan optimaélis. Ilyen feladatokkal a mindennapi életben is gyakran taldlkozunk, hiszen
napi id6beosztasunk megtervezése vagy egy tobbfogasos vacsora elkészitése is igényli az egymasra épiilé teve-
kenységek atgondolt iitemezését. A gyartasi, termelési folyamatok teriiletén jelentkez§ iitemezési problémakban
adott munkak gépeken vald elvégzésének sorrendjét optimalizaljuk valamilyen célfiiggvény szerint, bizonyos fel-
tételek mellett. A probléma megoldéasa alatt egy iitemezés megadasat értjiik, mely meghatarozza, hogy melyik
munkat mikor és melyik gépen végezziik el [4]. Altalanos szabaly, hogy a munkik elvégzéséhez felhasznalt gé-
pek mindegyike egy id6ben legfeljebb egy munkan dolgozhat és minden munkat egy idében legfeljebb egy gépen
végezhetiink. Ha t6bb gép is rendelkezésre all, akkor feltessziik, hogy a gépek teljesen egyforméak és tovabbi egy-
szerisitésként az egyes munkakhoz tartoz6 megmunkaléasi idSket is azonosnak, egységnyi idejinek tételezziik fel.
Ezek az el6feltevések ugyan kizarjak a bonyolultabb modellek targyalasat, de célunk nem is ez, hanem specialis
iitemezési feladatok vizsgalata, a matematikai hattérként szolgalo részbenrendezett halmazokhoz tartozé elméleti
eredmények gyakorlatba torténd atiiltetésével. Az elvégzends feladatok - vagy azok egy része - kozott megelGzési
feltételek lehetnek definidlva, azaz bizonyos munkakat csak akkor lehet elkezdeni, ha a munkak egy meghatarozott
részét mar befejeztiik. Ezek a feltételek a munkak halmazan értelmezett részbenrendezési relacioval adhatoak meg.
Ha ismerjiik a részbenrendezés linearis kiterjesztésének a fogalmat, egy ilyen kiterjesztés meghatarozasaval mar
meg is adtuk az iitemezési feladat egy lehetséges megoldasat a legegyszeriibb esetben, az egygépes kornyezetben.
Utemezési feladatok megoldasakor tehat linearis rendezéseket keresiink. Szpilrajn klasszikus tétele értelmében
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barmely részben-rendezés kiterjeszthetd linearissa [9]. Vannak azonban a gyakorlatban olyan esetek, amikor nem
sziikséges az elemek kozott teljes linearis rendezést megadni, hanem érdemesebb nagyobb egységeket (csoportokat,
blokkokat, tombdoket, osztalyokat) képezni. Ekkor olyan osztalyozés érdekel benniinket, ahol az osztalyok kozot-
ti részbenrendezés linearis. Adott tehat egy véges elemszami halmaz, amelyet diszjunkt részhalmazokra, tehéat
osztalyokra kell felosztani tgy, hogy az osztalyok k6zott 1étrejovs részbenrendezés linearis legyen, az osztalyokon
beliil pedig egy ekvivalenciarelacioé érvényesiiljon. Az iitemezési feladat megoldasa soran tehat lényegében egy
véges elemszamu részbenrendezett halmazt osztalyozunk tgy, hogy az eredeti részbenrendezés a részhalmazok
kozott egy tjabb részbenrendezést indukaljon [8].

Az iitemezési feladatok tomor leirdsara gyakran alkalmazzék az (o | 8 | v) harmast, ahol « jeldli a gépekkel
kapcsolatos megkotéseket, a 3 mezs tartalmazza az egyéb feltételeket és v adja meg a célfiiggvényt [7]. Az altalunk
vizsgalt feladatokban « értéke 1 vagy P lehet, azaz vizsgalunk egy és tobbgépes feladatot is; a § halmaz a p; =1
és a prec feltételeket tartalmazza, ami azt jelenti, hogy minden megmunkalési id6 egységnyi és vannak megel6zési
feltételek is. A + mez6 értéke a hagyomanyos jelolés szerint Ch,q, az altalunk vizsgalt feladatokban, vagyis a
teljes atfutasi id6 szerint optimalizdlunk. Célunk tehat a munkafolyamat kezdetétdl a végéig tartoé idGtartam
minimalizilasa.

Cikkiinkben olyan iitemezési feladatok megoldasaval foglalkozunk, ahol a megoldast mohé algoritmussal ge-
neralt minimalis linearis kongruenciak segitségével adjuk meg.

2. A részbenrendezett halmazok elméletének alapfogalmai

Legyen H egy tetszGleges halmaz és < egy relacio a H halmaz elemein. A < relaciot részbenrendezésnek hivjuk,
ha

e reflexiv, azaz minden = € H esetén x < z,
e antiszimmetrikus, azaz x < y és y < x esetén xr =y,
e tranzitiv, azaz r <y és y < z esetén = < z.

A (H, =) part részbenrendezett halmaznak nevezziik, ha a < relacié egy részbenrendezés. Ha z < y és = # v,
akkor az x < y jeldlést alkalmazzuk.

1. Megjegyzés. Grifelméleti terminoldgidval élve a (H, <) részbenrendezett halmaz egy irdnyitott grif, ahol H a
csucsok halmaza, az éleket pedig a < reldcidval adjuk meg. A részbenrendezés tranzitiv és antiszimmetrikus tulagj-
donsdga segitségével kinnyen beldthatd, hogy a grif aciklikus, azaz nem tartalmaz kort, leszamitva a reflexivitdsbdl
adéds hurkokat.

Legyen (H, <) egy részbenrendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy az x € H és y € H elemek 6sszehasonlithato-
ak, ha vagy r < y vagy y = z (vagy mindketts) teljesiil. Ellenkez6 esetben az elemeket nem-osszehasonlithatoknak
hivjuk és az z || y jelolést alkalmazzuk.

Az a € H elemet a H halmaz

e maximalis elemének hivjuk, ha minden b € H esetén vagy b < a vagy b || a,

e legnagyobb elemének hivjuk, ha minden b € H esetén b < a teljesiil,

e minimalis elemének hivjuk, ha minden b € H esetén vagy a < b vagy b || a,

e legkisebb elemének hivjuk, ha minden b € H esetén a < b teljesiil.

Egy részbenrendezett halmaznak legfeljebb egy legnagyobb és egy legkisebb eleme lehet, de lehet t6bb maximalis
vagy minimalis eleme is.

Ha a részbenrendezési relacioval a H halmaz barmely két eleme Osszehasonlithaté, akkor a relaciot teljes rende-
zésnek hivjuk. Ha (H, <) részbenrendezett halmaz, akkor lancnak hivjuk az A C H halmazt, amennyiben barmely
a € A, b€ A elemek esetén a =< b vagy b = a teljesiil. Tehat egy részbenrendezett halmaz teljesen rendezett
részhalmazai a lancok. Az A lanc hossza alatt az A halmaz elemszamat értjiik. Az A lancot maximaélis lancnak
nevezziik, ha nem valodi részhalmaza egyetlen mas lancnak sem. A maximaélis lanc hosszat a részbenrendezett
halmaz magassaganak hivjuk. Vegyiik észre, hogy ha egy lanc maximalis, akkor tartalmaznia kell a részbenrende-
zett halmaz egy minimalis és egy maximalis elemét is. Ha B C H, és B barmely két eleme nem-06sszehasonlithato,
akkor B-t antilancnak hivjuk. A B antilancot maximalisnak nevezziik, ha nem valddi részhalmaza egyetlen mas
antilancnak sem. A maximalis antilanc elemszamat a részbenrendezett halmaz szélességének hivjuk. Vegyiik
észre, hogy barmely A lancnak és barmely B antilancnak legfeljebb egy k6z6s eleme lehet, hiszen két k6z6s pont
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esetén azoknak egyszerre kellene Gsszehasonlithatoknak és nem-dsszehasonlithatoknak is lenniiik, ami lehetetlen.
A lancokkal és antilancokkal kapcsolatos alapvetd Osszefiiggéseket irja le Dilworth tétele és annak dudlisa [10].

1. Tétel (Dilworth tétel). Legyen w a (H, =) részbenrendezett halmaz szélessége. Ekkor H felbonthatd w darab
ldnc unidjdra, kevesebbre viszont nem.

2. Tétel (Dualis Dilworth tétel). Legyen h a (H,=) részbenrendezett halmaz magassiga. Ekkor H felbonthatd h
darab antildnc unidjdra, kevesebbre viszont nem.

2. Megjegyzés. A dudlis Dilworth tétel Mirsky tételként is ismert az irodalomban [2].

Az iitemezési feladatok szempontjabol nagy jelentGsége van a megelGzési feltételek altal kijelolt részbenrendezés
linearis kiterjesztéseinek.

1. Definicié. Legyen (H, <) részbenrendezett halmaz és <t teljes rendezés a H halmazon. Azt mondjuk, hogy a
=7 teljes rendezés a =< részbenrendezés linedris kiterjesztése, vagy mds néven a H halmaz topologikus sorrendje,
ha minden

z,y € Hx Xy esetén x <1 y teljesil.

3. Tétel (Szpilrajn [9]). Tetszdleges (H, X) részbenrendezett halmaz esetén a < részbenrendezésnek van linedris
kiterjesztése.

A linearis kiterjesztés altalaban nem egyértelmi. Egy részbenrendezésnek az alaphalmaz és a relacié elemsza-
méatol fiiggben szamos linearis kiterjesztése lehet, azonban az 6sszes lanc generalasara és megvizsgalasara altalaban
nincs elegend§ kapacités.

Az iitemezési feladatot modellezs (M, <) részbenrendezés esetén a megoldashoz az M halmaz elemeit célszerd
diszjunkt részhalmazokra felosztani. Alkalmazzuk a tovabbiakban az { M1, Ma, ..., M}, (¢t < n) jelolést egy ilyen
osztalyozasra. Mivel {Mi, Ma, ..., M,}, (t < n) osztélyozasa M-nek, igy tartozik hozza egy p ekvivalenciarelacio.
Ennek megfelelGen

M/p: {Ml,MQ,A..7Mt},

azaz a vizsgalt partici6 a p ekvivalenciarelaci6 faktorhalmaza. Tekintsiik tovabba azt a

p: M — M/p
fiiggvényt, amely az m; (i € 1,2,...,n) munkihoz hozzarendeli azt az M; (j € 1,2, ...,t) fazist, amelyben a munka
elvégzésre keriil, azaz

@ (mi) == M;

ha m; € M;. A rendezés-kongruencianak a [5] dolgozatban megadott fogalmat esetiinkben az alabbi megfogalma-
zésban célszerd hasznalni.

2. Definicié. A p ekvivalencia reldciét rendezés-kongruencidnak nevezzik az M halmazon, ha az M/p faktorhal-
mazon értelmezhetd olyan =, részbenrendezés, amelyre nézve a ¢ fiigguény rendezésérzd, azaz bdrmely m; < m;
(mi,mj € M) esetén p(m;) < p(m;) teljesiil.

A fenti definici6ban alkalmazott <, jel6lésre az indukalt részbenrendezés elnevezést hasznéaljuk. A 2. Definici-
6bol azonnal adodik, hogy ha p rendezés-kongruenciaja az (M, <) részben-rendezett halmaznak, akkor p egybeesik
a ¢ izoton fiiggvény magjaval. Az (M, <) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruencidinak halmazara a ¢ (M)
jelolést hasznaljuk. Az iitemezési feladat megoldasahoz olyan p € ¥(M) kongruenciara van sziikség, amelyre a
kialakitott részhalmazok koz6tt létrejové <, indukalt részbenrendezés linearis, tehat az (M/p, =,) faktorhalmaz
lanc.

3. Definicié. Egy p € ¥(M) rendezés-kongruencidt az (M, =) linedris rendezés-kongruencidjinak nevezink, ha
az (M/p,=,) faktorhalmaz linc. Minimdlis linedris rendezés-kongruencidrdl beszélink, ha (M, <)-nek nincs olyan
0 # p linedris rendezés-kongruencidja, amelyre 6 C p.

A nem til nagy elemszamt  részbenrendezett  halmazok  jol  szemléltethet6k  Hasse-
diagrammal. A (H, <) részbenrendezett halmazt az 1. Megjegyzés értelmében egy iranyitott grafként abrazoljuk,
de elhagyjuk a reflexitivas miatti hurkokat és a tranzitivitasbol adodo éleket. A reflexiv és tranzitiv redukcio
modszerével tgy csdkken az irdanyitott graf éleinek szdma, hogy a modellezett iitemezési feladatban a megel&zési
feltetelek nem valtoznak meg. Altalaban a < relacié altal kijelslt iranyitast sem jeldljiik kiilon az abran, hanem
T < y esetén az x elemet az y elem alatt helyezziik el a diagramon.

149



Korei, A, Szildgyi, Sz Utemezési feladatok pdrhuzamositdsa rendezés-kongruencidkkal

A moho algoritmusok gyakran sikeresen hasznalhato heurisztikdk optimalizaléasi feladatok megoldasa soran.
Altalanos jellemzgjiik, hogy a probléma egy vagy tobb megoldasat gy alkotjak meg, hogy valasztasok sorozatét
hajtjak végre. A lokilisan legjobb lépés vilasztasaval generalt megoldas azonban nem feltétleniil optimalis, azon-
ban bizonyos feladattipusok esetén érdemes applikalni a modszert, ugyanis szamos esetben jol alkalmazhato és
egyszerien implementalhaté. Tovabbi elénye, hogy a mohd algoritmusok futasi ideje nagyon j6, altalaban linearis.
A moho stratégiaval egy megoldando feladatra akkor adhato optimalis megoldas, ha az a részproblémak esetén
kapott optimalis megoldasokbol felépithets. Utemezési feladatok megoldasa esetén a modszer bizonyithatoan sok
esetben nyudjt optimalis vagy kozel optiméalis megoldast. Ismert, hogy az iitemezési feladatot modellez§ rész-
benrendezés linearis kiterjesztéseinek létrehozasara mohd stratégiat tartalmazo algoritmusok megfelels kimeneti
eredménnyel alkalmazhatok [8], [10].

3. Megelbzési feltételeket tartalmazoé iitemezési feladatok

Részbenrendezett halmazok a gyakorlatban ott lépnek fel, ahol a vizsgalt objektumok kozott természetes
modon hierarchikus viszonyok létesithet6k. A megelGzési feltételeket is tartalmazo iitemezési problémak tehat
részbenrendezett halmazokkal jol modellezhetek, akar gyartasi-termelési folyamatok keretében, akar altalanosabb
értelemben tekintjiikk Gket. Tegyiik fel, hogy adott az elvégzend§ munkak egy M = {mi,ma,...,myp} véges
halmaza, tovabba adott a munkak sorrendjére vonatkozoan egy precedencia-relacio, azaz m; =< m; azt jeldli, hogy
az i-edik munka elvégzése id6ben megeldzi a j-edik munkat (4,7 € {1,2,...,n}). Nyilvanvalo, hogy az igy definialt
relacioval az (M, <) par egy részbenrendezett halmaz.

3.1. Egygépes iitemezés

Az (1| P; = 1,prec | Cmax) harmassal definialt iitemezési feladatban egy gép végzi az 6sszes munkafeladatot,
mindegyiket egységnyi id§ alatt, a munkak kozott megelGzési feltételek is adottak és célunk a teljes atfutasi id6
minimalizalasa. A 3. Tétel alapjan minden részben rendezés kiterjeszthets linearis rendezéssé. Konnytd latni,
hogy egy ilyen, linearis rendezéssel definilt iitemezés soran a gép folyamatosan dolgozik, igy az n munkat n id6
alatt végzi el, optimalisan megoldva igy az iitemezési feladatot. A kérdés tehat csak az, hogy milyen algoritmussal
keressiik az (M, <) részbenrendezett halmaz esetén az M lehetséges topologikus sorrendjeit.

A Trotter-féle moho algoritmus az (M, <) részbenrendezett halmaz esetén a < relacio linearis kiterjesztését
agy éallitja elg, hogy az elsg 1épésben az M minimélis elemei koziil valaszt egyet. Ha a lanc els6 z1, ..., x; tagja
mar megvan, akkor az ¢ 4+ 1-edik elemet az

(M\A{z1, .., zi}, 2)

részbenrendezett halmaz minimalis elemeinek halmazabol valasztja a moho feltétel szerint. Ez azt jelenti, hogy
i > 0 esetén nem tetszGlegesen valaszt a minimalis elemek koziil, hanem azokra a minimdalis elemekre szikit,
amelyek az el6z6 lépésben kivalasztott elemmel Gsszehasonlithatoak, amennyiben van ilyen elem [10]. Koénnyen
lathato, hogy ez az algoritmus egy részbenrendezett halmaz esetén szamos lineéris kiterjesztés generalasat lehetéve
teszi, viszont nem alkalmas az Osszes linedris kiterjesztés létrehozasara. Egygépes ilitemezések esetén, ahol maga
a linearis kiterjesztés a feladat megoldasa, a moho algoritmussal gyors megoldast adhatunk.

1. Példa. Legyen
M = {m1, mz, m3, ma, ms, Mg, M7, Mg, Mg, M10, M11, M12,M13, M14, TM15, M16 |

és az (M, =) részbenrendezett halmazzal reprezentdlt iitemezési feladatot az 1. dbrdin lithaté Hasse-diagrammal
szemléltetjik. A Trotter-féle mohd algoritmussal ekkor példdul az aldbbi ldncokat kaphatjuk meg:

Ly : mis, m1s, m14, M13, M12, M11, M1o, Mg, Me, Mo, M7, M3, M5, M4, M2, M1
és

L2 : mis, mis, M14, M13, M12, Mg, M7, M3, M11, M10, M8, M6, M5, M4, M2, M1.
Az algoritmussal még tovdbbi ldncok is készitheték. Konnyen ldthatd az is, hogy példdul az

L3 : mig, mis, M14, M13, M12, Mg, M10, M11, M7, Ms, M6, M5, M4, M2, M3, M1

lanc szintén linedris kiterjesztése az eredeti részbenrendezésnek, azonban ezt a lincot a Trotter-féle mohd algoritmus
nem dllitja eld.
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1. abra. Hasse-diagram a vizsgdlt utemezési feladathoz

3.2. Tobbgépes iitemezés

A korabban targyalt egygépes iitemezési feladatot a munkak kozott adott részbenrendezési relacio egy megfelels
linedris kiterjesztésének megadasaval oldottuk meg, ami gy rendezi sorrendbe az egyes munkakat, hogy az azokra
megszabott sorrendi kotottségeket betartja. Ezzel a megoldéassal a teljes munka elvégzéséhez sziikséges 6sszids
megegyezik a részmunkik elvégzéséhez sziikséges idGtartamok osszegével, hiszen csak akkor kezdhetiink bele a
kovetkez6 munkaba, ha az el6z6t mar befejeztiikk. Gyakran van azonban lehetGségiink arra, hogy csokkentsiik a
teljes atfutasi id6t a munkafolyamatok parhuzamositasaval, hiszen lehetséges, hogy ugyanannak a munkafézisnak
az elvégzésére egyszerre tobb gép is rendelkezésiinkre all és altalaban a munkak k6zott vannak nem &sszehason-
lithatoak, azaz olyanok, melyek esetén nem kell megvarnunk az egyik befejezését ahhoz, hogy elkezdhessiik a
mésikat. Valojaban egyetlen olyan eset van, amikor csak szekvencidlisan képzelhets el a munkafolyamat, amikor
az mi,ma, ..., m, munkak esetén teljesiilnie kell az m; < m;41 relacionak minden i € {1,2,...,n — 1}-re. Ekkor
az iitemezési feladatnak egyetlen megoldasa van, méghozza az n hosszisagia {mi,ma,...,m,} lanc. A péarhu-
zamosan mikdds berendezések esetén a problémak megkozelithetSk két részfeladat Gsszességeként is. Egyrészt
meg kell taldlni a munkdk gépek kozotti optimdlis elosztasat, masrészt meg kell hatarozni az egyes gépeken az
elvégzendd feladatok leghatékonyabb sorrendjét.

A tovabbiakban a tébbgépes iitemezések legegyszertibb valtozataval, a parhuzamos gépek esetével foglalkozunk,
azaz feltételezziik, hogy korlatlan szamd, teljesen egyforma gép all rendelkezésiinkre. Ha a gépek szama el6re
rogzitett, akkor tovabbi specialis litemezési feladatosztalyokba tartozo problémakkal allunk szemben. Az (P | P; =
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1,prec | Cmaz) tipusu feladatok altalanossagban NP-nehéz problémak, de bizonyos megkotésekkel polinomialis
idében megoldhaté feladatokhoz juthatunk.

Coffman és Graham algoritmusa pédaul a kétgépes (P2 | P; = 1,prec | Cmae) feladatot helyesen oldja meg,
tehat optimalis megoldast eredményez [1], [4]. Az algoritmus els§ lépésében az iitemezési feladatot modelle-
z6 irdnyitott graf tranzitiv redukciojat kell elvégezni. Esetiinkben erre nincs sziikség, hiszen a Hasse-diagram,
amellyel az iitemezési feladatot modellezziik, nem tartalmaz haromszoget. A mésodik lépésben osztalyozzuk,
majd cimkézziik természetes szamokkal a munkdkat az alabbi 1épésekben:

1. Kivalasztjuk a részben-rendezett halmaz maximaélis elemeit. Ezeket 1-t6] kezd6d&en beszamozzuk.

2. Megkeressiik azokat az elemeket, amelyek maximalis elemekké valnak, ha az el§z6 1épésben cimkével ellatott
elemeket toroljik. Ezen elemek cimkézéséhez a kordbban cimkével ellatott csicsokhoz rendelt értékeket
hasznaljuk fel dgy, hogy minden pont mellé odairjuk a rakdvetkezs csticsok cimkéjét csokkend sorrendben,
majd a kapott sorozatokat lexikografikus sorrend szerint rendezziik és ennek megfelelGen cimkézziik.

. A fenti lépést addig folytatjuk, mig valamennyi munka cimkézetté valik.

4. Amikor minden munka cimkézett, akkor csokkend cimke szerinti listas iitemezést végziink, azaz amikor egy

gép szabadda valik, akkor raiitemezziik a soron kévetkezs feladatot.

w

Megjegyezziik, hogy a Coffman-Graham algoritmus cimkéz§ lépése lényegében a vizsgalt részbenrendezés egy
linedris kiterjesztését allitja el§, mig utolsé lépése moho stratégiat kovet, hiszen minden dontési pontban az adott
helyzetben optimalisnak latsz6, azaz szabad gépet valasztja.

2. Példa. A 1. dbrdn ldithaté Hasse-diagramon a csicsok szdmozdsa a Coffman-Graham algoritmus cimkézdé
lépésének megfelelden tortént. Két gépre az aldbbi optimdlis ttemezés adhatdé az algoritmussal:

1. tablazat

Gy : mie miq mi2 mi1 ms me ma ma my

Ga: mis mi3 mg mio mr ms ms - —

Kétgépes kornyezetben tehdt 9 osztdlyra bonthatd az elvégzendd munkdk halmaza.

Igazolhato, hogy a Coffman-Graham algoritmus harom, illetve t6bb gép esetén mar nem feltétleniil ad optimalis
megoldast.

Formalisan a munkak parhuzamositasa t6bbgépes iitemezés esetén azt jelenti, hogy az M = {m1, ma,...,m,}
halmazt paronként diszjunkt részhalmazokra osztjuk fel (particionaljuk), azaz létrehozzuk az My, Mo, - , My,
(t < n) blokkokat tgy, hogy

M:M1UM2U"'UMt,
és az egy blokkba keriilt munkak ne legyenek egymaéassal Osszehasonlithatéak. Ha megadjuk az igy létrehozhato
particidok elemszamanak minimumaét, akkor megvalaszoljuk azt a kérdést, hogy mennyi az a legkevesebb id§, ami
alatt a teljes munkafolyamat elvégezhets az optimalis parhuzamositas alkalmazasaval.

Ha a Trotter-féle moho algoritmust kiegészitjiik a [8] cikkben szerepld algoritmussal, akkor megkaphatjuk adott
részbenrendezés esetén az iitemezési feladat megoldasat minimalis linearis kongruencia formajaban. Ha tekintjiik
az

L:zi,..,zn (xs =my, 1,7€{1,2,...,n})
lancot, akkor el6 kell allitanunk az
M, = [$17$i1]7 M; = ['TilJrle’iz]a e My = [mit,1+1,-’£n]
intervallumokat. Az igy kialakitott partici6 az M halmaz kongruencidja. Lineéris kongruenciat a 3. Definicio
értelmében akkor kapunk, ha az
{Mi, M, ..., My}

halmazon indukalt részbenrendezés linearis. Ez akkor kovetkezik be, ha barmely két egyméast kovets M;, M; 1
(7 € {1,...,t — 1}) intervallum esetén léteznek olyan z, € M; és z; € M1 (1 < k <l < n) elemek, amelyekre
fennall, hogy =, < x;. Ahhoz, hogy minimalis linearis kongruenciat allitsunk elg az sziikséges, hogy a kialakitott
My, Ms, ..., My intervallumok (M, <)-ben antilancok legyenek és barmely két szomszédos M;, M1 (j € {1,...,t —
1}) intervallum esetén talaljunk olyan zx € M; és 2y € Mj41 (1 < k < | < n) elemeket, amelyekre fennall
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a rakovetkezGségi tulajdonsag, azaz zx < x;. Ezt a [8] cikk algoritmusa azzal éri el, hogy a Trotter-féle moho
algoritmusbol bemenetként kapott lancot igy darabolja, hogy rakovetkezdségi kapcsolat esetén 1j blokkot alakit
ki, ezzel biztositva azt, hogy az azonos osztalyba tartozé elemek antilancot adjanak. Ezzel a technikaval azonban
altalaban nem kapunk optimaélis megoldast az iitemezési feladatra.

3. Példa. Ha az 1. dbrdval szemléltetett részbenrendezéshez tartozd titemezési feladat esetén az 1. példdban
megadott L1 linedris kiterjesztést tekintjik, akkor a [8] cikkben taldlhatd algoritmus az aldbbi minimdlis linedris
kongruencidt eredményezi:

{mae, mis}, {mia, mis}, {mia}, {mi1, mio}, {ms}, {me, mo},

{mz},{ms, ms}, {ma}, {m2}, {ma}.

Az Ly ldnc esetén pedig a
{m167m15}» {m14,m13}, {77112}, {m9}7 {m7}, {m37m11}7

{mio}, {ms}, {me, ms, ma}, {ma}, {mi}

megolddst kapjuk. Ldthatd, hogy az elvégzendd munkdkat 11 blokkra bontottuk mindkét esetben. Megdllapithatjuk,
hogy az L1 ldnc daraboldsdval kétgépes kornyezetben nem kapunk optimdlis megolddst, hiszen a Coffman-Graham
algoritmussal 9 munkafdzist alakitottunk ki. Az is kénnyen ldthatd, hogy az Lo ldncbdl szintén nem kapunk
optimdlis megolddst.

Az optimalis megoldas elallitasahoz a [8] cikk algoritmusanak bemeneteként a Coffman-Graham algoritmus
cimkéz§ lépését is hasznalhatjuk, hiszen az lancot eredményez. Konnyen lathatd, hogy a kimenetként adodod
blokkok nem adnak minimalis linearis kongruencidt, azaz nem kapjuk meg az iitemezési feladat megoldasat. A
blokkok antilanc tulajdonsagat kell helyreéllitani, igy az alabbi lépésekkel generdljuk az optimalis megoldast:

1. Cimkézziik az elemeket a Coffman-Graham algoritmus cimkéz6 lépésének megfelelGen.

2. A kapott lancot a rakovetkezGségi tulajdonsag felhasznalasaval blokkokra bontjuk.

3. A blokkokon antilanc vizsgalatot végziink. Ha a blokk antilanc, akkor osztalyként kezeljiik, ha nem, akkor
feldaraboljuk csokkend cimkék szerint létrehozott antilancok unidjara, igy alakitva ki az ekvivalenciaoszta-
lyokat.

4. Példa. Tekintsik ismét az 1. dbrdval szemléltetett itemezési feladatot! A lincban ekkor csékkend cimkével
taldljuk az elemeket:

L4 : mig, m1s, M14, M13, M12, M11, M1o0, Mo, Mg, M7, Mg, M5, M4, M3, M2, M1
Az eljards eredményeként adddé blokkok:
My = {mis,mis}, Mo = {mis,miz}, Ms={mia},

M, = {m117m10,mg,ms,m77m6,m57m47m37m2}7 Ms = {ml}

Vizsgdljuk a kialakitott blokkok esetén az antildnc tulajdonsdgot! My, M2, Ms és Ms antildncok, viszont My nem
az, 1gy szikség van az antildncokra tordelésre:

My = {mi1,m10,mo} U {ms, mz} U{me, ms,ma} U{ms, ma}
Hdrom gépre az aldbbi, 8 osztdlyt tartalmazd optimadlis megolddst kaptuk:

2. tabldazat

G mie miq mi2 mii mg me ms mi
Gs mis mi3 — mio my ms m2 -
Gg — — — mo - my — —
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A dualis Dilworth tételbsl kovetkezik (2. Tétel), hogy egy tetszéleges részbenrendezett halmaz esetén a maxi-
malis lanc hossza egyenld az antilancokkal torténd fedés esetén a sziikséges antilancok minimalis szdméval. Ennek
megfelelGen azonnal lathatd, hogy legalabb annyi antilancra van sziikség a fedéshez, mint ahény eleme a maxima-
lis hosszisagu lancnak van. Tehat a parhuzamos berendezéseket tartalmazo iitemezési feladatok megoldasanak
elGallitasdhoz olyan antilanc fedést és lancot kell keresniink, amelyek esetén az antilancok szdma megegyezik a
lanc hosszaval. Ezt a kérdést jarjuk koriil a 2. Tétel segitségével. Elgszor atfogalmazzuk a tételt [6] alapjan, hogy
céljainknak jobban megfeleljen.

4. Tétel. Legyen (M, <) egy véges, t magassdgu részbenrendezett halmaz. Ekkor M felbonthaté az My, Ma, - -+ , M,
részhalmazok unidjdra ugy, hogy minden i € {1,2,...,t} ésm € M; esetén az dsszes olyan p elemre, melyre p < m,
pe M UMyU---UM,;_1 is teljesiil.

Bizonyitds. A bizonyitast részletesen kozoljiik, mivel egy lehetséges algoritmust ad az egymaéassal parhuzamosan
végezheto feladatok csoportjainak kialakitasara. Legyen m € M egy tetszdleges elem az (M, <) részbenrendezett
halmazban. Az m elemet soroljuk be az M; részhalmazba, ha az m-ben végz6dé leghosszabb lanc hossza .
Ezzel létrehoztuk az M, Ma,--- , M; részhalmazokat, melyek paronként diszjunktak, hiszen nincs olyan elem,
amit tobb osztalyba is be lehetne sorolni, és egyik részhalmaz sem iires, hiszen ha a leghosszabb lanc elemei
my < mg < -+ < my, akkor m; € M;, i ={1,2,...,t}.

Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy van olyan ¢ index és m € M; elem, amelyhez van olyan p < m elem,
hogy p ¢ M1 UMz U ---U M;_1. Ekkor kell lennie olyan p-ben végz6ds L lancnak, amelynek a hossza legalabb i.
Mivel p < m és p # m az L lanc kiterjeszthet az m elemig. Igy talaltunk olyan lancot, amely m-ben végzGdik és
a hossza legalabb 7 + 1, ami ellentmondas. |

1. Kovetkezmény. Az (M, =) idtemezési feladat elvégzéséhez sziikséges minimdlis idé megegyezik az (M, <)
részbenrendezett halmaz magassdgdval, azaz mazimdlis ldncinak hosszdval.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a 4. Tétel alapjan az M; blokk elemei egyszerre, az i-edik 1épésben titemezhetsek,
hiszen az 6sszes M;-beli munkanal korabban elvégzendd munkak mar valamelyik alacsonyabb sorszami blokknak
az elemei. O

3. Megjegyzés. Az itemezéselméletben a feladatot modellezd részbenrendezett halmaz leghosszabb ldncdt gyakran
kritikus dtnak nevezik, hiszen a ldnc hosszandl kevesebb elemszdmi lépésben a kérdéses munka nem végezhetd el.

A 4. Tétel bizonyitasaban leirt modszerrel létrehozhatjuk az M = M; U Mz U --- U M, particiot, ahol a
particiéban szerepl6 M; részhalmazok az egymaéssal parhuzamosan végezhet6 munkakat tartalmazzak. A mod-
szer algoritmizalasakor minden egyes m elemrdl el kell donteni, hogy melyik az a leghosszabb lanc, mely m-ben
végzGdik. Az ilyen lancok feltérképezése és a lanchosszok maximumanak meghatarozasa nagy elemszami és rela-
ci6szamu részbenrendezett halmaz esetén nem egyszerd feladat. Az egyméassal parhuzamosan végezheté munkak
csoportjainak meghatarozdsa mohé algoritmusok segitségével is megvalosithaté. Ezt az eljarast minimdlis elem
mddszernek nevezziik, mert lényegi 1épése a részbenrendezett halmaz minimalis elemeinek meghatarozasa. Egy
adott a elem esetén megvizsgaljuk, van-e olyan b # a elem, amelyre b < a. Ha egyetlen ilyen elem sincs, akkor
a minimalis, egyébként nem. Els§ lépésben az A; halmazba Osszegytjtjiik az (M, <) részbenrendezett halmaz
Osszes minimalis elemét, majd M-bdl toroljiik az A; elemeit és a relaciok listajabol az Gsszes relaciot, melyben
Ai-beli elem szerepelt. Az eljarast folytatjuk az (M \ A1, X) részbenrendezett halmazra, ennek minimalis ele-
mei alkotjék az Ao halmazt és igy tovabb. Vildgos, hogy minden egyes A; halmaz M-nek egy antilanca, hiszen
egy részbenrendezett halmaz miniméalis elemei nem lehetnek egymaéssal Osszehasonlithaték. Ha M legnagyobb
lancanak hossza t, akkor a fenti modszerrel éppen t antilanc uniéjara bontjuk M-et, hiszen a maximalis lanc
elemei mind kiilénb6z6 antilancokba keriilnek. Vegyiik észre, hogy a minimélis elem modszerrel kapott particié
Aiq, Ag, ..., A blokkjai megegyeznek a 4. Tétel altal elGallitott felbontas My, M, ..., M blokkjaival, tovabba
minimalis linearis kongruenciat eredményeznek. Tegyiik fel, hogy a € A; valamely ¢ = {1,2,...,t} esetén, azaz
a az i-dik lépésben lett minimalis elem. Ez azt jelenti, hogy el6tte mar volt ¢ — 1 nala kisebb elem, tehat a egy
i hosszi lanc befejezs eleme, és ez az a-ban véget éré leghosszabb lanc volt, mert kiilonben a mar hamarabb
minimalis elemmé valt volna. Ezért a € M;, azaz A; C M;. Megforditva, tegyiik fel, hogy m € M; valamely
i ={1,2,...,t} esetén. Ekkor van legalabb egy ¢ hosszt lanc, melynek m a maximalis eleme. Ennek a lancnak a
j-edik elemét Aj-be soroljuk a minimalis elem moédszerrel j = {1,2,...,7 — 1}), a lanc i-edik elemét, m-et pedig
az A; halmazba, tehat M; C A, is teljesiil, azaz M; = A; minden ¢ = {1,2,...,t}) esetén.
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5. Példa. Tekintsik tjra az 1. dbrdval szemléltetett iitemezési feladatot! Alkalmazzuk a minimdlis elem mddszert!
Ekkor négy gépes kérnyezetre az aldbbi optimdlis megolddst kapjuk:

3. tdbldzat

Gl : mie mia mi2 mi1 ms me ma mi
Gs mis — — mio my ms - -
G3 mi3 - - mg — ma - -
Gy — — — — — ms — —

4. Osszefoglalas

Utemezési problémak gyakran fordulnak el gy az operacikutatas, mind az elméleti szamitastudomany teriile-
tén. Szamos modell az NP-nehéz feladatok osztalydba tartozik, ezért az optimélis megoldast ad6é exponenciélis
id6igényd algoritmusok id6 vagy memodria gondok miatt nem hasznalhatok a gyakorlatban jelentkezs feladatok
esetén. Fontos tehat olyan algoritmusok kidolgozéasa, amelyek gyorsan és hatékonyan optimalis vagy kozel opti-
mélis megoldéast eredményeznek redukalt kérnyezetben. Cikkiinkben megel6zési feltételeket tartalmazé litemezési
problémékat modelleziink részbenrendezett halmazokkal. Az optimalis megoldast moho lépést tartalmazé algo-
ritmussal allitjuk el6 minimalis linearis kongruencia forméjaban.
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