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Absztrakt

Az ütemezési problémák egy alternatív megközelítését jelentik azok az eljárások, amelyek a diszkrét matematika
eszközeivel dolgoznak. A részbenrendezett halmazok rendezés-kongruenciáinak tanulmányozásakor világossá vált,
hogy a minimális lineáris rendezés-kongruenciák jól alkalmazhatók ütemezési feladatok megoldására. Ez a metó-
dus nemcsak akkor használható, ha egy gép dolgozik, hanem kiterjeszthet® olyan esetekre is, amikor egymással
párhuzamosan több egységnyi kapacitású gép dolgozhat. Cikkünkben a megel®zési feltételeket tartalmazó ütemezési
feladatokra olyan optimális vagy közel optimális megoldást adó algoritmusokat mutatunk be, amelyek a megoldást
minimális lineáris kongruencia formájában állítják el®.

Kulcsszavak: részbenrendezett halmaz, lineáris kiterjesztés, párhuzamos ütemezés, rendezés-kongruencia

Abstract

Scheduling problems can be alternately approached by methods based on discrete mathematical tools. Studying
the order congruences of partially ordered sets it became clear that the minimal linear order congruences can be
successfully applied in solving scheduling problems. This technique can be used in the single machine case and it
can be extended to multimachine environment where machines work parallelly. In this paper we discuss scheduling
problems given by precedence constraints and show algorithms yielding optimal or quasi optimal solutions in the
form of minimal linear congruences.

Keywords: poset, topological sorting, parallel scheduling, order congruency

1. Bevezetés

Az ütemezési problémákban adott, elvégzend® tevékenységek egy olyan sorrendjét kell meghatároznunk, amely
valamilyen szempont alapján optimális. Ilyen feladatokkal a mindennapi életben is gyakran találkozunk, hiszen
napi id®beosztásunk megtervezése vagy egy többfogásos vacsora elkészítése is igényli az egymásra épül® tevé-
kenységek átgondolt ütemezését. A gyártási, termelési folyamatok területén jelentkez® ütemezési problémákban
adott munkák gépeken való elvégzésének sorrendjét optimalizáljuk valamilyen célfüggvény szerint, bizonyos fel-
tételek mellett. A probléma megoldása alatt egy ütemezés megadását értjük, mely meghatározza, hogy melyik
munkát mikor és melyik gépen végezzük el [4]. Általános szabály, hogy a munkák elvégzéséhez felhasznált gé-
pek mindegyike egy id®ben legfeljebb egy munkán dolgozhat és minden munkát egy id®ben legfeljebb egy gépen
végezhetünk. Ha több gép is rendelkezésre áll, akkor feltesszük, hogy a gépek teljesen egyformák és további egy-
szer¶sítésként az egyes munkákhoz tartozó megmunkálási id®ket is azonosnak, egységnyi idej¶nek tételezzük fel.
Ezek az el®feltevések ugyan kizárják a bonyolultabb modellek tárgyalását, de célunk nem is ez, hanem speciális
ütemezési feladatok vizsgálata, a matematikai háttérként szolgáló részbenrendezett halmazokhoz tartozó elméleti
eredmények gyakorlatba történ® átültetésével. Az elvégzend® feladatok - vagy azok egy része - között megel®zési
feltételek lehetnek de�niálva, azaz bizonyos munkákat csak akkor lehet elkezdeni, ha a munkák egy meghatározott
részét már befejeztük. Ezek a feltételek a munkák halmazán értelmezett részbenrendezési relációval adhatóak meg.
Ha ismerjük a részbenrendezés lineáris kiterjesztésének a fogalmát, egy ilyen kiterjesztés meghatározásával már
meg is adtuk az ütemezési feladat egy lehetséges megoldását a legegyszer¶bb esetben, az egygépes környezetben.
Ütemezési feladatok megoldásakor tehát lineáris rendezéseket keresünk. Szpilrajn klasszikus tétele értelmében
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bármely részben-rendezés kiterjeszthet® lineárissá [9]. Vannak azonban a gyakorlatban olyan esetek, amikor nem
szükséges az elemek között teljes lineáris rendezést megadni, hanem érdemesebb nagyobb egységeket (csoportokat,
blokkokat, tömböket, osztályokat) képezni. Ekkor olyan osztályozás érdekel bennünket, ahol az osztályok közöt-
ti részbenrendezés lineáris. Adott tehát egy véges elemszámú halmaz, amelyet diszjunkt részhalmazokra, tehát
osztályokra kell felosztani úgy, hogy az osztályok között létrejöv® részbenrendezés lineáris legyen, az osztályokon
belül pedig egy ekvivalenciareláció érvényesüljön. Az ütemezési feladat megoldása során tehát lényegében egy
véges elemszámú részbenrendezett halmazt osztályozunk úgy, hogy az eredeti részbenrendezés a részhalmazok
között egy újabb részbenrendezést indukáljon [8].

Az ütemezési feladatok tömör leírására gyakran alkalmazzák az (α | β | γ) hármast, ahol α jelöli a gépekkel
kapcsolatos megkötéseket, a β mez® tartalmazza az egyéb feltételeket és γ adja meg a célfüggvényt [7]. Az általunk
vizsgált feladatokban α értéke 1 vagy P lehet, azaz vizsgálunk egy és többgépes feladatot is; a β halmaz a pj = 1
és a prec feltételeket tartalmazza, ami azt jelenti, hogy minden megmunkálási id® egységnyi és vannak megel®zési
feltételek is. A γ mez® értéke a hagyományos jelölés szerint Cmax az általunk vizsgált feladatokban, vagyis a
teljes átfutási id® szerint optimalizálunk. Célunk tehát a munkafolyamat kezdetét®l a végéig tartó id®tartam
minimalizálása.

Cikkünkben olyan ütemezési feladatok megoldásával foglalkozunk, ahol a megoldást mohó algoritmussal ge-
nerált minimális lineáris kongruenciák segítségével adjuk meg.

2. A részbenrendezett halmazok elméletének alapfogalmai

Legyen H egy tetsz®leges halmaz és � egy reláció a H halmaz elemein. A � relációt részbenrendezésnek hívjuk,
ha

• re�exív, azaz minden x ∈ H esetén x � x,
• antiszimmetrikus, azaz x � y és y � x esetén x = y,
• tranzitív, azaz x � y és y � z esetén x � z.

A (H,�) párt részbenrendezett halmaznak nevezzük, ha a � reláció egy részbenrendezés. Ha x � y és x 6= y,
akkor az x ≺ y jelölést alkalmazzuk.

1. Megjegyzés. Gráfelméleti terminológiával élve a (H,�) részbenrendezett halmaz egy irányított gráf, ahol H a
csúcsok halmaza, az éleket pedig a � relációval adjuk meg. A részbenrendezés tranzitív és antiszimmetrikus tulaj-
donsága segítségével könnyen belátható, hogy a gráf aciklikus, azaz nem tartalmaz kört, leszámítva a re�exivitásból
adódó hurkokat.

Legyen (H,�) egy részbenrendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy az x ∈ H és y ∈ H elemek összehasonlítható-
ak, ha vagy x � y vagy y � x (vagy mindkett®) teljesül. Ellenkez® esetben az elemeket nem-összehasonlíthatóknak
hívjuk és az x || y jelölést alkalmazzuk.

Az a ∈ H elemet a H halmaz

• maximális elemének hívjuk, ha minden b ∈ H esetén vagy b � a vagy b || a,
• legnagyobb elemének hívjuk, ha minden b ∈ H esetén b � a teljesül,
• minimális elemének hívjuk, ha minden b ∈ H esetén vagy a � b vagy b || a,
• legkisebb elemének hívjuk, ha minden b ∈ H esetén a � b teljesül.

Egy részbenrendezett halmaznak legfeljebb egy legnagyobb és egy legkisebb eleme lehet, de lehet több maximális
vagy minimális eleme is.

Ha a részbenrendezési relációval a H halmaz bármely két eleme összehasonlítható, akkor a relációt teljes rende-
zésnek hívjuk. Ha (H,�) részbenrendezett halmaz, akkor láncnak hívjuk az A ⊆ H halmazt, amennyiben bármely
a ∈ A, b ∈ A elemek esetén a � b vagy b � a teljesül. Tehát egy részbenrendezett halmaz teljesen rendezett
részhalmazai a láncok. Az A lánc hossza alatt az A halmaz elemszámát értjük. Az A láncot maximális láncnak
nevezzük, ha nem valódi részhalmaza egyetlen más láncnak sem. A maximális lánc hosszát a részbenrendezett
halmaz magasságának hívjuk. Vegyük észre, hogy ha egy lánc maximális, akkor tartalmaznia kell a részbenrende-
zett halmaz egy minimális és egy maximális elemét is. Ha B ⊆ H, és B bármely két eleme nem-összehasonlítható,
akkor B-t antiláncnak hívjuk. A B antiláncot maximálisnak nevezzük, ha nem valódi részhalmaza egyetlen más
antiláncnak sem. A maximális antilánc elemszámát a részbenrendezett halmaz szélességének hívjuk. Vegyük
észre, hogy bármely A láncnak és bármely B antiláncnak legfeljebb egy közös eleme lehet, hiszen két közös pont
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esetén azoknak egyszerre kellene összehasonlíthatóknak és nem-összehasonlíthatóknak is lenniük, ami lehetetlen.
A láncokkal és antiláncokkal kapcsolatos alapvet® összefüggéseket írja le Dilworth tétele és annak duálisa [10].

1. Tétel (Dilworth tétel). Legyen w a (H,�) részbenrendezett halmaz szélessége. Ekkor H felbontható w darab
lánc uniójára, kevesebbre viszont nem.

2. Tétel (Duális Dilworth tétel). Legyen h a (H,�) részbenrendezett halmaz magassága. Ekkor H felbontható h
darab antilánc uniójára, kevesebbre viszont nem.

2. Megjegyzés. A duális Dilworth tétel Mirsky tételként is ismert az irodalomban [2].

Az ütemezési feladatok szempontjából nagy jelent®sége van a megel®zési feltételek által kijelölt részbenrendezés
lineáris kiterjesztéseinek.

1. De�níció. Legyen (H,�) részbenrendezett halmaz és �T teljes rendezés a H halmazon. Azt mondjuk, hogy a
�T teljes rendezés a � részbenrendezés lineáris kiterjesztése, vagy más néven a H halmaz topologikus sorrendje,
ha minden

x, y ∈ H,x � y esetén x �T y teljesül.

3. Tétel (Szpilrajn [9]). Tetsz®leges (H,�) részbenrendezett halmaz esetén a � részbenrendezésnek van lineáris
kiterjesztése.

A lineáris kiterjesztés általában nem egyértelm¶. Egy részbenrendezésnek az alaphalmaz és a reláció elemszá-
mától függ®en számos lineáris kiterjesztése lehet, azonban az összes lánc generálására és megvizsgálására általában
nincs elegend® kapacitás.

Az ütemezési feladatot modellez® (M,�) részbenrendezés esetén a megoldáshoz az M halmaz elemeit célszer¶
diszjunkt részhalmazokra felosztani. Alkalmazzuk a továbbiakban az {M1,M2, . . . ,Mt} , (t ≤ n) jelölést egy ilyen
osztályozásra. Mivel {M1,M2, . . . ,Mt} , (t ≤ n) osztályozása M-nek, így tartozik hozzá egy ρ ekvivalenciareláció.
Ennek megfelel®en

M/ρ = {M1,M2, . . . ,Mt} ,
azaz a vizsgált partíció a ρ ekvivalenciareláció faktorhalmaza. Tekintsük továbbá azt a

ϕ :M →M/ρ

függvényt, amely azmi (i ∈ 1, 2, . . . , n)munkához hozzárendeli azt azMj (j ∈ 1, 2, . . . , t) fázist, amelyben a munka
elvégzésre kerül, azaz

ϕ (mi) :=Mj ,

ha mi ∈Mj . A rendezés-kongruenciának a [5] dolgozatban megadott fogalmát esetünkben az alábbi megfogalma-
zásban célszer¶ használni.

2. De�níció. A ρ ekvivalencia relációt rendezés-kongruenciának nevezzük az M halmazon, ha az M/ρ faktorhal-
mazon értelmezhet® olyan �ρ részbenrendezés, amelyre nézve a ϕ függvény rendezés®rz®, azaz bármely mi � mj

(mi,mj ∈M) esetén ϕ(mi) � ϕ(mj) teljesül.

A fenti de�nícióban alkalmazott �ρ jelölésre az indukált részbenrendezés elnevezést használjuk. A 2. De�níci-
óból azonnal adódik, hogy ha ρ rendezés-kongruenciája az (M,�) részben-rendezett halmaznak, akkor ρ egybeesik
a ϕ izoton függvény magjával. Az (M,�) részbenrendezett halmaz rendezés-kongruenciáinak halmazára a ϑ (M)
jelölést használjuk. Az ütemezési feladat megoldásához olyan ρ ∈ ϑ(M) kongruenciára van szükség, amelyre a
kialakított részhalmazok között létrejöv® �ρ indukált részbenrendezés lineáris, tehát az (M/ρ,�ρ) faktorhalmaz
lánc.

3. De�níció. Egy ρ ∈ ϑ(M) rendezés-kongruenciát az (M,�) lineáris rendezés-kongruenciájának nevezünk, ha
az (M/ρ,�ρ) faktorhalmaz lánc. Minimális lineáris rendezés-kongruenciáról beszélünk, ha (M,�)-nek nincs olyan
θ 6= ρ lineáris rendezés-kongruenciája, amelyre θ ⊂ ρ.

A nem túl nagy elemszámú részbenrendezett halmazok jól szemléltethet®k Hasse-
diagrammal. A (H,�) részbenrendezett halmazt az 1. Megjegyzés értelmében egy irányított gráfként ábrázoljuk,
de elhagyjuk a re�exitivás miatti hurkokat és a tranzitivitásból adódó éleket. A re�exív és tranzitív redukció
módszerével úgy csökken az irányított gráf éleinek száma, hogy a modellezett ütemezési feladatban a megel®zési
feltételek nem változnak meg. Általában a � reláció által kijelölt irányítást sem jelöljük külön az ábrán, hanem
x ≺ y esetén az x elemet az y elem alatt helyezzük el a diagramon.
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A mohó algoritmusok gyakran sikeresen használható heurisztikák optimalizálási feladatok megoldása során.
Általános jellemz®jük, hogy a probléma egy vagy több megoldását úgy alkotják meg, hogy választások sorozatát
hajtják végre. A lokálisan legjobb lépés választásával generált megoldás azonban nem feltétlenül optimális, azon-
ban bizonyos feladattípusok esetén érdemes applikálni a módszert, ugyanis számos esetben jól alkalmazható és
egyszer¶en implementálható. További el®nye, hogy a mohó algoritmusok futási ideje nagyon jó, általában lineáris.
A mohó stratégiával egy megoldandó feladatra akkor adható optimális megoldás, ha az a részproblémák esetén
kapott optimális megoldásokból felépíthet®. Ütemezési feladatok megoldása esetén a módszer bizonyíthatóan sok
esetben nyújt optimális vagy közel optimális megoldást. Ismert, hogy az ütemezési feladatot modellez® rész-
benrendezés lineáris kiterjesztéseinek létrehozására mohó stratégiát tartalmazó algoritmusok megfelel® kimeneti
eredménnyel alkalmazhatók [8], [10].

3. Megel®zési feltételeket tartalmazó ütemezési feladatok

Részbenrendezett halmazok a gyakorlatban ott lépnek fel, ahol a vizsgált objektumok között természetes
módon hierarchikus viszonyok létesíthet®k. A megel®zési feltételeket is tartalmazó ütemezési problémák tehát
részbenrendezett halmazokkal jól modellezhet®ek, akár gyártási-termelési folyamatok keretében, akár általánosabb
értelemben tekintjük ®ket. Tegyük fel, hogy adott az elvégzend® munkák egy M = {m1,m2, . . . ,mn} véges
halmaza, továbbá adott a munkák sorrendjére vonatkozóan egy precedencia-reláció, azaz mi � mj azt jelöli, hogy
az i-edik munka elvégzése id®ben megel®zi a j-edik munkát (i, j ∈ {1, 2, . . . , n}). Nyilvánvaló, hogy az így de�niált
relációval az (M,�) pár egy részbenrendezett halmaz.

3.1. Egygépes ütemezés

Az (1 | Pj = 1, prec | Cmax) hármassal de�niált ütemezési feladatban egy gép végzi az összes munkafeladatot,
mindegyiket egységnyi id® alatt, a munkák között megel®zési feltételek is adottak és célunk a teljes átfutási id®
minimalizálása. A 3. Tétel alapján minden részben rendezés kiterjeszthet® lineáris rendezéssé. Könny¶ látni,
hogy egy ilyen, lineáris rendezéssel de�niált ütemezés során a gép folyamatosan dolgozik, így az n munkát n id®
alatt végzi el, optimálisan megoldva így az ütemezési feladatot. A kérdés tehát csak az, hogy milyen algoritmussal
keressük az (M,�) részbenrendezett halmaz esetén az M lehetséges topologikus sorrendjeit.

A Trotter-féle mohó algoritmus az (M,�) részbenrendezett halmaz esetén a � reláció lineáris kiterjesztését
úgy állítja el®, hogy az els® lépésben az M minimális elemei közül választ egyet. Ha a lánc els® x1, ..., xi tagja
már megvan, akkor az i+ 1-edik elemet az

(M \ {x1, ..., xi},�)

részbenrendezett halmaz minimális elemeinek halmazából választja a mohó feltétel szerint. Ez azt jelenti, hogy
i > 0 esetén nem tetsz®legesen választ a minimális elemek közül, hanem azokra a minimális elemekre sz¶kít,
amelyek az el®z® lépésben kiválasztott elemmel összehasonlíthatóak, amennyiben van ilyen elem [10]. Könnyen
látható, hogy ez az algoritmus egy részbenrendezett halmaz esetén számos lineáris kiterjesztés generálását lehet®vé
teszi, viszont nem alkalmas az összes lineáris kiterjesztés létrehozására. Egygépes ütemezések esetén, ahol maga
a lineáris kiterjesztés a feladat megoldása, a mohó algoritmussal gyors megoldást adhatunk.

1. Példa. Legyen

M = {m1,m2,m3,m4,m5,m6,m7,m8,m9,m10,m11,m12,m13,m14,m15,m16}

és az (M,�) részbenrendezett halmazzal reprezentált ütemezési feladatot az 1. ábrán látható Hasse-diagrammal
szemléltetjük. A Trotter-féle mohó algoritmussal ekkor például az alábbi láncokat kaphatjuk meg:

L1 : m16,m15,m14,m13,m12,m11,m10,m8,m6,m9,m7,m3,m5,m4,m2,m1

és

L2 : m16,m15,m14,m13,m12,m9,m7,m3,m11,m10,m8,m6,m5,m4,m2,m1.

Az algoritmussal még további láncok is készíthet®k. Könnyen látható az is, hogy például az

L3 : m16,m15,m14,m13,m12,m9,m10,m11,m7,m8,m6,m5,m4,m2,m3,m1

lánc szintén lineáris kiterjesztése az eredeti részbenrendezésnek, azonban ezt a láncot a Trotter-féle mohó algoritmus
nem állítja el®.
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1. ábra. Hasse-diagram a vizsgált ütemezési feladathoz

3.2. Többgépes ütemezés

A korábban tárgyalt egygépes ütemezési feladatot a munkák között adott részbenrendezési reláció egy megfelel®
lineáris kiterjesztésének megadásával oldottuk meg, ami úgy rendezi sorrendbe az egyes munkákat, hogy az azokra
megszabott sorrendi kötöttségeket betartja. Ezzel a megoldással a teljes munka elvégzéséhez szükséges összid®
megegyezik a részmunkák elvégzéséhez szükséges id®tartamok összegével, hiszen csak akkor kezdhetünk bele a
következ® munkába, ha az el®z®t már befejeztük. Gyakran van azonban lehet®ségünk arra, hogy csökkentsük a
teljes átfutási id®t a munkafolyamatok párhuzamosításával, hiszen lehetséges, hogy ugyanannak a munkafázisnak
az elvégzésére egyszerre több gép is rendelkezésünkre áll és általában a munkák között vannak nem összehason-
líthatóak, azaz olyanok, melyek esetén nem kell megvárnunk az egyik befejezését ahhoz, hogy elkezdhessük a
másikat. Valójában egyetlen olyan eset van, amikor csak szekvenciálisan képzelhet® el a munkafolyamat, amikor
az m1,m2, . . . ,mn munkák esetén teljesülnie kell az mi ≺ mi+1 relációnak minden i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}-re. Ekkor
az ütemezési feladatnak egyetlen megoldása van, méghozzá az n hosszúságú {m1,m2, . . . ,mn} lánc. A párhu-
zamosan m¶köd® berendezések esetén a problémák megközelíthet®k két részfeladat összességeként is. Egyrészt
meg kell találni a munkák gépek közötti optimális elosztását, másrészt meg kell határozni az egyes gépeken az
elvégzend® feladatok leghatékonyabb sorrendjét.

A továbbiakban a többgépes ütemezések legegyszer¶bb változatával, a párhuzamos gépek esetével foglalkozunk,
azaz feltételezzük, hogy korlátlan számú, teljesen egyforma gép áll rendelkezésünkre. Ha a gépek száma el®re
rögzített, akkor további speciális ütemezési feladatosztályokba tartozó problémákkal állunk szemben. Az (P | Pj =
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1, prec | Cmax) típusú feladatok általánosságban NP-nehéz problémák, de bizonyos megkötésekkel polinomiális
id®ben megoldható feladatokhoz juthatunk.

Co�man és Graham algoritmusa pédául a kétgépes (P2 | Pj = 1, prec | Cmax) feladatot helyesen oldja meg,
tehát optimális megoldást eredményez [1], [4]. Az algoritmus els® lépésében az ütemezési feladatot modelle-
z® irányított gráf tranzitív redukcióját kell elvégezni. Esetünkben erre nincs szükség, hiszen a Hasse-diagram,
amellyel az ütemezési feladatot modellezzük, nem tartalmaz háromszöget. A második lépésben osztályozzuk,
majd címkézzük természetes számokkal a munkákat az alábbi lépésekben:

1. Kiválasztjuk a részben-rendezett halmaz maximális elemeit. Ezeket 1-t®l kezd®d®en beszámozzuk.
2. Megkeressük azokat az elemeket, amelyek maximális elemekké válnak, ha az el®z® lépésben címkével ellátott

elemeket töröljük. Ezen elemek címkézéséhez a korábban címkével ellátott csúcsokhoz rendelt értékeket
használjuk fel úgy, hogy minden pont mellé odaírjuk a rákövetkez® csúcsok címkéjét csökken® sorrendben,
majd a kapott sorozatokat lexikogra�kus sorrend szerint rendezzük és ennek megfelel®en címkézzük.

3. A fenti lépést addig folytatjuk, míg valamennyi munka címkézetté válik.
4. Amikor minden munka címkézett, akkor csökken® címke szerinti listás ütemezést végzünk, azaz amikor egy

gép szabaddá válik, akkor ráütemezzük a soron következ® feladatot.

Megjegyezzük, hogy a Co�man-Graham algoritmus címkéz® lépése lényegében a vizsgált részbenrendezés egy
lineáris kiterjesztését állítja el®, míg utolsó lépése mohó stratégiát követ, hiszen minden döntési pontban az adott
helyzetben optimálisnak látszó, azaz szabad gépet választja.

2. Példa. A 1. ábrán látható Hasse-diagramon a csúcsok számozása a Co�man-Graham algoritmus címkéz®
lépésének megfelel®en történt. Két gépre az alábbi optimális ütemezés adható az algoritmussal:

1. táblázat

G1 : m16 m14 m12 m11 m8 m6 m4 m2 m1

G2 : m15 m13 m9 m10 m7 m5 m3 − −

Kétgépes környezetben tehát 9 osztályra bontható az elvégzend® munkák halmaza.

Igazolható, hogy a Co�man-Graham algoritmus három, illetve több gép esetén már nem feltétlenül ad optimális
megoldást.

Formálisan a munkák párhuzamosítása többgépes ütemezés esetén azt jelenti, hogy az M = {m1,m2, . . . ,mn}
halmazt páronként diszjunkt részhalmazokra osztjuk fel (particionáljuk), azaz létrehozzuk az M1,M2, · · · ,Mt,
(t ≤ n) blokkokat úgy, hogy

M =M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mt,

és az egy blokkba került munkák ne legyenek egymással összehasonlíthatóak. Ha megadjuk az így létrehozható
partíciók elemszámának minimumát, akkor megválaszoljuk azt a kérdést, hogy mennyi az a legkevesebb id®, ami
alatt a teljes munkafolyamat elvégezhet® az optimális párhuzamosítás alkalmazásával.

Ha a Trotter-féle mohó algoritmust kiegészítjük a [8] cikkben szerepl® algoritmussal, akkor megkaphatjuk adott
részbenrendezés esetén az ütemezési feladat megoldását minimális lineáris kongruencia formájában. Ha tekintjük
az

L : x1, ..., xn (xi = mj , i, j ∈ {1, 2, ..., n})
láncot, akkor el® kell állítanunk az

M1 = [x1, xi1 ], M2 = [xi1+1, xi2 ], ... Mt = [xit−1+1, xn]

intervallumokat. Az így kialakított partíció az M halmaz kongruenciája. Lineáris kongruenciát a 3. De�níció
értelmében akkor kapunk, ha az

{M1,M2, ...,Mt}
halmazon indukált részbenrendezés lineáris. Ez akkor következik be, ha bármely két egymást követ® Mj ,Mj+1

(j ∈ {1, ..., t − 1}) intervallum esetén léteznek olyan xk ∈ Mj és xl ∈ Mj+1 (1 ≤ k < l ≤ n) elemek, amelyekre
fennáll, hogy xk � xl. Ahhoz, hogy minimális lineáris kongruenciát állítsunk el® az szükséges, hogy a kialakított
M1,M2, ...,Mt intervallumok (M,�)-ben antiláncok legyenek és bármely két szomszédosMj ,Mj+1 (j ∈ {1, ..., t−
1}) intervallum esetén találjunk olyan xk ∈ Mj és xl ∈ Mj+1 (1 ≤ k < l ≤ n) elemeket, amelyekre fennáll
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a rákövetkez®ségi tulajdonság, azaz xk ≺ xl. Ezt a [8] cikk algoritmusa azzal éri el, hogy a Trotter-féle mohó
algoritmusból bemenetként kapott láncot úgy darabolja, hogy rákövetkez®ségi kapcsolat esetén új blokkot alakít
ki, ezzel biztosítva azt, hogy az azonos osztályba tartozó elemek antiláncot adjanak. Ezzel a technikával azonban
általában nem kapunk optimális megoldást az ütemezési feladatra.

3. Példa. Ha az 1. ábrával szemléltetett részbenrendezéshez tartozó ütemezési feladat esetén az 1. példában
megadott L1 lineáris kiterjesztést tekintjük, akkor a [8] cikkben található algoritmus az alábbi minimális lineáris
kongruenciát eredményezi:

{m16,m15}, {m14,m13}, {m12}, {m11,m10}, {m8}, {m6,m9},

{m7}, {m3,m5}, {m4}, {m2}, {m1}.

Az L2 lánc esetén pedig a

{m16,m15}, {m14,m13}, {m12}, {m9}, {m7}, {m3,m11},

{m10}, {m8}, {m6,m5,m4}, {m2}, {m1}

megoldást kapjuk. Látható, hogy az elvégzend® munkákat 11 blokkra bontottuk mindkét esetben. Megállapíthatjuk,
hogy az L1 lánc darabolásával kétgépes környezetben nem kapunk optimális megoldást, hiszen a Co�man-Graham
algoritmussal 9 munkafázist alakítottunk ki. Az is könnyen látható, hogy az L2 láncból szintén nem kapunk
optimális megoldást.

Az optimális megoldás el®állításához a [8] cikk algoritmusának bemeneteként a Co�man-Graham algoritmus
címkéz® lépését is használhatjuk, hiszen az láncot eredményez. Könnyen látható, hogy a kimenetként adódó
blokkok nem adnak minimális lineáris kongruenciát, azaz nem kapjuk meg az ütemezési feladat megoldását. A
blokkok antilánc tulajdonságát kell helyreállítani, így az alábbi lépésekkel generáljuk az optimális megoldást:

1. Címkézzük az elemeket a Co�man-Graham algoritmus címkéz® lépésének megfelel®en.
2. A kapott láncot a rákövetkez®ségi tulajdonság felhasználásával blokkokra bontjuk.
3. A blokkokon antilánc vizsgálatot végzünk. Ha a blokk antilánc, akkor osztályként kezeljük, ha nem, akkor

feldaraboljuk csökken® címkék szerint létrehozott antiláncok uniójára, így alakítva ki az ekvivalenciaosztá-
lyokat.

4. Példa. Tekintsük ismét az 1. ábrával szemléltetett ütemezési feladatot! A láncban ekkor csökken® címkével
találjuk az elemeket:

L4 : m16,m15,m14,m13,m12,m11,m10,m9,m8,m7,m6,m5,m4,m3,m2,m1

Az eljárás eredményeként adódó blokkok:

M1 = {m16,m15}, M2 = {m14,m13}, M3 = {m12},

M4 = {m11,m10,m9,m8,m7,m6,m5,m4,m3,m2}, M5 = {m1}

Vizsgáljuk a kialakított blokkok esetén az antilánc tulajdonságot! M1, M2, M3 és M5 antiláncok, viszont M4 nem
az, így szükség van az antiláncokra tördelésre:

M4 = {m11,m10,m9} ∪ {m8,m7} ∪ {m6,m5,m4} ∪ {m3,m2}

Három gépre az alábbi, 8 osztályt tartalmazó optimális megoldást kaptuk:

2. táblázat

G1 : m16 m14 m12 m11 m8 m6 m3 m1

G2 : m15 m13 − m10 m7 m5 m2 −

G3 : − − − m9 − m4 − −
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A duális Dilworth tételb®l következik (2. Tétel), hogy egy tetsz®leges részbenrendezett halmaz esetén a maxi-
mális lánc hossza egyenl® az antiláncokkal történ® fedés esetén a szükséges antiláncok minimális számával. Ennek
megfelel®en azonnal látható, hogy legalább annyi antiláncra van szükség a fedéshez, mint ahány eleme a maximá-
lis hosszúságú láncnak van. Tehát a párhuzamos berendezéseket tartalmazó ütemezési feladatok megoldásának
el®állításához olyan antilánc fedést és láncot kell keresnünk, amelyek esetén az antiláncok száma megegyezik a
lánc hosszával. Ezt a kérdést járjuk körül a 2. Tétel segítségével. El®ször átfogalmazzuk a tételt [6] alapján, hogy
céljainknak jobban megfeleljen.

4. Tétel. Legyen (M,�) egy véges, t magasságú részbenrendezett halmaz. EkkorM felbontható azM1,M2, · · · ,Mt

részhalmazok uniójára úgy, hogy minden i ∈ {1, 2, . . . , t} és m ∈Mi esetén az összes olyan p elemre, melyre p ≺ m,
p ∈M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mi−1 is teljesül.

Bizonyítás. A bizonyítást részletesen közöljük, mivel egy lehetséges algoritmust ad az egymással párhuzamosan
végezhet® feladatok csoportjainak kialakítására. Legyen m ∈M egy tetsz®leges elem az (M,�) részbenrendezett
halmazban. Az m elemet soroljuk be az Mi részhalmazba, ha az m-ben végz®d® leghosszabb lánc hossza i.
Ezzel létrehoztuk az M1,M2, · · · ,Mt részhalmazokat, melyek páronként diszjunktak, hiszen nincs olyan elem,
amit több osztályba is be lehetne sorolni, és egyik részhalmaz sem üres, hiszen ha a leghosszabb lánc elemei
m1 ≺ m2 ≺ · · · ≺ mt, akkor mi ∈Mi, i = {1, 2, . . . , t}.

Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy van olyan i index és m ∈Mi elem, amelyhez van olyan p ≺ m elem,
hogy p /∈M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mi−1. Ekkor kell lennie olyan p-ben végz®d® L láncnak, amelynek a hossza legalább i.
Mivel p � m és p 6= m az L lánc kiterjeszthet® az m elemig. Így találtunk olyan láncot, amely m-ben végz®dik és
a hossza legalább i+ 1, ami ellentmondás. �

1. Következmény. Az (M,�) ütemezési feladat elvégzéséhez szükséges minimális id® megegyezik az (M,�)
részbenrendezett halmaz magasságával, azaz maximális láncának hosszával.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy a 4. Tétel alapján azMi blokk elemei egyszerre, az i-edik lépésben ütemezhet®ek,
hiszen az összes Mi-beli munkánál korábban elvégzend® munkák már valamelyik alacsonyabb sorszámú blokknak
az elemei. �

3. Megjegyzés. Az ütemezéselméletben a feladatot modellez® részbenrendezett halmaz leghosszabb láncát gyakran
kritikus útnak nevezik, hiszen a lánc hosszánál kevesebb elemszámú lépésben a kérdéses munka nem végezhet® el.

A 4. Tétel bizonyításában leírt módszerrel létrehozhatjuk az M = M1 ∪ M2 ∪ · · · ∪ Mt partíciót, ahol a
partícióban szerepl® Mi részhalmazok az egymással párhuzamosan végezhet® munkákat tartalmazzák. A mód-
szer algoritmizálásakor minden egyes m elemr®l el kell dönteni, hogy melyik az a leghosszabb lánc, mely m-ben
végz®dik. Az ilyen láncok feltérképezése és a lánchosszok maximumának meghatározása nagy elemszámú és relá-
ciószámú részbenrendezett halmaz esetén nem egyszer¶ feladat. Az egymással párhuzamosan végezhet® munkák
csoportjainak meghatározása mohó algoritmusok segítségével is megvalósítható. Ezt az eljárást minimális elem
módszernek nevezzük, mert lényegi lépése a részbenrendezett halmaz minimális elemeinek meghatározása. Egy
adott a elem esetén megvizsgáljuk, van-e olyan b 6= a elem, amelyre b � a. Ha egyetlen ilyen elem sincs, akkor
a minimális, egyébként nem. Els® lépésben az A1 halmazba összegy¶jtjük az (M,�) részbenrendezett halmaz
összes minimális elemét, majd M -b®l töröljük az A1 elemeit és a relációk listájából az összes relációt, melyben
A1-beli elem szerepelt. Az eljárást folytatjuk az (M \ A1,�) részbenrendezett halmazra, ennek minimális ele-
mei alkotják az A2 halmazt és így tovább. Világos, hogy minden egyes Ai halmaz M -nek egy antilánca, hiszen
egy részbenrendezett halmaz minimális elemei nem lehetnek egymással összehasonlíthatók. Ha M legnagyobb
láncának hossza t, akkor a fenti módszerrel éppen t antilánc uniójára bontjuk M -et, hiszen a maximális lánc
elemei mind különböz® antiláncokba kerülnek. Vegyük észre, hogy a minimális elem módszerrel kapott partíció
A1, A2, . . . , At blokkjai megegyeznek a 4. Tétel által el®állított felbontás M1,M2, . . . ,Mt blokkjaival, továbbá
minimális lineáris kongruenciát eredményeznek. Tegyük fel, hogy a ∈ Ai valamely i = {1, 2, . . . , t} esetén, azaz
a az i-dik lépésben lett minimális elem. Ez azt jelenti, hogy el®tte már volt i − 1 nála kisebb elem, tehát a egy
i hosszú lánc befejez® eleme, és ez az a-ban véget ér® leghosszabb lánc volt, mert különben a már hamarabb
minimális elemmé vált volna. Ezért a ∈ Mi, azaz Ai ⊂ Mi. Megfordítva, tegyük fel, hogy m ∈ Mi valamely
i = {1, 2, . . . , t} esetén. Ekkor van legalább egy i hosszú lánc, melynek m a maximális eleme. Ennek a láncnak a
j-edik elemét Aj-be soroljuk a minimális elem módszerrel j = {1, 2, . . . , i− 1}), a lánc i-edik elemét, m-et pedig
az Ai halmazba, tehát Mi ⊂ Ai is teljesül, azaz Mi = Ai minden i = {1, 2, . . . , t}) esetén.
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5. Példa. Tekintsük újra az 1. ábrával szemléltetett ütemezési feladatot! Alkalmazzuk a minimális elem módszert!
Ekkor négy gépes környezetre az alábbi optimális megoldást kapjuk:

3. táblázat

G1 : m16 m14 m12 m11 m8 m6 m2 m1

G2 : m15 − − m10 m7 m5 − −

G3 : m13 − − m9 − m4 − −

G4 : − − − − − m3 − −

4. Összefoglalás

Ütemezési problémák gyakran fordulnak el® úgy az operációkutatás, mind az elméleti számítástudomány terüle-
tén. Számos modell az NP-nehéz feladatok osztályába tartozik, ezért az optimális megoldást adó exponenciális
id®igény¶ algoritmusok id® vagy memória gondok miatt nem használhatók a gyakorlatban jelentkez® feladatok
esetén. Fontos tehát olyan algoritmusok kidolgozása, amelyek gyorsan és hatékonyan optimális vagy közel opti-
mális megoldást eredményeznek redukált környezetben. Cikkünkben megel®zési feltételeket tartalmazó ütemezési
problémákat modellezünk részbenrendezett halmazokkal. Az optimális megoldást mohó lépést tartalmazó algo-
ritmussal állítjuk el® minimális lineáris kongruencia formájában.
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