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Absztrakt

Ebben a cikkben féként nemrég publikadlt explicit és stabil numerikus modszereket mutatunk be és ha-
sonlitunk Ossze egymassal és egy implicit modszerrel a linearis hévezetési vagy diffuizios egyenlet
megoldasara. A standard explicit modszerektdl (mint pl. FTCS vagy Runge-Kutta) eltéréen ezek a
modszereK az iddlépés nem polinomidalis Kifejezését hasznaljik a valtozo uj értékeinek kiszamitdsdahoz.
A mddszerek teljesitményét olyan nem trividlis analitikus megoldasok reprodukdldsan keresztiil hason-
litjuk dssze, ahol a diffuzios egyiitthato fiigg a térvaltozotol. A vizsgalt esetekben a legjobb uj modsze-
rek sokkal jobb teljesitményt nyujtanak, mint a hagyomadnyos Runge-Kutta modszerek.

Kulcsszavak: hdvezetési egyenlet, diffiizios egyenlet, explicit modszerek, merev egyenletek; feltétel
nélkiili stabilitas
Abstract

In this paper, we present and compare mainly recently published explicit and stable numerical meth-
ods with each other and with an implicit method for solving the linear heat conduction or diffusion
equation. Unlike standard explicit methods (such as FTCS or Runge-Kutta), these methods use a non-
polynomial expression of the time step size to calculate the new values of the variable. The perfor-
mance of the methods is compared via such non-trivial analytical solutions where the diffusion coeffi-
cient depends on the spatial variable. In the cases studied, the best new methods perform much better
than the traditional Runge-Kutta methods.

Keywords: heat equation, diffusion equation, explicit methods, stiff equations, unconditional stability

1. Bevezetés

Kozismert, hogy az egyik legegyszeriibb tipust transzport-folyamat a diffuzio, és az ezzel matemati-
kailag analdg (Kovacs and Majar, 2018) hovezetés, ami szilard testekben zajlik. A diffuzio részecske-
transzportot, a hGvezetés energia-transzportot jelent. Ezeket a folyamatokat egy masodrendii linearis
parabolikus parcialis differencialegyenlet (PDE), az tgynevezett hdvezetési egyenlet vagy diffuzio-
egyenlet irja le. Egy dimenzioban a regularis diffuzidegyenlet a kdvetkez6 parcialis differencialegyen-
let:
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au(xt) 0%u(x,t)
ot =P x> @

ahol x és t fiiggetlen valds valtozok, u=u (X,t) a keresett fiiggvény, amely fizikai jelentése koncentra-

cid, vagy — a hdvezetésesetén — hdmérséklet, D pedig a diffuzios egyiitthato.

Ezzel az egyenlettel (és altalanositasaival, mint példaul az advekcio-diffuzié egyenlet) szoktak mo-
dellezni a diffuz részecsketranszportot szamos kiilonboz6 fizikai, kémiai és bioldgiai problémaban, pl.
félvezetdkben (Blaj et al., 2017) vagy épp az emberi szervezetben (Le Bihan, 2014). Emellett az
egyenlet hasznalhat6 az épiiletek falain keresztiil térténdé hévezetés szimulalasara (Kareem Jalghaf et
al., 2022), vagy a nedvesség szivargasanak modellezésére réteges struktirakban (Yu et al., 2022).

Az (1) egyenlet ranézésre nagyon egyszeri, igy felmeriil a kérdés, hogy miért nem analitikusan
oldjuk meg. Valdban, ennek az egyenletnek és még az altalanositasainak is sok analitikus megoldasa
ismert, koztiik Gjak is (Mojtabi and Deville, 2015; Barna et al., 2020; Barna and Kersner, 2010; Ma-
tyas and Barna, 2021; Bastani and Salkuyeh, 2012; Agbavon et al., 2019). Sajnos azonban ezek tobb-
sége fizikailag homogén rendszerekre vonatkozik, ahol az egyiitthatok, pl. a D, allandok. A nagyon
kevés ellenpélda egyike Zoppou és Knight eredménye (Zoppou and Knight, 1999), amely analitikus
megoldéasokat ad az advekcio-diffuzio egyenletre az egyiitthatok kozott fennallo specialis Osszefiiggé-
sek esetére.

A miszaki szempontbol érdekes rendszerekben a fizikai tulajdonsadgok, mint a fajho és a termikus
diffuzivitas, nagymértékben és bonyolult moédon valtozhatnak kis tavolsagokon beliil (Lienhard IV and
Lienhard V, 2017; Zimmerman, 2018) (p. 15), gondoljunk csak egy mikroprocesszorra. Ezért a rend-
szert leird matrix elemeinek és igy sajatértékeinek abszolut értéke szamos nagysagrenden keresztiil
valtozhat, ami azt jelenti, hogy a probléma erésen merev (angolul: ,.stiff”) is lehet. Azonban a hagyo-
manyos explicit modszerek csak feltételesen stabilak, vagyis az iddlépésnek kisebbnek kell lennie az
un. CFL kiiszobszamtol. Ez a kiiszob stiff rendszerekre tobbnyire nagyon alacsony, tehat a standard
explicit médszerek az ilyen jellegli problémak megoldasara nem megfeleléek, mivel til kicsi idolépé-
seket kell hasznalni. Ezért szinte kizarolag a jo stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkezé implicit mod-
szereket alkalmazzak (Mascagni, 1990; Mbroh and Munyakazi, 2021). Csakhogy ezek nem egyenlet-
rél egyenletre haladnak a megoldas soran, hanem egyszerre oldjak meg az algebrai egyenletrendszert
minden id6lépés soran, leggyakrabban iterativ modszerekkel. Ez kis rendszerekre gyorsan megy, ha
viszont a matrix nagy méretii, és egynél tobb térdimenzi6 van, akkor ezek az eljarasok rendkiviil id6-
€s memoriaigényesek.

Cikkiink egyik célja, hogy felhivja a figyelmet arra, hogy 1éteznek jobb stabilitasi tulajdonsagokkal
rendelkezd explicit modszerek. Ezek bar nem teljesen kozismertek, szamos kutatocsoport foglalkozik
veliik, 1asd pl. (Appadu, 2017; Karahan, 2007; Sanjaya and Mungkasi, 2017; Pourghanbar et al., 2020;
Harley, 2010; Al-Bayati et al., 2011; Nwaigwe, 2022; Savovi¢ et al., 2022; Berger et al., 2020). Van-
nak koztiik évtizedek Ota ismert ilyen moédszerek, példaul a Dufort-Frankel vagy az odd-even hop-
scotch (,,paratlan paros ugrdiskola”). Az utdbbi években azonban szamos Uj valtozat is megjelent (Ko-
vacs and Gilicz, 2018; Kovacs, 2020a; Saleh et al., 2020a; Saleh et al., 2020b; Nagy et al., 2021a;
Nagy et al., 2021b; Kovacs et al., 2021; Jalghaf et al., 2021; Kovacs, 2020b; Kovacs et al., 2022). Cik-
kiink magyar nyelven eldszor mutat be nagyszamu ilyen modszert és azokat a teszteket, amelyek a
teljesitményiiket Osszehasonlitjak. Az eredeti angol nyelvii cikkekben tobbnyire analitikusan bizonyi-
tottak a modszerek tulajdonsagait és numerikus kisérletekkel demonstraltak, hogy sokkal gyorsabban
lehet veliik difftzio-jellegli problémakat megoldani, mint Ggy, ha a térbeli diszkretizaciot kovetden a
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kozismert MATLAB rutinokat, pl. az ode45-6t hasznalnank. Legutobb megjelent egy olyan angol
nyelvil cikk (Saleh et al., 2022), amelyben 14 ilyen modszert mutatnak be és tesztelnek. Ennek soran
olyan nem trivialis analitikus megoldast hasznaltak referencianak, amely térfiggd diffuzios egyiittha-
tora vonatkozik. A mi cikkiink e munka folytatasanak tekinthetd, és egyik f6 jdonsaga, hogy a legel-
terjedtebb implicit modszerek egyikével is dsszehasonlitjuk az explicit modszereket. A masik, hogy az
analitikus megoldasok koziil nem a Whittaker M, hanem a Whittaker W fiiggvényt hasznaljuk, amely
a Kummer U specidlis fiiggvényt tartalmazza. Tovabba4, teljesen mas paraméterekre teszteliink, példaul
egy olyan esetre is, amely nagysagrendekkel merevebb minden eddigi rendszernél, amelyeken hasonlo
modszereket teszteltek. A tesztek soran azt vizsgaljuk, melyik modszer hogyan teljesit, vagyis milyen
id6lépcsdkre mekkora pontossaggal reprodukalja ezt a megoldast.

2. Az egyenlet és diszkretizalasa inhomogén kozegben

Ha a diffuzié vagy hévezetés nem homogén kozegben zajlik, a kdvetkezd egyenletet alkalmazhatjuk:
ou 0 ou
c(x)p(x)—=—] k(x)— 2
(9205 ==k %) @

ahol hévezetés esetén U=U(F,t) a hdmérséklet (részecske-diffuzio esetén koncentracio), D=k /(cp) @

termikus diffuzivitas, k, ¢ és p pedig rendre a hfvezetési tényez0, a fajhd és a (tomeg)siiriiség, melyek
koziil egyik sem lehet negativ.

A hely szerinti derivaltakat és a k(x) fliggvényt egyszerre diszkretizaljuk, el6bbit a leggyakoribb
centralis differencia-séma felhasznalasaval. Ekkor

Zi{k(xi +gju(xi +AX) —u(x) +k(xi _&ju(xi —Ax)—u(xi)]
AX 2 AX 2 AX

c(xi)p<xi)%“

X

Ezen a ponton csomoponti valtozokrol atvaltunk cella valtozokra. Ez azt jelenti, hogy vu;, ¢;, és p

az i cella atlagh6mérsékletének, fajhdjének és stirtiségének a kozelito értékei a cellakdzépponti értékiik
alapjan. Tovabba k;;,; az i Cella és a (jobb oldali) szomszédja kozotti hévezetési tényezd, a celldk

hataran 1évo értékével becsiilve. Az el6z6 képlet immar az alabbi alakot olti:

du __1 (k- Uieg =Ui _Ui-1—Uij
AX

dt CipiAX\ ii+l AX i1

Egy nem egyenletesen felosztott racs esetén Ax jeldlje a cella hosszat. A két szomszédos cella ko-
zéppontja kozotti tvolsag ekkor dj g =(A¥ +Ax;,1)/ 2. Ezek felhasznalasaval a fenti egyenlet a

kovetkezOképpen altalanosithato:

di 1 Ui =i Yig =l
- i,i+1 i,i—1
dt CiplAXik diiy diig

Mivel egy dimenzids esetet vizsgalunk, a keresztmetszetet egységnyinek tekintjiik, vagyis a cellak
térfogata V; = Ax;. A cellak hokapacitasa C; =¢;pAX, a hvezetési ellenallasok pedig a R,y ~d;; 1 /k

i+l
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képlettel kozelithetéek. Ezen definiciok behelyettesitésével kapunk egy kdzonséges differencialegyen-
let-rendszert, amely megadja az egyes cella-hémérsékletek idéderivaltjait:

duj _ Uig —Ui | Uiy — Y @)
dt RiiC  RiiG

i+1,

Matrixos alakban ez a kovetkez6képpen irhato fel:
da
—=Mu, 4
™ (4)

ahol az M ftridiagonalis matrix f&atlon kiviili elemei nem negativak és az m;,, =1/CR;,; ¢és

m; iy =1/ CR;;_; képletekkel szamolhatok, m; pedig ezen két elem Osszege negativ eldjellel.

i,i+1

Az effajta diszkretizalasrl a (Munka and Papay, 2001) konyv 5. fejezetében és a (Nagy et al.,
2021a) cikkben talalhatok tovabbi részletek.

A diffaziés egyiitthatora a D=Dx™ hatvanyfiiggvény szerinti helyfiiggést csak a k-k szintjén al-
kalmazzuk, ezért az egyszeriiség kedvéért a c=1 és p=1 értékeket hasznaljuk. Tekintsiik az

Xe [Xo : XNX] , L=Xnx —Xo intervallumot, és ezen a kovetkezd eljarassal készitiink egy nem egyenle-

tesen felosztott térbeli halot. Kezdjiik a cellahatarok Xy, X, ..., Xy koordinatdinak meghatarozasaval:

XJ :XJ*1+AXJ*1’ CJ :AXJ :AX0(1+'YJ.), J:].,,N ,'YGD y

ahol x,, AX, és v a konkrét példaban lesz megadva. Ha y pozitiv vagy negativ, akkor a cellak mérete
értelemszeriien balrol jobbra ndé, illetve csokken. Ha y értéke nulla, akkor a racs egyenkdzl é€s
L=NAX. Igyaz X, .., Xy cellakézéppontok az alabbiak szerint adhatok meg:

AXj
XJ- = xj_1+7, j=1,..,N
Az ellenallasok kiszamitasa a kovetkezOképpen torténik:
Xig = Xi _ X =X

Ry = _ 2 i=1.,N-1
" Ki i1 D(x)"

fgy a koncentraciokat, pl. a Dirichlet-hatarfeltételeket az X, ..., Xy cellakézéppontokban, mig a

vezetbképességeket az X, .., Xy_; cellahatarokon szamitjuk. Az iddvaltozé mindig egyenletesen

diszkretizalt, tehat ha t € [to tfin J , akkor

tI =t%+ jh, j=1...T, hT =t —t°
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3. A vizsgalt médszerek

Most ismertetjiik a vizsgalt modszereket az (3) ODE rendszer megoldasara. El6szor az dsszefliggésket
a legegyszeriibb esetre (egyenletesen felosztott térbeli haldo és homogén anyagtulajdonsagok, vagyis az
(1) egyenlet esetére) mutatjuk be, majd ezt azonnal altalanositjuk egy nem egyenletes halora, vagyis a
(3) egyenletre. Az els6, legegyszeriibb alak célja az Gsszehasonlitas megkonnyitése, mivel a legtobb
matematikai tankdnyvben €s cikkben a numerikus algoritmusok ebben az alakban szerepelnek. A ma-
sodik, altalanosabb alakok azért I[ényegesek, mert a jelen munkank soran csak ezeket hasznaljuk.

Az altalanos egydimenzios halo esetében vezessiink be két jelolést (ezeket a cikkben gyakran fog-

juk hasznalni):
LN DU SRS S (PN L= WL £ I RS Y
Ci\Rijix Riiu Riia Riia

Az els6 mennyiség a szokasos r = D_f; haléarany altalanositasa, amely az (1) egyenletre érvényes,
AX
ha azt egyenletes haloval diszkretizaljuk. A masodik mennyiség az i cella szomszédjainak allapotat és
hatasat tiikkrozi.

1. Az els6 és talan legegyszerlibb algoritmus a konstans szomszéd (CNe) modszer. Ennél azt a ko-
zelitést alkalmazzuk, hogy amikor egy Ti valtozo 0j értékét kiszamitjuk, akkor elhanyagoljuk, hogy a
h id6lépés kozben mas valtozok is valtoznak, ezért kapta a ,.konstans szomszéd modszer” nevet (Ko-
vacs, 2020a). Ez azt jelenti, hogy u; allandénak tekintendé ha j#1, tehat fiiggetlen (szétvalasztott),
linearis k6zonséges differencialegyenleteket kell megoldanunk. Ezt jelen esetben analitikusan is kon--
nyen meg lehet tenni. Egyenkdzii racsnal az alabbi formulat kell alkalmaznunk minden racspontra:

n n
_ Ui_1 +U; _
uin+1:uin.e ar i 12 |+1(1_e 2r),

az altalanos esetben pedig a cella-valtozok 1j értékeit a kovetkezé modon szamoljuk:

uMt =yl e Jrﬁ(l—efri )

f

A kovetkezd 1épésben ezen elsérendii modszer altal kapott értékeket felhasznalva egy pontosabb
modszert kapunk.

2. A CpC algoritmus (Kovacs et al., 2021) a CNe séma kétfazisi modszerré szervezése, amelyben
az els6 fazis egy ph hosszisagu toredék idolépés. Itt csak a p=1/2, értéket hasznaljuk, mert ez jel-

lemzden nagyobb pontossagot ad, mint a p egyéb értékei. Az elsd fazisban az u Uj prediktor értékeit
szamitjuk ki a CNe képlettel egy h =h/2 méretli id6lépés alkalmazasaval:

n n
_ Ui_1 +U; _ —r ; —r.
uipred :uin'e r - 12 |+1(1_e r) &s uipred:uine r,/2+ﬁ(l_e r,/2).
r.
i

Ezen eredmények felhasznalasaval az Ai mennyiségek 0 értékeit szamitjuk ki
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pred pred
MY | Ya

Aﬁnew —
Gi|Riia Riia

majd a masodik fazisban ezeket hasznaljuk a teljes méretii idolépéshez tartozo korrekcios 1épés soran.
Ez azt jelenti, hogy az id6lépés végén a végso értékek az alabbiak:

pred pred new
_ u—sn U N ; -r; -
uinJrl:uin'e 2r  7id > i+l (1_e 2r) & uin+1:uin'e ,+'Ai (1_e |)
r.
i

3. A linearis-szomszéd modszerek (Kovacs, 2020b) az 1) pontban ismertetett konstans-szomszéd
modszert hasznaljak prediktornak. Ez utan a korrekcios 1épés soran azzal a realisztikusabb feltétele-
zéssel élnek, hogy az aktualis i-edik cella szomszédos U;j valtozoi linearisan valtoznak. A valtozas

u_pred Tu pred

meredeksége az (1) egyenlet esetén az s; =U;_ i —u"y —ul', kifejezéssel aranyos. Ennek a

kozelitésnek az alkalmazasaval kapunk egy 1j, szétcsatolt ODE rendszert, amely szintén megoldhat6
analitikusan. Az id6lépés végén ennek a megoldasat hasznaljuk, hogy megadja szamunkra a korrigalt
értekeket:

n n -2r
n+l _n.—2r U1 tUiyg —2r\ . Si 1-e
u "=uje T +—--=(1l-e" |+ —|1-
! ! 2 ( ) 2{ 2r } ®)

Az altalanos esetben (vagyis tetszéleges egy dimenzios térbeli racs esetén) a prediktor 1épés ered-

ményeinek a felhasznalasaval 4j A™" értékeket kell kiszamolni:

pred pred
Anew zﬂ Ui + Ui
Ci{Riia Riina

A korrektor 1épés most mar az alabbi alakban irhato fel:

uir1+1 :uine—ri +(A1 _ A - A Jl—e_ri N AP — A

f f fi ©
4. Az (5) vagy (6) egyenlet korrektor értékeit hasznalva megismételheté (5) vagy (6) - nem egyen-
letes racs esetén eldszor A™" Gjraszamitasdval - az 0j korrektor eredmények megkapasahoz. Ez az
eljaras egy Osszességében harom fazisbol allo sémat ad, amelyet LNe3 moddszernek neveziink (Ko-
vacs, 2020b). Ez az algoritmus még mindig masodrendii, de pontosabb, mint az LNe2.
5. A CLL modszer (Kovacs et al., 2022) nagyon hasonldé az LNe3 modszerhez. A kiilonbség az,
hogy az elsé és a masodik fazisban 1év6 toredék idolépések miatt harmadrendi idébeli konvergenciat
ér el, de csak akkor, ha a masodik tort id6lépés h, =2h/ 3 hosszu. Altaldban az elsé tort 1épés hossza

ph, 2/ 3< p<2, deitt a legjobb pontossag elérése és a CPU-id6 megtakaritasa érdekébena p=2/3
értéket valasztjuk, elkeriilve azt is, hogy az e P exponencialis tényezoket még egyszer ki kelljen

szamitani. Tehat az els6 fazisban a valtozok 0j prediktor értékeit szamitjuk ki a CNe képlettel, de egy
h, =2h/ 3idélépéssel:
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n n
_ uly +uf _ or ~ or
uC —up .e74r/3 Ui Hi(l_e 4H3) & uC—ule 2nB_+fi(1_e 2m3).

2 P I
A masodik fazisban az els6 korrektor értékek megkapasahoz a (5) és (6) képletekhez hasonld G6s--
szefiiggéseket hasznalunk, de a h, =2h/ 3 iddlépéssel. Az egyenletes halo esetére a kovetkezot kap-
juk:
uP+l=L$e‘4”3-ruﬂ1+uﬂ4(1—e‘4”3)+§i 1_1—9_4”3
2 2 4r /3

ahol st =u; +uS; —ul; —ul; . Nem egyenletes hdl6 esetén Gj A"

C C
Afzfi Uiy , Uina
CilRiiza Riiu

értékeket kell szamolnunk az

képlettel. Ezeket hasznalva a korrektor 1épés a kdvetkezd alakot Olti:

G —yne2/3 | A - AC y 1-g 263 . Aﬁc A
' ! 2r /3 r r

A harmadik fazisban egy teljes id6lépést vesziink. Az egyenletes halo esetére a kovetkezot kapjuk:

n n 2 =2r
_ Uj_q + Ui _ i -
uin+1:uine 2rJr i-1 |+1(1_e 2r)+35| 1_1 €
2 4 2r

ahol s? = uic_ Ii + u,c_ai —u'y —ul};. Az altalanosabb esetben pedig az alabbi eredményt kapjuk:

Ayl (A_ACL—/NJI—E‘“ JAT-A

™ =ulle T +
! ! 2r, /3 I 2r /3

cL cL
ahOI A‘CL:h—Z ui—l + ui+1 .
Ci|Riia Riin

Most ratériink a hopscotch médszerek bemutatasara. A paratlan-paros hopscotch modszer barme-
lyik verzidjanak alkalmazasahoz kétrétii (sakktabla-szer(i) racsra van sziikség, amelyben a paratlan
csomopontok vagy cellak minden legkozelebbi szomszédja paros és forditva. A vizsgalt sémak térbeli
¢s idObeli szerkezetét az 1. abra mutatja be. Az ismétlédo blokkokat szaggatott piros vonal jelzi. Pél-
daul a leapfrog-hopscotch struktara két fél és sok teljes id61épésbol all. Eloszor egy feles méretti id6-
lépést (amelyet a la. abran egy lila téglalap jelképez, benne a '0' szammal) vesziink a paratlan cellak
esetében a kezdeti értékeket hasznalva. Ez utan teljes id61épéseket haladunk (zold négyzetek) szigoru-
an felvaltva a paros és a paratlan cellak esetében az utolsé id6lépés végéig (rdzsaszin téglalap), ame-
lyet meg kell felezni a paratlan cellaknal, hogy azok pontosan ugyanazt a végs6 idot érjék el, mint a
péaros csomdpontok. A Iényeg az, hogy az u; 0 értékének kiszamitdsakor mindig az U;,; szomszédok
legfrissebb értékeit kell hasznalni, ami biztositja a stabilitast és egyben elég gyors konvergenciat.
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Odd Even Odd Even Odd Even Odd Even

2< t=0
h

""""""""" """'"""“'"""""""""""'t= tiinal

(c) (d)

1. d@bra. Az hopscotch tipusu modszerek tér-idé szerkezete a paratlan (odd) és a paros (even) racspon-
tokra. a) Leapfrog-hopscotch (LH), (b) eredeti paratlan-pdros hopscotch (OOEH), (c) eltolt hopscotch
(SH), (d) aszimmetrikus hopscotch (ASH).

6. Az LH-CNe cimkével jelolt leapfrog (bakugras)-hopscotch-CNe modszert (Nagy et al., 2021b)
ugy kapjuk meg, hogy a CNe képletet alkalmazzuk az LH struktira minden fazisaban a megfelel
nagysagu id6lépéssel. Példaul az elsé fazis (amely fél id6lépcsé hossza az id6tengelyen) az alabbi
modon néz ki:

u_latest + u.Iatest 1 r /2 Alatest [ 12
THARTSTHRY SR & L L > il (1—e‘r) és uMr =yl e +—(1—e_' )
i

egy egyenletes és egy nem egyenletes halo esetén. Mindig a szomszédok legfrissebb értékeit hasznal-

juk az A Kiszamitasihoz, hasonlé képlettel, mint kordbban az A"V értékeket. A programozas
egyszertsége érdekében az 1D racs Osszes cellajanak N szama mindig paratlan, igy az els6 fazisban az
i=3,5,7,N—2 cellakra a fenti képletet alkalmaztuk, majd a peremfeltételeket kiszamitottuk az ido-
intervallumok kozepére az els6 és az utolso cellara egyarant.

7. A kovetkez6 modszer a leapfrog-hopscotch (LH) modszer. Ez az ugynevezett 9 képletet hasz-
nalja. Esetiinkben ez az alabbi médon néz ki egyenletes halora:

(1-2r)uf +r (ui'ftht + yjatest )

n+l _
W 1+2r(1-06) 0

¢s (az altalanos esetben),

ul = (1- riH)uin + Ahtest
| 1+1(1-0)

©)

Az errdl sz616 cikkben (Nagy et al., 2021b) szamos numerikus kisérlet keriilt végrehajtasra, és az-
6ta a legpontosabbnak bizonyult képletet hasznaljuk (L2 a (Nagy et al., 2021b) cikkben). Ez azt jelen-
ti, hogy 6 =0 keriil alkalmazasra az els6 fazisban, az 6sszes tobbi fazisban pedig =1/ 2.
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8. Az eredeti paratlan-paros hopscotch algoritmus (Gourlay and McGuire, 1971) esetében, amelyet
itt OOEH néven roviditiink, az els6 fazisban a legelterjedtebb FTCS (explicit Euler) képletet, a maso-
dik fazisban pedig az implicit Euler képletet hasznaltdk a 3 (b) abran lathatd szerkezetben. Az egyenle-
tes és a nem egyenletes hdlok esetében a képletek az alabbiak:

FTCS: yt =(1-2r)ul + r(ui”_1+ui”+1) és uin+l :(1— r )uin +A.

n n+1 n+1
.. nep i +r(ui_1 +ui+1) : et U+ AT
Implicit Euler: uj ™ = és U =
1+2r l1+r,

Amint az korabban bizonyitast nyert (Saleh et al., 2020a), ez egy nagyon hatékony explicit mod-
szer térben egyenletes esetekre. Ha viszont a merevségi hanyados nagy, akkor a hibaja nagyon nagy is
lehet (Saleh et al., 2020Db).

9. A forditott (paratlan-paros) hopscotch mddszer (reversed hopscotch, RH) ugyanazt a szerkezetet
¢és képleteket alkalmazza, mint az OOEH mddszer, de a képletek ellentétes sorrendben vannak. Azon-
ban amikor az elso fazis szamitasai elkezdédnek, a szomszédok 1j értékei nem ismertek. Ezért az imp-
licit képlet csak egy triikkel alkalmazhato, mely szerint a szomszédokat nem implicit médon, hanem
explicit modon kell kezelni. Ez az elgondolas az alabbi képleteket eredményezi az els6 fazisban:
uj' + r(ui”_l + ui”+1)

uin+1 _

¢s uM*l = u' + A
1+2r ! 1+2r,

Ha megvan az eredeti OOEH programkaddja, akkor kénnyen megkaphaté az RH algoritmus kodja,
hiszen csak az els6 ¢€s a masodik fazis képleteit kell megcserélni. Rendkiviil merev rendszerek esetén
ennek az RH algoritmusnak a hibai sokkal kisebbek, mint az OOEH modszeré (Saleh et al., 2020b).

10. Az eltolt hopscotch (SH) algoritmus (Nagy et al., 2021a) 6t fazisbol all (két feles és harom tel-
jes idolépés). Amint az a 3 (c) abran lathato, ezek Osszesen két teljes idolépést tesznek ki paratlan és
paros cellak esetében egyarant. Ebben a cikkben a (17) és (18) theta képleteket hasznaljuk a legjobb-
nak bizonyult theta értékekkel (S4 algoritmus a (Nagy et al., 2021a) cikkben). Ez azt jelenti, hogy az
els6 fazisban =0, a masodik, a harmadik és a negyedik fazisban 6=1/2, mig az 6tddik fazisban
0 =1 értéket vettiink.

11. Az aszimmetrikus hopscotch (ASH) algoritmus (Saleh and Kovacs, 2021) az SH séma redukalt
valtozata. Amint az a
3(d) abran lathato, ez csak harom fazisbol all (két fél és egy teljes id6lépés), amelyek Osszesen egy
teljes idolépést tesznek ki a paratlan és paros cellak esetében egyarant. A legjobbnak bizonyult theta
értékek halmaza (A1 algoritmus a (Saleh and Kovacs, 2021) cikkben) 6 =0 az els6, #=1/2 a maso-
dik és @ =1 a harmadik fazisban.

12. A pszeudo-implicit (PI) kétfazisu algoritmus a (Jalghaf et al., 2021) cikkbdl szarmazik (ott az 5.
algoritmus) A =1 paraméterrel rendelkezé tiszta diffuzids egyenlet esetén, ami azt jelenti, hogy fél
iddlépést vesziink a prediktor értekek megkapasahoz, majd egy teljes id6lépést a korrektor értékekhez.
A kovetkezo képleteket kell alkalmazni minden cellara:
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n,r n n n
u_prEd _ ul +A(u|—1 +u|+l) és upred _ Ul + Ai /2
i = ] = '

1. fazis: i
1+r 1+r/2

(1—r)ul +r(uPred pypred 1—r /2)uM + ANeW
. -1 1 . n/2)up +
2. fazis: uMl= )ui ( : I+ ) &s uin+1:( 1 2)uj

1+r 1+15/2

d pred

h(uP? ul . :

ahol A™ = C_[Rl;l-'-lzx’l;l . Lathato, hogy a szomszédok explicit kezelésének triikkje ugyanaz,
i i,i-1 ii+l

mint az RH mddszernél.

13. A Dufort-Frankel (DF) médszer (Hirsch, 1988) (313. o.) egy ismert, de nem szokvanyos expli-
cit és feltétel nélkiil stabil algoritmus, amelynek a képlete az egyenletes és nem egyenletes esetre:

pa (20 e2r(ulvuly) L (aen)u 24
Ui =~ = és U = .
1+2r

1+

Mivel a képletek tartalmazzék az uinfl tagot, ez egyfazisu, de kétlépéses modszer. Ez azt jelenti,

hogy az algoritmus elinditasahoz az uil egy masik modszerrel szamitando ki az uio értékébol. Erre a
célra a CNe képletet hasznaljuk.

14. Osszehasonlitas céljabol a negyedrendii Runge-Kutta (RK4) médszernek azt a valtozatit hasz-
naljuk, amely talan a legelterjedtebb, lasd pl. (Chapra and Canale, 2015), 737. 0. Ha ezt a térben diszk-
retizalt rendszerilinkre alkalmazzuk, akkor a kdvetkez6t kapjuk:

kilzr(u{‘_1+uirlrl—2ui”) és k= A -l

k? =r(uly ki / 2+ ufly + g 1 2-2uf K] ) és K =A—r(u+ir2),

K =r(uly +k2q /24Uy +k2y /2 2u” k) s K =A2 g (k7 /2),

kit = r(uin—l kg uly kg -2 —Zkis) &s it = AP (u'n + 2) ’
és végiil

U =ufl + (k2 + 23+ k') 6.

it AS zl(uin_1+ kg2, Uity +kis+1/2} se(1,2,3).
i Ri i1 Rii+1
Lathato, hogy az eddig ismertetett sémak explicitek, az 0j értékek kiszamithatok egy egyenletrend-
szer megoldasa nélkiil. A bemutatott sémak, a DF kivételével egylépéses modszerek abban az értelem-
ben, hogy az 0j értékek kiszamitasa utdn a valtozok korabbi értékeit nem hasznaljuk és igy nem is
sziikséges tarolni oket.
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Ezen a ponton érdemes egy megjegyzést tenniink. Az explicit RK modszerek, koztiik az RK4 isa h
id6lépcs6 polinomialis kifejezését hasznaljak az u valtozo 0j értékeinek kiszamitasahoz, mig az 1-13
pontban ismertetettek nem. EI6bbi esetben mindenképp jelen lesz az instabilitas veszélye, mivel a
valtozo elég nagy értékeire minden polinom divergal.

15. Az implicit Euler séma az eredeti (Saleh et al., 2022) cikkben sajnos nem szerepelt. Ebben a
cikkben azért vettiik bele az 6sszehasonlitasba, mert rendkiviil gyakran hasznaljak és ezért alapvetd
fontossagu, hogy legyen informacionk arrdl, milyen teljesitményt nyujt a tobbi vizsgalt modszerhez
képest. Az implicit sémat ugy implementaltuk, hogy invertaljuk a (4) egyenletben a matrixot és ezzel
szorozzuk 1épésrol 1épésre az u vektort.

Tehat a CNe, CpC, LNe, LNe3, CLL, LH-CNe, LH, RH, SH, ASH és PI médszereket kutatocso-
portunk hozta létre, és a verifikaciok, az idonként hosszadalmas analitikus bizonyitasok stb. jellemz6-
en ezekben az eredeti cikkekben keriiltek bemutatasra. A CNe modszer elsdrendii, a CpC, LNe, LNe3,
LH-CNe, LH, OOEH, RH, SH, ASH, PI és a DF mddszerek masodrendiiek, a CLL modszer harmad-
rendli, mig az RK4 séma negyedrendi az id6lépés méretét tekintve. Minden itt vizsgalt algoritmus
(természetesen az RK4 modszer kivételével) feltétel nélkiil stabil a linearis diffuzids egyenletre, vagyis
a bevezetoben emlitett CFL hatarérték nem érvényes rajuk. Ismételten hangsulyozzuk, hogy a feltétel
nélkiili stabilitas nem szabaly, hanem kivétel az explicit modszerek kozott. Koztudott, hogy példaul az
explicit Runge-Kutta médszerek nem lehetnek A-stabilak (Iserles, 2009) (60. o.). Erdemes megje-
gyezni, hogy a CNe, CpC, LNe, LNe3 és LH-CNe sémak nemcsak stabilak, hanem a pozitivitast is
megoOrzik, ami hatart szab a hibajuknak. Ez azt is jelenti, hogy nem eredményeznek fizikailag értel-
mezhetetlen oszcillacidkat még nagyon nagy iddlépések esetén sem. Azonban, mint latni fogjuk, ez
korlatozza konvergencidjuk gyorsasagat, igy gyakran ezek a legkevésbé pontosak kis és kozepes mére-
tl id6lépések esetén. A hopscotch tipustt modszerek specialis sakktablaszerti racsot igényelnek, de egy
dimenzidban ez egy trivialis kdvetelmény. Ezeknek az algoritmusoknak azonban nincs sziikségiik az u
valtozora vonatkozo tomb egy masik példanyanak ideiglenes tarolasara, igy a memoriaigényiik mini-
malis. Egyéb modszerek, még a CNe is, legalabb egy extra tombot tdrolnak ugyanannyi elemmel, mint
az u.

4. Osszehasonlitas analitikus megoldasokkal

A verifikécio érdekében a modszereink altal kapott eredményeket 6sszehasonlitottuk pontos eredmé-
nyekkel. A mér korabban emlitett cikkben a diffuzios egyiitthato egyszeri D(x)=Dx" esetére adtak
egy analitikus megoldas-sereget. Ekkor az egyenlet a

au(xt) 52[xm M]

ot ox ox

alakot 6lti, ahol a D konstans dimenzidja minden m értékre éppen olyan, hogy a megfelelé eredé di-
menzio kijojjon. Az analitikus megoldas:

_ ne -s s

t7% 52 |S|77 |S|77
u(xt) =—=e 2> 36 -Muos) 1| 3= | + 2 Wzsa)s| si1| 3= | [

\/; 252 25 s°D 252 ' 2s s°D
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ahol s=m-2, = x-tYS €[] . A megoldasban a, c1 és c; tetsz6leges konstansok, M és W pedig a Whit-
taker fiiggvények (Olver et al., 2011; Whittaker function - wikipedia.org). Mivel az eredeti (Saleh et
al., 2022) cikkben az M fliggvényt tartalmazé megoldast reprodukaltak (tehat a c1 =1 és c¢>=0 valasz-
tassal éltek), mi ellenkezéképp jarunk el, azaz ebben a cikkben c1 =0 és c,=1. Emellett, mint azt latni
fogjuk, a paramétereket is teljesen masképp valasztjuk meg, mint ott, amibdl ijabb tanulsdgokat ka-
punk majd. A feladat az lesz, hogy reprodukaljuk ezt az analitikus megoldast to és trin k6z6tt. A hiba,
amit kiszamolunk, a maximalis eltérés (a kiilonbség abszolut értéke) a referencia megoldastol.

1. Teszt. Eloszor egy kozepesen merev esetet vizsgalunk meg a kovetkez0 paraméter valasztasok-
kal: m=3.2,D=4,x,=0.1, Ax; =0.005, N =299, » =0.005 , tovabba t=2, T=0.2, trn=to+T. gy az

utolso cella Ax,g9 =0.0125 hosszi, az ellenallasok pedig 6.8-t61 5.2-10*-ig csokkenek. A merevségi

arany 1.7-10°, az FTCS moédszer kiiszob-1épéshossza pedig 3.4-107°.

A hiba, mint az id6lépés hosszanak a fiiggvénye, a 2. abran lathatd. Ebbdl azt olvashatjuk le, hogy
bar csak elsérendii, mégis az implicit Euler modszer konvergél a leggyorsabban. Ot kovetik a hop-
scotch tipusu modszerek és a DF algoritmus. Ezek hibaja mar egészen megkozeliti a minimalis rezidu-
alis hibat (ami a tér-diszkretizaciobol adodik), mire a negyedrendi RK egyaltalan eredményt ad. Igaz,
hogy ez utdbbi eredmény rogton a lehetd legpontosabb, de ez a pontossag a miiszaki feladatoknal
gyakran felesleges. Példaul azért, mert az input adatok pontossadga sokkal kisebb, emellett tobbnyire
semmilyen kovetkezménye sincs annak, ha az eredmény a sokadik tizedes-jegyben pontatlan.

0 T T T IIIIII T T T IIIIII T T 7T IIIIII T T 7T Il,lllﬂll T T 7T IIIII] | T
10" -0 CNe -¥-LH-CNe-<--ASH 13 it
o CpC —*LH —a—P| /,-’ /"/ |I .
L [~*#—LNe OOEH DF 24 -
F|-®-LNe3-*-RH  —P~RK4 B Th
|[——CLL ==—=SH —¥—ImpE ,;’I,/,' { EE
i s by
O 1 IS, S SN N U 16 % ) NS SN S 5 U0 M N 0 39 5 B =
107¢ = E
" L i
o
G1°F 3
= 4°A-" -
b o."‘ -
10° =
> 8t feian
10-4 1 1 Illllll 1 1 Illllll 1 1 lllllll 1 1 lllllll 1 1 Illllll 1
10 10°° 10 107 1072 107"

Effective time step size heff

2. dbra. A maximum hibak az effektiv idolépés fiiggvenyében a vizsgalt 15 modszerre az 1. tesztnél.
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Mint ahogy azt a bevezetdben emlitettiik, nagy rendszerekre az implicit modszerek igen lasstak le-
hetnek, de kis cellaszam esetén 6ket érdemes hasznalni ilyen tipust problémak megoldasara. Nagy
cellaszam esetén viszont a stabil explicit modszerek valoszintileg gyorsabbak naluk, barmiféle komo-
lyabb optimalizalas, adaptiv 1épésméret vezérlés vagy parhuzamositds nélkiil is. Az is lathat6, hogy a
leapfrog-hopscotch modszeren kiviil a tobbi hopscotch algoritmus nagyon nagy hibat ad nagy h-ra. A
gorbék alakjabdl viszont latszik, hogy ez nem valddi instabilitast jelent, mivel annél a hiba nem fo-
lyamatosan csokkenne h-val, hanem ugrasszeriien. A valddi instabilitasnal a hiba korlatlanul novek-
szik, ahogy az id6 halad. Itt errdl nincs sz, pl. a vizsgalt esetben az dsszes hiba maximuma 634.4, az
RH modszerre. Megvizsgaltuk rogzitett id6lépesére, nagyobb T értékekre ezt a hibat, és némi ndveke-
dés utan (pl. T=0.8-ra 797.4 volt) csokkenni kezdett (T=12.8-ra pl. mar csak 600.8 volt), ami ellentétes

crer

jak meg, és a kialakult instabilitasok, oszcillaciokra is hat a diffuzio.
A3.abranaz u (X) fiiggvényt abrazoltuk a kezdeti és a végsd idopillanatban. Utdbbi esetre az ana-
litikus megoldas mellett két numerikus megoldast is abrazoltunk (ezek kezdeti feltételét természetesen

az analitikus megoldasbol szamoltuk a kezdeti idopontban), ami alapjan azt lehet mondani, hogy a
numerikus megoldasok simak, nem fizikai oszcillaciok nem jelennek meg benniik.

T T T T
—u0
03 = uexact ]
~——LH h=0.0031
—— ImpE h=0.05
0.2
01
s Of
0.1
0.2
0.3
1 1 | 1 |

0.5 1 1.5 2 2.5

3. dbra. A kezdeti u(t = O,X) fliggvény, valamint az analitikus megoldas és két numerikus megoldas a

szimuldcio végén az 1. tesztnél.

2. Teszt. Most az alabbi paramétereket allitjuk be: m=20,D=8, =3, trn=3.2
Xg =0.5, Ax; =0.0004, N =499, »=0.05. igy az utolso cella AXygg =0.0104 hosszt, az ellenallasok

pedig 443.4-t61 9.0 10718 -ig cs6kkenek. Mar ebbdl is lathatd, hogy most egy rendkiviil merev rend-
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szert sikeriilt konstrualnunk, a merevségi ardny 1.4-10". Az FTCS modszer kiiszob-1épéshossza
5.5-10*°, ami olyan kicsi, hogy a hagyomanyos explicit modszerek két okbol is hasznalhatatlanok. Az
egyik ok, hogy parhuzamositas nélkiil ezen modszerek nagyon nagy futasi idével miikodnek. A masik
ok, hogy a kerekitési hibak felhalmozodasa az id61épések szamaval aranyosan né és igy a kapott meg-
oldés hasznalhatatlanul pontatlan lenne. Hangstlyozzuk, hogy ilyen szélsdséges esetet a fentebb hi-
vatkozott publikdciok egyikében sem vizsgaltak. A 4. abran a hiba-fliggvényekbdl lathatd, hogy a
feltétel nélkiil stabil explicit modszerek relative jol teljesitenck ebben az esetben is, hasonloéan az imp-
licit modszerhez. Az RK4 viszont egyaltalan nem szerepel az abran, hiszen még 10 nagysagrenddel (!)
kellett volna csokkenteniink az id61épés hosszat, hogy kapjunk egy pontot az abran, azaz egy hasznal-

hat6 megoldast.
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4. abra. A maximum hibak az effektiv idélépés fiiggvényében a vizsgalt 15 modszerre a 2. tesztnél.

Az 5. abran ismét a koncentracio helyfiiggését mutatjuk be, de csak a vizsgalt térbeli tartomany bal
oldalan, azaz kis x értékekre. Az X nagyobb értékeire a fiiggvények nagyon rasimulnak az x tengelyre.
Ennek a tartomanynak a vizsgalata fizikai szempontbol trivialis, hiszen a koncentracio 1ényegében
nem valtozik, vagyis semmi sem torténik a tér ezen szegmensében. Masfeldl viszont itt nagyon kicsik
az R ellenallasok, ¢és épp ez okozza a nagy merevségi egyiitthatot és a RK modszerek instabilitasat. Ez
azt jelenti, hogy ratapintottunk a hagyomanyos explicit modszerek gyenge pontjara.
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5. dabra. A kezdeti u(t = O,X) fliggvény, valamint az analitikus megoldas és két numerikus megoldas a
szimuldcio végén a 2. tesztnél. Nagyobb x értékek esetén mindegyik fiiggvény 0-hoz tart.

5. Osszefoglalas és kovetkeztetések

Tizennégy explicit és egy implicit numerikus algoritmust teszteltiink a nem stacionarius hévezetési
vagy diffuziés egyenlet megoldasara. A modszerek koziil 13 explicit stabil modszer, amelybdl 11-et
nemrég publikaltak. Tesztelésre egy olyan rendszert vizsgaltunk, ahol a diffuzids egyiitthato fligg a
helyt6l. Ennek a problémanak az analitikus megoldasa a Whittaker fiiggvényeket tartalmazza, igy
kifejezetten bonyolult.

Eredményeinkbdl az latszik, hogy minél sz¢lsségesebb értékeket vesz fel a diffiizios egylitthato,
ill. a hévezetési ellenallds, annal alacsonyabb lesz a CFL kiiszob. Ezt azt eredményezi, hogy az expli-
cit Runge-Kutta modszerek egyre kevésbé hasznalhatoak, mig a feltétel nélkiil stabil modszereknél
csak kis mértékben csokken a pontossag. Az implicit modszer nem érzékeny erre a valtozasra és kis
rendszerméret, azaz alacsony cellaszam esetén ezt érdemes hasznalni. Amennyiben viszont a cellak
szama nagy, az implicit modszer aranytalanul lelassul. Itt lehet fontos szerepiik az explicit stabil mod-
szereknek, koztiik els6sorban a leapfrog-hopscotch, a Dufort-Frankel és a CLL eljarasoknak. A cikk-
ben demonstraltuk, hogy olyan merev esetekben is jol hasznalhatok ezek a modszerek, ahol a kutatok
tobbsége keriili az explicit modszerek alkalmazasat.
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