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Absztrakt

Az elmult évek tapasztalatai alapjan elmondhato, hogy a Matematikai analizis 1. targy tananyaganak
szerves részét képzo numerikus sorok konvergenciatulajdonsaganak vizsgalata gyakran jelent kihivast
a Miskolci Egyetem elsééves informatikai alapképzési szakjain tanuloknak. A 2022/2023-as tanév oszi
félévében dtfogo felmérést végeztiink a numerikus sorok konvergencidjanak meghatdarozasaval
kapcsolatban felmeriilé tanulasi nehézségek és problémak feltérképezésére. Cikkiinkben dsszefoglaljuk
a harompilléres felmerés eredményeit, valamint bemutatjiuk azokat a tanuldst tamogato lehetoségeket,
amelyek hozzajarulhatnak a vizsgalt témakor eredményesebb elsajatitisahoz és a kurzus sikeres
teljesitéséhez.

Kulcsszavak: informatikai alapképzés, numerikus sor, konvergenciakritérium, tanuldasi nehézségek,
lemorzsolodas a felséoktatasban

Abstract

Based on the experience of the past few years, the study of the convergence property of infinite series,
which is an integral part of the curriculum of Analysis I, is often a challenge for first-year undergraduate
students in the IT programs of the University of Miskolc. In the fall semester of the academic year
2022/2023, we conducted a comprehensive survey to identify the learning difficulties and problems
related to the determination of the convergence property of infinite series. In this paper, we summarize
the results of the three-pillar survey and present some learning aids that can contribute to a more
effective mastery of the given topic and can, therefore, facilitate the successful completion of the course.

Keywords: bachelor’s programs in IT, infinite series, convergence test, learning difficulties, dropout in
higher education

1. Bevezetés

Magyarorszagon a hallgat6i lemorzsolodas mértéke, tehat azok aranya, akik a felsdoktatast végzettség
nélkiil hagyjak el, meghaladja a 30%-ot (Takacs et al., 2022). A legkritikusabb szakaszt a lemorzsolodas
szempontjabol az alapképzés elsd két féléve jelenti. Ez tobb problémat is felvet, hiszen egyrészt a
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fels6foku végzettség, az oklevél megszerzése noveli a versenyképességet a munkaerOpiacon, igy
lényegesen hozzdjarul az anyagi biztonsag megteremtéséhez; masrészt az iskolazottsdg mértékének
novekedése az orszag gazdasagéara is pozitiv hatassal van, mert a munkavallalok szakértelme,
képzettsége fontos erbforras, a gazdasagi névekedés alapvetd feltétele (Varga, 1998; Nagy, 2016).

A Miskolci Egyetemen — mas fels6oktatasi intézményekhez hasonldéan — a Matematikai analizis 1.
kollokviummal zaruld tantargy, melynek teljesitése valamennyi els6éves informatikai alapszakos
hallgaté szamara kotelez6. Az elmult négy év statisztikajat (1. dbra) alapul véve azonban jol lathato,
hogy a targyra feliratkozott hallgatoknak atlagosan kozel fele tesz sikeres vizsgat a szemeszter végén.
Az alacsony siker-rata és az oktatoi tapasztalatok egyarant azt mutatjak, hogy az informatikai alapszakok
hallgatoinak jelentés hanyada az elsé szemeszter egyik kardinalis feladatat, a Matematikai analizis 1.
tantargy abszolvalasat egyaltalan nem, vagy csak komoly nehézségek aran tudja megoldani. Tekintettel
arra, hogy ez a tantargy elofeltételként jelenik meg az informatikai alapszakok tantervi haléiban (uni-
miskolc.hu) t6bb kotelezden teljesitendd tantargy esetén, ezért érdemes figyelmet forditani arra, hogy
megkeressiik és lehetdség szerint megoldjuk azokat a problémakat, amelyek gatoljak a Matematikai
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1. dabra. A Matematikai analizis 1. targy statisztikdja éves lebontdsban
(az adatok forrasa: Neptun Egységes Tanulmanyi Rendszer)

A tantargyi tematikaban az els6 olyan tananyagrész, amely a kdzépiskolai évek alatt érintGlegesen
sem keriilt tirgyalasra, a numerikus sorok elmélete. Altalaban négyszer negyvenét percnyi eladason és
ugyanennyi gyakorlaton foglalkozunk ezzel a témaval a kurzus soran. A hallgatoi visszajelzések és a
zarthelyi dolgozatok eredményei ugyanakkor egyontetiien azt mutatjak, hogy sok hallgatonak ez kevés
a vizsgalt témakor készségszintli elsajatitasdhoz. Azonban a sorozatok és a sorok ismerete Ugy a
matematika, mind az informatika szamos teriiletén elengedhetetlen. A Taylor-sorok segitségével példaul
fliggvényeket reprezentalhatunk, az adott pontban felvett fliggvényértéket kdzelithetjiik meg tetszoleges
pontossaggal, igy az Osszetettebb integralok értékére is tudunk kozelitést adni. Ez a modszer lehetdveé
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teszi azon differencidlegyenletek megoldasat is, amelyek mozgast modellezd szamitdogépes jatékok,
vagy természetes fizikai, kémiai €s biologiai folyamatok szimulacidinak fejlesztésekor meriilnek fel.

A Matematikai analizis 1. targy tekintetében a lemorzsolddas csokkentésének alapvetd feltétele
azoknak a témakoroknek, feladattipusoknak a feltérképezése, melyek a hallgatok szamara a legnagyobb
gondot jelentik. Ezek ismerete az oktatok szamara lehetOséget biztosit arra, hogy részletesebben térjenek
ki a problémas teriiletekre, és a gyakorlatokon targyalt feladatok Osszeallitdsakor kiemelt figyelmet
forditsanak a hallgatok szamara nagyobb kihivast jelentd feladattipusokra. Mindezekbdl kiindulva a
2022/23-as tanév 6szi félévében a Miskolci Egyetem elsééves hallgatéinak korében végeztiink egy
harompilléres felmérést, melynek f6 célja az informatikai alapszakokra felvett hallgatok numerikus
sorokkal kapcsolatos tanulasi nehézségeinek tanulmanyozasa volt. A kovetkezo fejezetekben a felmérés
modszertanat és eredményeit mutatjuk be, ezt kovetden pedig a feltart problémak megoldasanak
lehetdségeit vizsgaljuk.

2. A felmérés soran hasznalt modszertan

A Miskolci Egyetem gazdasaginformatikus, programtervezé informatikus és mérndkinformatikus
hallgatoi vettek részt a felmérésben, tobbségiik a 2022/23-as tanévben kezdte tanulmanyait. A vizsgalat
harom pillérre épiilt:

1. Tematikus teszt feladatainak megoldasa: A hallgatok — miutan a Matematikai analizis I.
eldadasain megismerték a numerikus sorokkal kapcsolatos alapvetd elméleti tudnivaldkat, majd
a gyakorlatokon sor keriilt az elmélet alkalmazasara a kitlizott feladatok megoldasaval — el3szor
egy online tematikus tesztet toltottek ki a Microsoft Forms feliiletén, mellyel felmértiik a sorokkal
kapcsolatos ismereteiket. A teszt kitdltése nem volt kotelezd, de a hallgatok a zarthelyi dolgozatok
eredményébe beszamithato plusz pontokat szerezhettek, ha kiildtek be valaszt.

2. Online kerdoiv kitoltése: Ezt kovetden egy online kérdoiv keretei kdzott arra kerestiik a valaszt,
hogy a hallgatok mit gondolnak a numerikus sorok témakorérdl. Arra voltunk kivancsiak, hogy a
konvergencia meghatarozasanak mely aspektusa jelenti szamukra a legnagyobb kihivast. A
kérddiv kitoltése szintén onkéntes alapon zajlott, melyet a Google Urlapok platformjan
bonyolitottunk le.

3. Zarthelyi dolgozat sorokkal kapcsolatos feladatanak megolddsa: A harmadik pillért a szemeszter
végi zarthelyi dolgozat jelentette, melynek elsé feladata a numerikus sorok elméletéhez
kapcsolodott. Tantermi koriilmények kozott is megvizsgaltuk tehat, hogy mennyire szereztek
szilard ismereteket a hallgatok a numerikus sorokrél a kurzus soran.

Az online tematikus tesztet 87, a kérddivet 86 f6 toltdtte ki, mig a zarthelyi dolgozatot 94 hallgato

adta be a kurzusra jelentkezett 124 fébol.

A felmérés id6beli litemezésének (2. dbra) kidolgozasakor fontos szempont volt, hogy a sorokkal
kapcsolatos tanulasi nehézségek feltarasa a részt vevd hallgatok szamara ne jelentsen szamottevo
tobbletterhelést. Ezért a numerikus sorokat ismertetd és gyakorld érakat, az online tesztet, valamint a
tantermi mérést a félév soran a lehetségeinkhez mérten igyekeztilk idében optimalisan széthtizva
lebonyolitani, utobbit a zarthelyi dolgozattal Gsszekapcsolva. Annak érdekében, hogy a hallgatok
valdban a legjobb tudasuk szerint valaszoljanak a feltett kérdésekre, a sorok megismerése és az online
teszt kitoltése kozott hosszabb idot hagytunk a konvergenciakritériumok megértésére, a kapcsolodo
készségek elsajatitasara. A kérdoiv kitoltését azért litemeztiik kozvetleniil az online teszt beadasa utan,
mert ekkor a hallgatok még biztosan emlékeztek arra, mely feladattipusok jelentették szamukra a
legnagyobb kihivast.

65



Palencsar E., Szilagyi Sz. Numerikus sorokkal kapcsolatos tanuldsi nehézségek feltardsa

A tematikus teszt és a kérd6iv eredményeit a beadasi hataridé lejartat kovetden .xIsx
tablazatformatumba exportaltuk, az igy nyert adatokat pedig a Microsoft Excel tablazatkezel6 program
beépitett Osszesitofliggvényei és diagramgeneratora segitségével elemeztiik. A zarthelyi dolgozat elso
feladatanak feladatrészenkénti pontszamait szintén egy Excel-tablazatba gyijtottikk 6ssze, majd az igy
kapott, megfelelden strukturalt adathalmazon atlagold, valamint szamlalo 6sszesitéseket végeztiink.

Eldadas:
Numerikus sorok,
konvergencia
kritériumok pozitiv

tagu sorokra.
Nevezetes sorok.

2022.10. 04.

Alternalo sorok,
Leibniz-kritérium.

2022.10. 18.

Eldadas: 1. pillér:
Tematikus teszt
feladatainak
megoldasa

2022.11. 04 - 06.

3. pillér:
Zarthelyi dolgozat
sorokkal
kapcsolatos

feladatanak
megolddsa

2022.11. 22.

2022.
oktober 1.

I
2022,
november 1.

I
2022.
december 1.

Gyakorlat: 2. pillér:
Alternld sorok, Online kérddiv
Leibniz-kritérium. kitbltése

Gyakorlat:
Numerikus sorok,
konvergencia
kritériumok pozitiv

tapgl sorokra.
Nevezetes sorok.

2022. 10. 06. 2022.10. 20. 2022.11. 04 - 06.

2. abra. A felmérés idévonala
3. A felmérés eredményei

3.1. Tematikus teszt

Az online tematikus teszt feleletvalasztos volt, a hallgatoknak minden kérdésnél a, b, c és d lehetdségek
kozil kellett a helyeset megjelolni. A teszt husz kérdésbdl allt és minden esetben egyetlenegy helyes
valasz volt, amely 0,5 pontot ért, igy dsszesen maximum 10 pontot lehetett szerezni. A teszt nem volt
idékorlathoz kotve, a hallgatoknak a kitdltésre egy egész hétvége a rendelkezésiikre allt.
A husz kérdés mindegyike a numerikus sorok témakdoréhez kapcsolodott, ezeket az alabbiak szerint
Ot csoportra osztottuk:
1. Elemi feladatok a konvergencia meghatarozasara, melyek a hiperharmonikus és a mértani sorokra
vonatkozo tételek ismeretében egy 1épésben megoldhatok (5 db).
2. Olyan feladatok, melyek az elmélet megértését kérik szamon (4 db).
3. Sorok dsszegével kapcsolatos feladatok (3 db).
4. Osszetettebb feladatok, melyek a tanult konvergenciakritériumok helyes alkalmazasara épiilnek
(6 db).
5. Olyan feladatok, melyekben sorokkal kapcsolatos relaciokrol kell eldonteni, hogy igazak-e, azaz
hogy az egyik sor majoransa/minoransa-e a masiknak (2 db).
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1. tablazat. A helyes valaszt adok szdzalékos ardnya feladattipusonként

Feladattipus 1. 2. 3. 4. 5.
Helyes valaszok (%) 94 80 74 74 60

A feleletvalasztds tesztet a hatariddig 87 hallgato toltotte ki, feladattipusonként a helyes valaszt adok
aranyat az 1. tdblazat foglalja Ossze. A tesztet kitdltok atlagpontszama 8 pont volt, azaz a hallgatok
atlagosan a numerikus sorokkal kapcsolatos feladatok 80%-ara tudtak helyes vélaszt adni. Fontos
ugyanakkor megjegyezni, hogy online teszt 1évén a hallgatdk a megoldéas soran kiilsé segitséget is
igénybe vehettek, akar egymassal is egyeztethették a valaszokat.

A tesztet beadok az egyszerlien megoldhato elemi feladatok esetén adtak a legtobb helyes valaszt
(94%), mig a legtobb problémat a sorok kozotti relaciokat elemzé példak okoztak, itt a sikeres
megoldasok aranya minddssze 60% volt. A sorok kozotti kapcsolatok felismerése tehat — mely a
majoralas és a minoralas kozponti 1épése — sok hallgatoé szamara jelentett nehézséget.

19. Az alabbi két allitas kozil melyik igaz? * (0.5 pont)

o oo

A Y <Y DY <Xt

O Egyik sem
() Csakaz a)jelis
() Mindketté

() Csaka b) jel

3. abra. A tematikus teszt 19. szamu feladata

Ilyen tipust feladatra példa a 19. szdmu, melyet minddssze a kit61tok 52%-a, azaz 45 hallgato tudott
helyesen megoldani. Ennél a példanal két allitasrol kellett eldonteni, igazak-e (3. dbra), a kitoltoknek
azonban 31%-a (27 résztvevd) mindkét allitasra vonatkozoan téves kovetkeztetést vont le az ,,Egyik
sem” opciot jel6lve (4. dbra).

o
o U

[ i S e I ¥ R
oo ;o ;o ;m

Jel6l6k szama (f6)

Egyik sem Csakaza) jeld Mindkettd Csakab) jelt

Valaszlehet6ség

4. d@bra. A 19. példdira adott hallgatéi vilaszok (a helyes vilasz oszlopa sotétebb szinezéssel jelolve)
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Problémat jelentettek a feltételes és abszolut konvergenciara vonatkoz6 feladatok is, ezek egyikét,
az alternalé harmonikus sor vizsgalatat a hallgatok minddssze 46%-a oldotta meg jol, bar a hibazok
kozott olyanok is akadhattak, akik a feladat leirasat olvastak félre (azt az allitast kellett kivalasztani,
amely a megadott sorra nem igaz).

3.2. Online kérdoiv

A kérddiv két részbol allt. Az elsd részben a hallgatoknak 6tfokt Likert-tipusu skalan kellett bejeldlniiik,
mennyire értenek egyet a megadott allitdsokkal. A Likert-tipust skalak az attitid mérésére szolgalnak,
napjaink egyik legnépszeriibb skalazasi eljarasat jelentik (Forgacs, 2017). Hasznalatuk legnagyobb el6-
nye az egyszeriiség, amely mind a valaszadas, mind a késébbi adatfeldolgozas folyamatat megkonnyiti.
A kérdéivben szerepld allitasok a kovetkezok voltak:

1. Az eldaddson elhangzott definiciok alapjan sikeriilt tokéletesen megértenem a numerikus

sorokkal kapcsolatos kritériumokat.

2. Az elbadason elhangzottak és a gyakorlatok anyaga alapjan sikerdilt tokéletesen megértenem a
numerikus sorokkal kapcsolatos kritériumokat.

Ugy érzem, magabiztosan meg tudom hatarozni egy sor konvergenciajat.

A numerikus sorok a félév egyik legnehezebb témakorét jelentik szamomra.

Ertem a kiilonbséget sor és sorozat kozott.

Nehezen tanulok matematikat definiciok alapjan, jobban szeretem a gyakorlati feladatokat.
Gyakran fordul eld, hogy nincs kedvem vagy tiirelmem otthon az analizis gyakorlasaval
foglalkozni.

8. Jobban tartok a szamonkérésektdl analizisb6l, mint mas targyakbol.

Az els6 ot allitas a hallgatok numerikus sorokhoz valo aktualis viszonyuldsara vonatkozott, mig az
utols6 harom kijelentés altalanosan kapcsolodott a Matematikai analizis 1. kurzushoz. A valaszok
skalajan az 6tos jelentette a teljes egyetértést, mig az egyest akkor kellett a hallgatoknak megjeldlniiik,
ha tigy vélték, hogy az adott allitasnak éppen az ellenkezéje igaz. Fontos ugyanakkor megemliteni, hogy
az ehhez hasonlo, paratlan elemszamu Likert-skalak esetén a valaszadok hajlamosak a kozépso értéket
megjeldlni, amennyiben kevésbé érdeklddnek az adott téma irant, és nem kivannak mélyebben
elgondolkodni a valaszaikon (Youn et al., 2017). Ezt a faktort nehéz kikiiszobolni. Az eldaddson
felhivtuk a hallgatok figyelmét arra, hogy a valaszaik fontosak, a visszajelzéseket egy kutatasban
hasznaljuk fel, ezért ne véletlenszeriien jeldljenek.

Az allitasok értékelését kovetden, a masodik részben, a kérddiv kitdltdinek azt kellett kivalasztaniuk
egy felsorolasbol, hogy melyik kritériummal dolgoznak a legszivesebben és a legkevésbé szivesen, ha
egy numerikus sor konvergencidjat vagy divergencidjat kell meghatarozniuk. Végiil pedig arra kértiik a
hallgatokat, hogy fogalmazzak meg réviden a sajat szavaikkal, mit tartanak a legnagyobb kihivasnak
egy numerikus sor konvergencia szempontjabol torténd vizsgalatakor.

Az elsé nyolc kérdésre adott valaszokat a 2. tabldazat 6sszegzi. Ebbo] lathato, hogy a kérddivet kitoltd
86 hallgatonak mindGssze 54%-a értett egyet (jelolte meg a teljesen egyetértek vagy a nagyjabol
egyetértek valaszt) azzal, hogy az el6adason elhangzott definiciok és a gyakorlatokon megoldott
feladatok alapjan megértették a numerikus sorokhoz kapcsolodo kritériumok hasznalatat. 4 hallgato az
eldadasok alapjan egyaltalan nem értette meg a kritériumok hasznalatat, 6k az els6 kérdésre az ,,1 —az
ellenkezbje igaz” lehetOséget jelolték meg valaszként, a masodik allitasnal kozilik egy illet6 a ,,2 —nem
értek egyet” lehetOséget valasztotta, harman pedig a ,,4 — nagyjabol egyetértek” valaszt jeldlték meg,
azaz nekik a gyakorlatokon megoldott feladatok segitettek felzarkozni.

NoOokw
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2. tablazat. Az egyes dllitasokhoz kapcsolodo valaszok statisztikdja (f6/valaszlehetdség)

1. 2. & 4. 5. 6. 7. 8.

1 — az ellenkezdje igaz 4 0 4 2 2 5 3 5
2 —nem értek egyet 19 15 16 19 9 1 21 17

3 —nem tudom 25 25 35 22 10 5 16 11

4 — nagyjabol egyetértek 37 41 26 23 35 17 33 25
5 — teljesen egyetértek 1 5 5 20 30 58 13 28

Mindezek ellenére kevesebben, csupan 31 {6 (a kitolték 36%-a) vélte tigy, hogy a szerzett ismereteit
képes a gyakorlatba is atiiltetni, ennyien érezték azt, hogy magabiztosan meg tudjak hatarozni egy sor
konvergenciajat vagy divergenciajat (5. abra). Ennél az allitasnal volt a legmagasabb a bizonytalanok
aranya, kozel 41%. Ebbdl arra kovetkeztettiink, hogy hiaba ismerték meg a hallgatok az el6adasokon és
a gyakorlatokon a numerikus sorokat, a tudasuk elmélyitéséhez, a magabiztos feladatmegoldashoz és
sajat  képességeik realis megitéléséhez sok esetben tovabbi gyakorlati tapasztalatokra,
feladatmegoldasra, otthoni gyakorlasra lett volna sziikségiik. Ehhez képest sokkal kedvez6bb azoknak
az aranya, akik megértették az alapvetd kiilonbséget sor és sorozat kozott, ez 76%, azaz 65 6. A
kérdoivet kitoltok éppen felének (43 hallgatd) jelentették a numerikus sorok a szemeszter egyik
legnehezebb témakdorét.

6% 5%

m 1 - az ellenkezdbje igaz
30% m 2 - nem értek egyet
® 3 - nem tudom

4 - nagyjabol egyetértek

5 - teljesen egyetértek

41%

5. dbra. Az ,, Ugy érzem, magabiztosan meg tudom hatdrozni
egy sor konvergenciajat” allitasra vonatkozo statisztika

A hallgatdk donto tobbsége, 75 6 (87%) nyilatkozott Gigy, hogy a definicioknal jobban szeretik a
gyakorlatiasabb megkdzelitést (6. d@bra), amikor matematikat tanulnak, azonban 46 6 (53%) azt is
bevallotta, hogy otthon gyakran nincs kedve vagy tiirelme az analizis gyakorlasaval foglalkozni. Fény
deriilt arra is, hogy a Matematikai analizis I. targyat az informatikus hallgatok tobbsége a nehezebben
teljesithetd kurzusok csoportjaba sorolja, 53 {6 (62%) nyilatkozott Ggy, hogy jobban tart a
szamonkérésektdl analizisb6l, mint barmely mas tantargybol.
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6%

1%

® 1 - az ellenkezdje igaz
20% m 2 - nem értek egyet

(1]

® 3 - nem tudom

® 4 - nagyjabol egyetértek

5 - teljesen egyetértek
67%

6. dbra. A ,, Nehezen tanulok matematikat definiciok alapjan,
jobban szeretem a gyakorlati feladatokat.” allitasra vonatkozo statisztika

A kérdodivet kitoltd hallgatoknak csaknem fele, 42 f6 a divergenciakritériummal dolgozik a
legszivesebben numerikus sorok vizsgalatakor (7. dbra). Bar az 6sszehasonlito kritériumok hasznalata
altalaban kevésbé szamolasigényes, mint a hanyados- vagy a gyokkritériumé, mégis csupan 13 (15%)
olyan hallgat6 volt, akik legszivesebben az Osszehasonlitod kritériumokkal dolgoznak, mig a Cauchy-
féle gyok- és a D’Alembert-féle hanyadoskritériumot osszesen 31 (36%) hallgatd jellte meg
kedvenceként.

» Osszehasonlit6 kritériumok
(minorans, majorans)

149, ™ D'Alembert-féle

499 hanyadoskritérium

» Cauchy-féle gyokkritérium

Divergencia kritérium

1. dabra. A ,, Melyik kriteriummal dolgozik a legszivesebben numerikus sorok vizsgalatakor?”
kérdésre adott valaszok szazalékos aranya
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Ami a legkevésbé szivesen hasznalt kritériumokat illeti, a listat szintén 42 fovel (49%) az
osszehasonlito kritériumok vezetik. (8. dbra), ez egybevag az online teszt kiértékelésekor levont azon
kovetkeztetéssel, miszerint sok hallgatonak meggytilik a baja a sorok kozotti kisebb-nagyobb relaciok
felismerésével. A legkevesebben (6%) a divergenciakritériumot jel6lték meg, mint azt a kritériumot,
amivel a legkevésbé szivesen dolgoznak.

6%

m Osszehasonlitd kritériumok

(minorans, majorans)
27%

® D'Alembert-féle
499, hanyadoskritérium

® Cauchy-féle gyokkritérium

Divergencia kritérium

8. abra. A ,, Melyik kritériummal dolgozik a legkevésbé szivesen numerikus sorok vizsgalatakor?”
kérdeésre adott valaszok szazalékos aranya

A kérdoiv kitoltoi tehat a legszivesebben a divergenciakritériummal dolgoznak, ezt a Cauchy-féle
gyokkritérium és a D’ Alembert-féle hdnyadoskritérium kovetik, a legtobb kellemetlenséget pedig az
Osszehasonlito kritériumok haszndlata okozza szamukra. Ezek az eredmények teljesen &sszhangban
vannak az oktatoi tapasztalatokkal. A divergenciakritériummal a valds szamsorok esetén csak a
divergencia ténye donthetd el, a konvergenciaé nem. Alkalmazasakor azt kell megvizsgalni, hogy a sort
general6 sorozat nullsorozat-e, azaz egyetlen sorozat hatarértéke alapjan meghozhaté a dontés. Hasonlo
a helyzet a Cauchy-féle gyokkritérium és a D’Alembert-féle hanyadoskritérium esetén, ahol a
kritériumot megfogalmazé tételben szerepld limesz 1-hez viszonyitott értékének ismeretében a vizsgalt
pozitiv tagu sorrol altalaban el lehet donteni, hogy konvergens vagy divergens-e. Jol lathato, hogy a
megoldas mindhdrom esetben algoritmus alapjan torténik, nem okoz gondot a gyakorlatban torténd
alkalmazas. Mas a helyzet az 6sszehasonlito kritériumoknal, ahol az els6 1épés egy sejtés kialakitasa a
pozitiv tagl sorra vonatkozoéan. Konvergencia esetén konvergens majoranst, divergencia esetén pedig
divergens minordns sort kell keresni, hogy ald tudjuk tadmasztani a sejtést. Ehhez azonban szamos
nevezetes sornak ismerni kell a konvergencia tulajdonsagat. Az 6sszehasonlito kritériumok hasznélatara
nincs konkrét Iépésenként kovethetd algoritmus, amelyet altaldnos megoldasi sémaként vehetiink
igénybe, ezért nehéz elsajatitani ezeknek a kritériumoknak a készségszintii alkalmazasat.

Az utolso kérdésre (,, Fogalmazza meg roviden a sajat szavaival, mit tart a legnagyobb kihivasnak a
numerikus sorok konvergencidjanak meghatarozdsakor!”) érkezett valaszok alapjan a hallgatok
tobbsége a numerikus sorokkal kapcsolatos legnagyobb kihivasként azt a dontést €li meg, hogy az adott
sorra vonatkozoan mely kritérium hasznélata lesz célravezetd.
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Erre utal6 valaszok voltak példaul:

— ,, Elkezdeni a feladatot [a legnagyobb kihivas], hiszen sokféle modszer van, de ha rajovék, hogyan
is kell elindulni, akkor utana mar egyszeriien meg tudom hatarozni a sorok konvergenciajat!”

— A megfelelé kriterium kivalasztasa [a legnagyobb kihivas], mivel sok gyakorlat alapjan lehet
mindig a leggyorsabban és legpontosabban meghatdrozni ezt.”

— L, Ratérni a helyes megoldasi modszerre [€z jelenti a legnagyobb kihivast]. Sokszor kell
ujrakezdenem.”

Sokak szdmara jelentett problémat az elméleti ismeretek gyakorlatba torténd atiiltetése:

— ,,Bar a magyardzatot és a levezetést is sokszor hallottam és lattam, ennek ellenére még mindig
nem igazan értem az eljaras modjat.”

— ,, Az ahhoz sziikséges definiciok, tetelek megértése és helyes haszndalata [a legnagyobb kihivas].”

Visszatarto tényezoként jelentek meg tovabba az elfelejtett vagy hianyos matematikai alapismeretek
is. Tobb hallgaté nyilatkozott tigy, hogy leginkabb az 0sszetett képletek egyszerisitésével gyllik meg a
baja:

— ., Szimplan a definiciokbol nem igazan értem az egészet, de ugy gondolom, hogy a bonyolult és
osszetett képleteknek a leegyszeriisitése okoz nekem nagyobb gondot, mivel ennek koszénhetéen
nem jon ki jo eredmeény.”

— ,,Nem mindig tudom a megfelel6 alakra hozni a kifejezést, habar utolag megertem, hogyan kell.”

Néhany hallgaté szamara a sorozatok és a sorok fogalma ko6zotti kiillonbség megértése jelentette a
legnagyobb kihivast, de akadtak olyan valaszadok is, akik az anyagrész 1étjogosultsagat kérddjelezték
meg az informatikai alapképzésben. Egy hallgatd az onbizalom hianyat hozta fel problémaként, ami
miatt ritkan tudja eldonteni a megoldasardl, hogy az valoban helyes, vagy csupan ,,szerencsés volt”.
Volt, aki bevallotta, hogy a Matematikai analizis I. tantarggyal minden tekintetben hadilabon all: ,, Az
egész targy kihivas szamomra, nem értem a logikdjat a feladatoknak.” Tobb hallgatd szamara a
hatarérték-szamitas jelentett gondot a gyok- és a hanyadoskritérium hasznalatakor, és akadtak olyan
kitoltok is, akik a mértani sorok dsszegének kiszamitasaval kapcsolatban fejezték ki bizonytalansagukat.
Sajnalatos tény, hogy minddssze egyetlen egy olyan hallgato volt, aki kijelentette, hogy egyaltalan nem
lat kihivast a konvergencia meghatarozasaban.

3.3. A félév végi zarthelyi dolgozat sorokkal kapcsolatos feladata

A szemeszter végi zarthelyi dolgozat els6 feladatdban harom numerikus sor konvergenciatulajdonsagat
kellett meghatarozni. Ezek egyike egy mértani sor volt, amelynek az dsszegét is meg kellett adni. A
maradék két sor koziil az egyik a gyok- illetve a hanyadoskritériumra volt példa (mindkét kritériummal
megoldhat6 volt a feladat), a masik pedig trigonometrikus fliggvényt tartalmazott, konvergenciajat a
legegyszeriibben majoralassal lehetett meghatarozni. A feladat 6sszpontszama 10 pont volt, a konver-
genciatulajdonsag helyes meghatarozasaért soronként 3 pont jart, a fennmaradd 1 pontot pedig akkor
kapta meg a hallgato, ha a konvergens mértani sor 9sszegét is helyesen szdmolta ki. A feladatra kapott
pontok atlaga 2,4 (24%) lett. Az 50 pontos zarthelyi dolgozatboél a hallgatok atlagosan 14,6 pontot sze-
reztek (29%).
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9. dbra. A zdarthelyi dolgozatok eloszlasa a sorokhoz kapcsolodo feladatra kapott pontszam alapjan

A vizsgalt feladat megoldasaval 12-en meg sem probalkoztak, és tovabbi 24 hallgatd valasza nem ért
pontot (9. dbra). Hibatlan feladatmegoldas nem volt, a legmagasabb pontszdmnak szamité 9 pontot
egyetlen hallgatonak sikeriilt elérnie, 6 a sordsszeg kiszdmitasat hagyta ki a megoldasabol.

5% 39%

7%

® 3 pont
® 2 pont
1 pont
0 pont

85%

10. d@bra. Az ésszehasonlito kritériumokkal kapcsolatos feladatrészre kapott pontok szdzalékos
eloszlasa

Ami a kiilonboz6 feladatrészeket illeti, a legnagyobb kihivast kétségkiviil a majoralas jelentette a
hallgatok szamara, az ezzel kapcsolatos c) feladatrészre mindosszesen 14 tanulo, a dolgozatot beadok
15%-a kapott pontot, tehat ezt a feladatot 80 hallgatd egyaltalan nem tudta megoldani. Hibatlan
megoldas mindossze 5 db sziiletett (10. dbra).

A legjobban a b) jelli, mértani sor konvergencidjaval kapcsolatos feladatrész sikeriilt, ennél 30 6
(32%) a maximalis 4 pontnak tobb mint felét megszerezte, bar itt is volt 43 olyan hallgat6 (46%), akik
nem értek el egyetlen pontot sem. Ebben a feladatrészben a hallgatok atlagosan az dsszpontszam 35%-
at szerezt¢k meg, mig az a)-val jeldlt, Cauchy- vagy D’ Alembert-kritérium segitségével megoldhatod
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feladatrészre vonatkoz6 atlagpontszam a maximalis pontszdm 23%-a lett. Bar ezek a szazalékos értékek
sem nevezhetOk magasnak, hozzajuk viszonyitva is kirivoan alacsony az dsszehasonlité kritériumokhoz
kapcsolodo c) feladatrészhez tartozo 10% (3. tdblazat).

3. tablazat. A zarthelyi dolgozat elsd feladatara kapott pontszamok feladatrészenkent

, Maximalis pontszam Atlagpontszam Atlagpontszam
S i %ppont) (%,glirekitve)
a) Gyok-/hanyadoskritérium 3 0,7 23
b) Mértani sor és dsszege 4 1,4 35
¢) Osszehasonlito kritérium 3 0,3 10
Teljes feladat 10 2,4 24

Erdemes megfigyelni, hogy bar a sorok témakoréhez kapcsolodé online teszten a kitolték tobbsége
magas pontszdmot ért el (atlagosan 80%), a zarthelyi dolgozat eredményei mégis a sorokkal kapcsolatos
alapvet0 ismeretek hidnyat tiikrozik (atlagosan 24%).

A feleletvalasztos teszt kitoltoi koziil 76 £6 irta meg a zarthelyi dolgozatot. Amennyiben a hallgatoi
pontszamokat az 0sszes elérhetd pontszam szazalékaban 6sszehasonlitjuk, azt lathatjuk, hogy az online
teszthez képest a zarthelyi dolgozatban minddssze 4 f6 javitott az eredményén, mig 1 tanuldé azonos
szazalékot ért el. A fennmaradd 71 f6 egyt6l egyig rontott az eredményén az online teszthez képest (11.
dbra). Ennek tobb oka is lehet: egyrészt a teszt feleletvalasztos jellege miatt tippelés esetén is jo esélyiik
volt a hallgatoknak eltalalni a helyes valaszt, megoldasuk nem feltétleniil tiikr6zott logikus,
kovetkezetes gondolatmenetet. Masrészrol a teszt kitoltinek a vilaghalé valamennyi forrasa, online
kalkulatora a rendelkezésiikre allt, s6t, sziikség esetén a tarsaikhoz is fordulhattak segitségért. Ezzel
szemben a zarthelyi dolgozatot tantermi, ellenérzott koriilmények kozott irtak a hallgatok, akiknek igy
teljes mértékben a sajat tudasukra kellett hagyatkozniuk.
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11. abra. A mindkét szamonkérésben részt vevo hallgatok szdazalékos eredményei

74



Palencsar E., Szilagyi Sz. Numerikus sorokkal kapcsolatos tanuldsi nehézségek feltardsa

Elmondhaté tehat, hogy a zarthelyi dolgozat objektivebben mérte fel a hallgatok numerikus sorokhoz
kapcsolodo ismereteit, javarészt emiatt figyelhetjiik meg a teljesitmény nagymértékii romlasat az online
teszt eredményeihez képest. Ezt alatamasztja az is, hogy a legnagyobb mértékii rontast két olyan
tanulonal tapasztalhattuk, akik csaknem hibatlan, 95%-os online tesztet kiildtek be, a zarthelyi dolgozat
sorokkal kapcsolatos feladatara azonban egyetlen pontot sem kaptak.

3.4. Az eredmények 0sszegzése

A harom kiilonb6z6 tipusu felmérés eredményeit 6sszegezve be kell latnunk, hogy az informatikai alap-
szakokon tanuld hallgatok numerikus sorokhoz valé viszonyuldséara a bizonytalansag jellemz6. A hall-
gatdk gyakran sajat bevallasuk szerint is idegenkednek a témakdort6l, mely részben a hianyos matemati-
kai alapismeretekbdl ered, részben pedig abbodl, hogy a numerikus sorokat nem tudjak kontextusba he-
lyezni, nem ismerik jelent6ségiiket sem a matematika, sem az informatika vilagaban. A numerikus so-
roktol valo 6dzkodés abban is megnyilvanult, hogy a veliik kapcsolatos feladatot a zarthelyi dolgozatban
a hallgatdk tobb, mint 10%-a teljesen tiresen hagyta.

Bar az online kérd6ivben tobben a mértani sorok dsszegének kiszamitasat jelolték meg legnagyobb
kihivasként, a zarthelyi dolgozat tapasztalatai arra engednek kovetkeztetni, hogy a mértani sorok
konvergencidjanak meghatarozasa és ezt kovetéen az 6sszegszdmitas egyaltalan nem a témakor legtobb
gondot okozo része. A hallgatok kiemelkedden magas ardnyban kaptak O pontot az &sszehasonlitd
kritériumok ismeretét méro feladatrészre, és az online teszt eredményei is azt igazoljak, hogy a hallgatok
szamara nehézséget jelent a konvergens majorans, illetve a divergens minorans sor keresése.

A kérdoiv alapjan a numerikus sorok konvergenciajanak meghatarozasakor a hallgatok szamara a
legnagyobb kihivast az adott sorra alkalmazhatd kritérium megtaldlasa, tovabba az Gsszetett alakok
egyszerusitése jelentette. Ezek mind olyan problémak, amelyek fokozott gyakorlassal, tapasztalat-
szerzéssel kikiiszobolhetok, hiszen a helyes kritérium kivalasztdsahoz bizonyos foku intuiciéra van
sziikség, az egyszeriisités pedig rutinfeladat.

Az oktatoknak érdemes azon dolgozniuk, hogy kozelebb hozzak a sorok vilagat a hallgatokhoz, mert
ezzel mind a kezdeti bizonytalansag, mind a sorok hasznositasaval kapcsolatos kételyek feloldhatok.
Javasolt az el6adasok sordn az adott tananyag gyakorlati alkalmazasainak felsorolasa, és a tanuldok
biztatasa az otthoni gyakorlasra. A gyakorlatokon kiilonos figyelem forditandé a majoralas-minoralés
modszerére, hiszen ezzel a tobbségnek gondja volt a zarthelyi dolgozatban.

Megfigyelhetd ugyanakkor az a tendencia is, hogy a Z generacios fiatalok kevésbé fogékonyak a
frontalis oktatasi modszerre (Prensky, 2001; Korei et al., 2021). Be kell hat latnunk, hogy a monoton
feladatmegoldas nem lesz célravezetd. Kiillondsen igaz ez a hazi feladatokra, melyekkel az a legnagyobb
probléma, hogy otthon a hallgat6 visszajelzés hidnyaban nem tudja, jol oldott-e meg egy feladatot, sét,
el6fordulhat az is, hogy a megoldas elsé lépéséhez a tanuldénak kezdetben kiils segitségre lenne
sziiksége. A hazi feladatok egy bizonyos tudasszint alatt inkabb kudarc-, mintsem sikerélményt adnak,
igy a gyakorlas 6sztonzése helyett tovabbmélyitik azt a szakadékot, ami a sikeres feladatmegoldas és az
egyéni képességek kozott tatong.

Uj, a hazi feladatoktol kiilonbozoé eszkozok alkalmazasat kell tehat fontolora venniink annak
érdekében, hogy a hallgatokat gyakorlasra Osztondzziik. Kulcsfontossagu, hogy ezek az eszkdzok
¢lménycentrikusan tarjanak egy adott témakort a tanulok elé, tovabba az is, hogy a hallgatok ingyenesen,
akar otthonrol is elérhessék Oket. A kovetkezd fejezetben a numerikus sorok témakoréhez a fenti
feltételeket kielégitd, konnyen elérhet6 oktatasi segédeszkozoket tekintjiik at.
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4. A numerikus sorok tanulasat hatékonyan tamogato eszkozok

4.1. WolframAlpha

A vilaghalon tobb online kalkulator elérhetd, ezek koziil az egyik legismertebb és legkiterjedtebb
eszkozkészlettel rendelkez6 a WolframAlpha (wolframalpha.com). Az ilyen kalkulatorok elsésorban
egyéni feladatmegoldas esetén alkalmazhatok dnellenérzésre. Fontos azonban megjegyezni, hogy a jobb
mindségii online kalkulatorok altalaban csak angol nyelven érhetdk el.

A WolframAlpha képes numerikus sor konvergencidjat meghatarozni, Osszegét kiszamitani (ha
létezik). A kalkuldtor ingyenes verzidja tetszéleges bongészobol, bejelentkezés nélkiil is elérhets. A
sorok keresdbe illesztésekor intuitiv grafikus feliilet segiti a felhasznaldt a billentytizeten nem fellelhetd
szimbolumok (szummazas, végtelen jel) begépelésében, tehat a program hasznalatahoz nem sziikséges
bonyolultabb parancsokat megjegyezni. Az Enter billentyli megnyomasat kovetéen a kalkulator
megadja az inputként megadott sor Osszegét (ha létezik), betiikkel is kiirja, hogy konvergens vagy
divergens az adott sor, majd grafikonon abrazolja a hozza tartozd részletdsszeg sorozat elsd néhany
tagjat. A megjelenitett tagok szama tetszélegesen novelhetd vagy akar csokkenthetd is. A konvergenciat
megadoé ablak felajanlja a ,, Step-by-step Solution” lehetéséget, azaz a konvergencia meghatarozasanak
1épései is nyomon kovethetok a WolframAlpha segitségével, de ezeket mar csak eléfizetett felhasznalok
tekinthetik meg. A WolframAlphat Onellendrzésre hasznalo hallgatok tehat a végeredményeiket
Osszehasonlithatjdk a program altal kalkulalt értékekkel, arra viszont nem nyilik lehetdségiik, hogy hibas
végeredmény esetén, vagy akkor, ha elakadndnak valahol a megoldasban, ingyenesen megtekintsék a
megoldas menetét. Ez a ,,szlikszavusdg”, a megoldasi menet ismertetésének hianya altalanossagban véve
az online kalkulatorok egyik legnagyobb gyengeségének tekinthetd. Ezt az okozza, hogy az online
kalkulatorok mogott szamitogépes programok futnak, melyek nem esetileg, kritériumok alkalmazasaval
oldjadk meg a konvergenciaval kapcsolatos feladatokat, hanem szoftverszinten sokkal konnyebben
implementalhato és szé¢lesebb kdrben alkalmazhato kozelit szamitasok segitségével. Ezért egyaltalan
nem szabad meglepddni, ha a kalkulator — bar egy sor Osszegét képes megfelelé pontossaggal
kiszamitani — azt mar nem tudja megadni, hogy melyik kritériumot tudnank az adott sorra eredményesen
alkalmazni.

Be kell latnunk tovabba, hogy bar a kalkulatorok hasznalata az otthoni feladatmegoldast segitheti, a
gyakorlas élményszerliségét nem ndveli meg szamottevéen, nem jarul hozza ahhoz, hogy huzamosabb
ideig fenn tudjuk tartani a hallgatok figyelmét.

4.2. Khan Academy

A Khan Academy egy nonprofit szervezet, mely azzal a céllal jott 1étre, hogy ,, ingyenes, vilagszinvonali
oktatast biztositson minden tanulni vagyonak, barhol is legyenek a vilagon” (Khanacademy.org). Elénye
egyéb online tudastarakkal szemben, hogy a weboldalon néhany leckének mar a magyar forditdsa is
megtekinthetd. A sorozatok és sorok témakdréhez kapcsolddo leckét tartalmazo Kalkulus kurzusnak
ugyanakkor jelen pillanatban még nem létezik magyar verzidja, a tananyag csupan angolul érhet6 el. Az
emlitett lecke 15 témakdrre tagolodik, 3 koztes kvizzel és egy leckevégi nagy teszttel. A tananyag rovid,
koriilbeliil 6tperces magyarazo videokbol és a hozzajuk kapcsolodo rovid tesztekbdl épiil fel, ezek akar
regisztracio nélkdl is elérhetdk a tanulni vagyok szamara. Pozitivum, hogy a videdk narracioja minden
tananyagnal kiilon leirasban is szerepel. Bar a videdk hossza meg sem kozeliti a 45 percet, jellegiiket
tekintve hasonlitanak a frontalis egyetemi el6adasokra, a szobeli magyarazattal parhuzamosan egy
virtualis tablara keriilnek fel az adott témahoz kapcsolodo képletek és abrak. A videok alatt talalhato
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kommentszekcioban a regisztralt felhasznalok feltehetik a kérdéseiket a targyalt témakorrel
kapcsolatban, és a kapott valaszok értékelésére is adott a lehetdség.

A kvizek feleletvalasztos és rovid valaszt igényld kérdéseket egyarant tartalmaznak. A példakhoz
segitség is kérhetd, ekkor a megoldas menete 1épésrdl Iépésre megjelenik a képerny6n. A kviz
kitoltésekor a helyes valaszok szaménak fiiggvényében skillszinteket lehet ugrani, tovabba a hibaink
alapjan ajanlast kapunk arrdl, mely leckéket nézziik at még egyszer. A tanulok az elérehaladasukat a
leckében egy Osszesitd oldalon kdvethetik nyomon, valamint a kvizek teljesitésével energiapontokat
szerezhetnek.

A sorokhoz kapcsolodo tananyag tartalmazza bevezetésként a sorozatokat is, részletesebben taglalja
a mértani sorok konvergenciajat és 0sszegét, kitér a hiperharmonikus sorokra, tovabba a Cauchy-féle
gyokkritériumot leszamitva valamennyi olyan konvergenciakritériumra, melyek a Matematikai analizis
L. targy tananyaganak részét képezik. Ezenkiviil egyéb kritériumok, a hatvanysorok, tovabba a Taylor-
¢s Maclaurin-sorok is definidlasra keriilnek.

A Khan Academy oldalan fellelheté numerikus sorokkal kapcsolatos tudasanyag széles korii,
eréssége a lényeg kiemelése és az egyes 1j koncepciok példakon keresztiil torténd bevezetése. A videos
tananyagok rovid terjedelme, a teljes tudasanyag kis részekre tagolasa segit abban, hogy a tanulok
figyelme ne terel6djon masra gyakorlds kozben, tovabba ez a szerkezet az egyes részek ismétlését,
bizonyos videdk ujranézését is tdmogatja. A rovid videdk konnyedén beilleszthetok a tanuldk zstfolt
mindennapjaiba, reggeli kavézas kdzben vagy akar a buszon iilve is megtekinthetok. A tesztek és kvizek
kitoltésével a hallgatok az egyetem falain kiviil is visszajelzést kaphatnak a tudasszintjiikrél, a
megszerzett ismereteikrél. Elményszeriiség szempontjabol a Khan Academy sem nyujt sokkal tobbet
egy egyetemi kurzusnal. Bar az energiapontok és skillek rendszere, az elérehaladasi statisztika egy
bizonyos szintig motivacios tényezoként hat a tanulokra, a leckék felépitésében tovabbra is a frontalis
oktatasi modszer kdszon vissza. Megjegyzendd tovabba az is, hogy a konvergens majorans és divergens
minorans sorok keresését, ami az elsééves informatikai alapszakok hallgatoi szamara a zarthelyi
dolgozatban a legnagyobb kihivast jelentette, a Khan Academy tematikus tesztjei csupan feliiletesen
érintik, a majoralast-minoralast a legtobb kvizben elére elvégzik, a tanuldknak csak a konvergenciat
vagy a divergenciat kell meghatarozniuk a feltiintetett relaciok alapjan.

A Khan Academy alkotoi a gamifikalt (jatékositott) tanitdsi modszert valdsitottdk meg online
kornyezetben. A gamifikacid szamos esetben bizonyitottan hatékony tanitasi forma a matematika
oktatasaban (Takacs, 2023), azonban a hatranyairdl sem szabad megfeledkezniink (Toda et al., 2018;
Queirés és Pinto, 2022).

4.3. Egyéb lehetoségek

A mértani sorokkal kapcsolatos problémak kikiiszobdlésére érdemes olyan szoveges feladatokat
megoldani a gyakorlatokon, amelyek megragadjak a hallgatok figyelmét. Talan a legismertebb ilyen
példa Akhilleusz és a teknds paradoxona, amellyel az 6korban Z¢noén a mozgas 1étét cafolta (Mendelson,
1995; Southwell, 2021). Tapasztalataink alapjan a szoveges feladatok megoldasanal a nehézséget az
abra hianya jelenti, ezért érdemes olyan egyszerlibb feladatok kitlizésével kezdeni a mértani sorokhoz
kapcsolodo szoveges feladatok megoldast, amelyek konnyen vizualizalhatok. Néhany példa:

— Legyen r > 0 tetszbleges valds szam. Egy félegyenesre mérjiik fel a 2r tavolsagot, amit
meghosszabbitunk a kezddpontbdl felmért tavolsag felével, majd ehhez hozzaadjuk a
meghosszabbitas felét és igy tovabb. Ezen tavolsagok, mint atmérdk folé valtakozva feliil, majd
alul félkoroket rajzolunk. Mekkora az igy keletkezd kigyovonal hossza? (Matematikai
feladatgytijtemény III., 1978)
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— Egy gumilabdat 10 méter magasbol ejtiink le. Minden alkalommal az el6z6 magassag feléig pattan
vissza. Mekkora utat jar be a labda, amig nyugalomba keriil? (Mendelson, 1995)

— A legujabb kutatasok alkalmaval rabukkantak egy eleddig ismeretlen egyiptomi piramis romjaira.
A piramis lépcsdzetes volt, sok emelettel, de hogy pontosan hany emeletes volt, azt nem tudni.
Fennmaradt viszont egy toredékes épitészeti leirds, miszerint ,,...az els§ emelet hossza és
szélessége legyen 288 konydk, magassaga 40 konyok... Minden emelet legyen ardnyosan kisebb,
mint a megel6z0... a harmadik emelet szélessége tehat mar csak 200 konydk...” Hany kdnyok
lehetett legfeljebb a piramis teljes magassaga? (Gaspar, 2006)

Az informatika alapszakos hallgatok érdeklddése olyan feladatokkal is felkelthetd, amelyekhez a
kézzel rajzolt vazlatok helyett javasolhatjuk kodolast igénylé matematikai, mérnoki szoftverrel
(MATLAB, GNU Octave, Julia, SageMath stb.) készitett szemléltetd abrak létrehozasat. Ez a 1épés egy
komplex feladat esetén didaktikailag kifejezetten elonyds, mert igy mar a rajzolas fazisaban sziikség van
a megfeleld Osszefiiggések jelentds hanyadanak felirasara, felhaszndlasara, tovabba a tantargykozi
kapcsolatok erdsitésére jol kiaknazhato lehetdségét teremt. Ezek a feladatok egyéni vagy csoportos
projektek keretében is kiadhatok megoldasra a hallgatoknak, igy nem jelent problémat a gyakorlatok
idokorlatja sem, ha konzultacidés lehetGséget biztositunk a projektek gondozasara. A projektek
megvaldsitasandl a differencidlasra is lehetdség nyilik. Projektekhez javasolt feladatok:

— Egységsugart korbe szabalyos nyolcszoget irunk. Kivalasztjuk a nyolcszog egyik csucsat, ebbdl

a szomszédos csucsba huzott sugarra merdlegest allitunk. A merdleges talppontjabdl ismét
mero6legest allitunk a kovetkez6 csucsba hlizott sugarra. Az eljarast igy folytatjuk, mindig azonos
iranyban haladva. Hatarozzuk meg az n-edik és az n + 1-edik 1épésben kapott talppontokat
0sszekotd szakaszok hosszat! Jeldlje S, az elsd n 1épésben kapott szakaszok hosszanak dsszegét!
Szamitsuk ki a lim S, hatarértéket! (Urban, 1994)

n-oo

— Egy a ¢l kocka lapjainak kozéppontjai egy oktaéder cstcsai. Ezen oktaéder lapjainak
kozéppontjai ismét egy kockanak a csucsai. Ebbe a kockdba az el6bbi modon tijabb oktaédert és
ebbe ismét kockat képzeliink, és igy tovabb. Hanyszorosa az igy elképzelt kockak felszineinek
Osszege az oktaéderek felszinei 6sszegének? (Matematikai feladatgyiijtemény III., 1978)

— A Koch-féle hopehelygorbék elsé tagja egy egységoldalu szabalyos haromszog. Ennek minden
oldalanak kivessziik a kozéps6 harmadat és helyére egy kifelé allo kisebb szabalyos haromszoget
helyeziink. igy kapjuk a mésodik Koch-féle hopelyhet. Az n-edik hopehely is egymashoz
kapcsolodo egyenld hosszu szakaszokbol allo zart tordttvonal, amibél tgy kapjuk az n + 1-edik
hopelyhet, hogy minden szakaszanak kdzéps6 harmadara kifelé szabalyos haromszdget allitunk.
Mekkora a Koch-féle hopehely kertilete és teriilete? (Hegyvari et al., 2013)

Fontos mozzanat a projektalapu tanulasnal, hogy a hallgatok lehetdséget kapjanak arra, hogy az
Osszes projektbe bepillantast nyerjenek, ne csak abba az egybe, amin dolgoztak, tehat a projektek zarasat
egy bemutatoval érdemes 6sszekotni.

A tanulas élményszeriivé tételére a projektalapu tanulds biztositasa mellett didaktikai jatékokon
keresztiil is lehetéség nyilik, gondolunk itt nemcsak az infokommunikacios eszk6zokon futd
alkalmazasokra, hanem a fizikai tarsasjatékokra is. Az internet vilagaban é16 Z generacios hallgatoknal
igen eredményesen hasznalhatok a jatékalapu tanulasi modszerek (Korei et al., 2021). A fizikai
jatékokkal a gyakorlati 6rak alatt akkor is jatszhatnak a hallgatok, ha az 6rat nem gépteremben tartjak.
Béar a trigonometrikus fliggvények fontosabb azonossdgaihoz (Dudas et al., 2019) ¢és a valos
szamsorozatok hatarértékének szamolasahoz (Szilagyi és Korei, 2021; Szilagyi és Korei, 2022; Szilagyi
et al., 2022) mar vannak a Miskolci Egyetemen sajat fejlesztésti didaktikai tarsasjatékok, a sorokhoz
kapcsolodéan még nem késziilt el hasonld jaték, mert a fejlesztéi munka meglehetésen iddigényes
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folyamat. A felmérésbdl kapott visszajelzések utan nyilvanvalova valt, hogy tovabb nem halogathato
ennek a témakornek a jatékos alapokra helyezése, igy nekilattunk egy kooperativ didaktikai jaték
megalkotasanak.

5. Osszefoglalas

A 2022/23-as tanév Oszi félévében lebonyolitott harompilléres felmérés alatamasztotta azt a sejtést,
miszerint az elsdééves informatikai alapszakok hallgatéinak jelentds hanyada idegenkedik a numerikus
sorokkal kapcsolatos feladatok megoldéasatdl, a konvergenciakritériumok hasznélatdban bizonytalanok,
a sorozat és a sor fogalmat gyakran Osszekeverik. A legtobb probléma az 6sszehasonlitod kritériumok
hasznalatakor jelentkezik, de gondot okoz a sorOsszeg kiszamitidsa és az Osszetett formulak
egyszerisitése is. A felmérésbol lathatd tovabba az is, hogy a zarthelyi dolgozaton elért eredmények
mielébbi javitasra szorulnak, hiszen a hallgatok altal atlagosan elért 15 pont messze elmarad az
elégségeshez sziikséges szinttdl (25 pont). Bar a lemorzsolddas csokkentése érdekében a félév kozben
szdmos pluszpont szerzésére biztositunk lehetdséget, fontos szempont a kurzus lezarasaval
kapcsolatban, hogy a Matematikai analizis I. szilard alapokat nyQjtson a raépiildé Matematikai analizis
II. tavaszi féléves tantargy teljesitéséhez és megadja az informatikai alapszakok hallgatoinak azokat a
matematikai alapismereteket, melyekre kés6bbi tanulmanyaik, munkajuk soran sziikségiik lehet. Ezen
alapismeretek kozé tartozik a numerikus sorok konvergencidjanak vagy divergencidjanak
meghatarozasa. Eppen ezért sziikség van olyan tanulast timogatd eszkozok hasznalatira — akéar a
tantargy gyakorlatainak keretein belill, akar otthoni feladatként — amelyek kozelebb hozzdk a
hallgatokhoz a numerikus sorok és a végtelen koncepcidjat, segitenek megérteni a sorok jelentdségét,
relevanciajat az informatika vilagaban. Fontos szempont ugyanakkor az is, hogy ezek az eszkdzok
hosszu tavon is képesek legyenek fenntartani a hallgatok figyelmét és sikerélményt nyujtsanak. Ilyen
tanulast timogato eszkoz példaul a WolframAlpha, vagy a Khan Academy. Ugy gondoljuk, hogy a
projektalapt és a jaték alaputanulds eredményességét ezen a teriileten is érdemes lenne kihasznalni,
gondolunk itt olyan projektek kialakitasara, illetve didaktikai jatékok fejlesztésére, amelyekkel a
vizsgalt témakdr tanitasi-tanulasi folyamata eredményesen javithato.
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