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Absztrakt

Jelen munka a rugalmas prizmatikus tartohoz csatlakozé merev siklapra hato erdk hatasat fogja vizs-
galni azzal a céllal, hogy tisztazza a laphoz csatlakozo merev csap vége és az alatta lévo sikfeliiletii
test kozott kialakulo érintkezésnél milyen elmozduldasok és erdK léphetnek fel. A két ismert nagysdgu
terhelderd kiilonbozd vandorlasi palydja, hogyan hat a csapvég mozgasdara, pdlydjara, a csap és az
also test kozott fellepo surlodoerd nagysagara, ennek pedig mekkora a zavaro hatasa a csapvégi pa-
lydja végsé formajara. Szamos terhelési varidciot vizsgalunk, tobbek kozott olyan erémozgasi palyat is
meghatarozunk, ami a csap végének korpdlydn torténd mozgasat fogja biztositani.

Kulcsszavak: rugalmassagtan, elmozdulds és szogelfordulds szabdlyozasa, surlodds, valtozo terhelés,
érintkezési kélcsonhatas

Abstract

The present work will examine the effect of forces acting on a rigid flat plate connected to a flexible
prismatic beam with the aim of clarifying what displacements and forces may occur during the contact
between the end of the rigid pin connected to the plate and the body with a flat surface underneath.
How do the different movement trajectories of the two known loading forces affect the movement and
trajectory of the pin end, the magnitude of the frictional force between the pin and the lower body, and
how much of a disturbing effect does this have on the final shape of the pin end trajectory. We examine
several load variations, among others, we also determine a force movement path that will ensure the
movement of the end of the pin in a circular path.

Keywords: theory of elasticity, control of the displacement and slope, friction, variable load, contact
problems

1. Bevezetés

Gépészmérnoki gyakorlatban sokszor talalkozunk olyan technoldgiai feladattal, amikor egy adott hely-
re, adott erOvel, adott mértékii elmozdulast kell biztositani a szerelési feladatoknal. Ez a probléma egy
uj tipusti optimalizécios feladatot jeldl ki. Ezzel kapcsolatosan két munkank jelent meg (Paczelt és
Mroéz, 2019; Paczelt és Mroz, 2020). A rugalmas szerkezet egy tartd, amihez egy merev csap csatlako-
zik. Ennek a végén kivanjuk elémi az adott elmozdulast, ill. a szogelfordulast. Az er6k iddbeli valtoz-
tatasaval periodikus mozgés érhetd el. A kivant elmozdulas és szogelfordulds a tartéra hato két erd
helyzetét egyértelmiien meghatarozza. Az érintkezési erdt a két er6 ereddje szolgaltatja.
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Paczelt 1. Elmozdulas és szogelfordulds szabdlyozdasa rugalmas szerkezetnél

Most egy modositott szerkezetet fogunk vizsgalni. Egy rugalmas tartohoz egy merev lap csatlako-
zik, amibdl kialld merev csap vége fog kolcsonhatasba kertilni a sikfeliilett testtel. Vizsgalni fogjuk a
merev lapra hat6 fix helyen 1év0, ill. a mozg6 erdk hatasat.

2. A vizsgalt szerkezet

Vizsgaljuk az I. abran vazolt rugalmas tarto-merev lemez alkotta rendszert, aminél az A helyen csusz-
ka van, az x;,Y, €és X;,Y, helyen pedig Fy =F; és F; =F; koncentralt fiigg6leges iranyt erék hat-
nak. (Az er6 és a lemez kozotti surlodastol eltekintiink.) A lemezhez mereven csatolt QG csap merev.
A G pont x iranya koordinitdja X,, az itt fellépd fiiggbleges eré az egyensilybol kovetkezdleg

F, =F, +FJ, mivel a megtimasztasnal a timasztoerd fiiggbleges erdje zérus, F, =0, azaz a cslisz-
ka hiivelye le ¢és fel szabadon mozoghat. Jelolje a terhelések relativ pozicioit & =X, /X, ¢és
& =X | Xy, mig a terhelések faktorait fi =F/F,, f =F /F,. A csap vége a G pontban érintke-
zésben van egy sikfeliiletli testtel. A normalis irdnyu er6 F, =F, +FJ, mig a sarlédoeré a Coulomb-

torvény szerint szamithato. Mivel a szerkezet lemez része merev, a tart6 rugalmas, az eréket a B ke-
resztmetszetbe fogjuk redukalni.
Surlédasmentes esetben a B-be redukalt erék és nyomatékok az alabbiak

Fe=F,—(F, +F)  F,=F +F =F, +F; (1)

My = (F Yo =F¥o): ¥o 20, ¥ 20,
Mg =(% —LF +(X —L)Fy = (% — LR =xF +xF =X, F, 2
M, =0

Ha a B-ben fellepd  elmozdulas — ug=u,e, +Ue, +U4E, és  szogelfordulas

0, =0ze, +0e, +0e, értékii, akkor a G pontbeli merevtestszerli elmozdulas

Ug =U€, + U8, +Ue, =Ug +0; xAry, , ahol Ary, =r; —ry = AXgee, +Ayge, +AZge,
AXBG =X~ L’AyBG :O'AZBG =-S

u Ug 0 -s 0 0,
Us =|Uyg [=|Ug [+|S O AXgs || O, (3)
u Ug 0 —Axg O 0,

Természetesen a sebességre all

U, =U,.e, + uyGey +U,.e, =Ug +0; xArgg
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Paczelt, 1. Elmozdulas és szogelfordulas szabalyozasa rugalmas szerkezetnél

U, U,g 0 -s 0 6,

uxG . . . .

Ug = Uy ={ g }: Ug [+|S O AXgs || 6, |=Ug + R0y
Ug 0 —Axg O o

z

l']ZG

Izotrop surlodasnal a G-ben 1€v6 surlodoerd az ismert sszefiiggéssel szamolhatd

u
Se =S,68, + 5,68, =—u—-F,
e
ahol u a strlédasi tényez6. Ekkor a B pontbeli redukalt erék és nyomatékok

Fo=F,—(F +F), Fy=F +F =F; +F;, Fg =S¢, Fg =S,

MXB :(F07y5 - F0+yg)+SSyG'
M = X B + X F — XoFo —8S6
MzB = (XQ - L)SyG

Ha a deformalt allapotot is figyelembe vessziik, akkor a tdvolsag mas, ezért

My =Fs—Tg=Fs +Uc€ +Uce, Ty,

Ug =Ug —S6,, Ug =Ug+S0 +AXg50,, Ug=Ug+AXg0,

és igy
e, Xo—L-s6, Fg¢
=Ty xFs =16, SO, +AM%0, Fp

e, —S—AMXg0, F

SO, + AXgs 0,

Mg =My, +Mg v Fe =S Fe=3S
Mg, =¢€,sF¢ —ey[(xQ -L)F, +stGJ+ez(xQ - L)FyG

My =€, {(36, + Axys0, )F + Axgo O, Fyo | —€, [ 36, F +Axys0,F |

y y' G y

+€,{30,F,q +(30, + A%l )}

y' Y6

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

A hatésfliiggvények segitségével a rugalmas tartdo végén a B pontban az altalanositott elmozdulés

(eltolodas és szogelfordulas) (Szabd és Roller, 1971; Paczelt, 1999)
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Paczelt 1. Elmozdulas és szogelfordulds szabdlyozdasa rugalmas szerkezetnél

L _
AE
L L?
(U | 3El, 2EL, [[F, ]
Uy L S Fre
qs{uﬂ: s | 3El, 2EI, = {Hn le}{ﬁ,} (13)
98 HXB L MxB H21 H22 MB
O Gl Mg
_HZB_ — L2 L _MzB_
2El, El,
L® L
BT} EN

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor a rendszerre a y, =y, =—Y, pontban az F, (z) er6 hat, illetve az
F, (r) er6 periodikusan mozog a C; és C," pontok kozott (lasd a 2. abra). A mozgas periodikus ideje
T.. Az er6k is id6ben periodikusan valtozhatnak. A nyilak melletti 1 és 2 szamok az elsd, ill. a maso-

dik félperiodushoz tartozéan mutatjak az er6 mozgatdsanak az irdnyat. Ezen jelolést a tobbi dbran is
megtalaljuk. Lényeges a V helyen 1év6 megtamasztas, ami az y iranyu eltolodast és a merevlemez z
koriili elfordulasat megakadalyozza.

bar : elastic

plate : rigid —body Vv
du te =Py =
y(V) = deZ(V) =0 ezB :‘9zv =0
dx dx

1. dbra. Rugalmas tarto-merev lemez alkotta rendszernél a G pontban fellépd elmozduldst és szégel-
fordulast fogjuk szabalyozni (vezérelni)

Mivel az F, = F; (7) + () = const idSben dllando, az x koriili szogelfordulas
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Paczelt, 1. Elmozdulas és szogelfordulas szabalyozasa rugalmas szerkezetnél

F@O-F@w [F@O-R@]L

0,=06.(r)= , 14
=6,() o ot ' (14
ahol n=y,/X,.
Az erdt az alabbi formaban (egy idéfiiggvényen keresztiil) adjuk meg
I:O¥ (Z') = FOmax f ’ (T) ’ (15)
ahol
_ 2 . _ 2 .
f (z’)z_l_—r, if 0<z<T,/2, f (r)=2—_|_—z', if T,/2<t<T,
. 2 . N 2 .
f (z’)zl—T—r, if 0<r<T, /2, f (r)=—1+_|_—r, if T,/2<t<T,
Barmely iddpillanatban all
f(o)+f(r)=1 (16)
Feltételezve, hogy
A=X3(r=0) =X, =X, — X%, (r=0) a7

Ez azt jelenti, hogy (& —1) =—(& —1)

bar : elastic 4
plate : rigid —body Y Yo=Ys =—Yo
| Ug =U, =
Uy(v):dgz(v)zo ezBZHZVZO
dx dx

2. abra. A rugalmas tarto-merev lemez alkotta rendszernél a G pontban fellépé elmozdulast és szogel-
fordulast fogjuk szabalyozni, ha az F, () lefixalt pozicioban van, mig az F, (r) a vérds vonal mentén

X-Szel parhuzamosan mozog
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Paczelt 1. Elmozdulas és szogelfordulds szabdlyozdasa rugalmas szerkezetnél

A kezdeti id6pillanatban (7 =0),az F,(r)er6 a C,” pontban hat, mig az F, (r) eré a C; pontban.
Az F,(r) erd helyzetét az alabbi dsszefliggés adja meg

X (1) =% f. (7). % = =>10=&1 0 (18)

X

*a

ahol E=¢& 1& =x; 1%, fg(r):l—%_ A-&r if 0<z<T,/2,és
fg(r):—1+2§+%(1—5)r if T./2<7<T, (19)

Az erdk id6beli lefutasat a 3. abran lathatjuk.

Loading forces
10007 ‘ 4 :

900 = N A
goof Fji--o-- / 3
700} S | L |

600}
500}

4001

— =+
Forces Fo' FU [N]

3001
2001 FE:_O_

100}

0 0.5 1 1.5 T./2=2 25 3 35 T=4
Time in one load cycle t [s]

3.dbra. R, (7),F; (7) erdk és ereddjiik F,(7)=F, (z)+F; (7)=F, =dll vdltozdisa az idében

3. Terhelési lehetoségek

3.1. Az er6k nem mozognak

311 Fy(7),R (r)erdk  az  (x,¥)=(%—Yo) €  (xY)=(%,Y,) pontokban,  mig
azF,(r)=F, (r)+F, (z) erd a G pontban hat (x,y) =(x,,0).

Az y koriili szogelfordulas 6, =6, (r) =0

A  0<r<T,/2 iddintervallumban
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Paczelt, 1. Elmozdulas és szogelfordulas szabalyozasa rugalmas szerkezetnél

0,=0,(r)=

(R (0)- F0+(z')]yo|— Fomax Xw{ﬂ _1} (20a)

Gl, Gl; T,
Amennyiben a G pont szégelfordulasabdl szarmazo 0j helyzetét is figyelembe vessziik, azaz az
Fo(r)=F; (7)+F, (z) erének az x tengelyre kifejtett nyomatékat, akkor a (20a) kiboviil
Foh, 0, (7) LF0 max
L Gl Gl 0,(z) taggal, mivel az F,(z) er6 a h,6, karon ad csavaronyomatekot
T
az x tengelyre. Emiatt a szogelfordulasra vonatkozo6 6sszefiiggés

-1
4t Fomaxh

0,=0, Fomes —-1||1-L-22 | modosul.
D=, XQ?{T }{ Gl }

*

-1
F,_.h
Jeloljiik a médositando tagot B, = {1 L Ogix Z} -el.

Végezetiil egy egyszerti 6sszefiiggésre jutunk

F 4t
0. =0 (r) = —2m —-1|B 20b
L, =0,(7) Gl XQU{T } X (20b)

*

F
Tovabba r=0-nal, " =6,(0)=——"*y LB, ,
Gl;
[A + indexet azért hasznaljuk, mert ekkor a terheléerd F(7) =F, .., F, () =0]

7=T,14-nél,0,(T,/4)=0

F
t=T,/21él, 6 =0(T,12)=—"%y LB,
Gl;
[A — indexet azért hasznaljuk, mert ekkor a terhel6 eré F, (r)=F, .., K (r)=0]

A T, [2<7<T, idszakaszon

0,=0,(r) =

F @) -F(r L F.h,@ F Fh,6
[ @) uﬂw+LQZ¢LOW%U34 RN
Gl, Gl, Gl, . Gl,

Formalisan a (20)-nal elmondottakat felhasznalva

0,=0,(r)= é;“a*xQ [3-?}5 (21b)

3.1.2. Ry (7),F; (7) erék az (x,y)=(%;,0) és (x,y)=(x;,0) helyen hatnak
Ekkor 6, =6,(r)=0
_FO* oy FO+ + L FO o i i ) )
0, =0, =L O ) Rk %)) =2 L [ )+ 7 0E D] @2
y

y
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Paczelt 1. Elmozdulas és szogelfordulds szabdlyozdasa rugalmas szerkezetnél

Ismételten, ha a G szogelfordulas miatt kilép eredeti helyzetébdl, akkor az
L Foh,0, () _ LF, .h

o E’Tax ~0,(r) tag miatt, egy ujabb modosito tag jelenik meg,
y y
-1
B —|1-L om | aovis
y = El, » vagy
FO max - - + +
0,=0,(0) =2 %L [ (& -+ ()& -1)]8, (22b)
y

A (16) alatti f~(z) és f*(r) felhasznalasaval a szogelfordulas

//f+(z')=1—_|_£r, if 0<7r<T,/2, f(z’)z_%z’, if 0<z<T /2]

5

=
r=0 -ndl, 6" =06,(0) = ["E;““ XL (& -1)B,,
y

t=T,/4-ndl, 6,(T./4)=0

F
r=T,/2-n¢l, 6 =0,(T. /2)=$xQL2(§g -1)B, (23)

y

4. abra. A QG merev csap elforduldasabol szarmazo x és y iranyu elmozdulasok

3.13. Az erék a C; (X,y)=(%,,—Y,) ésa C/ (X,y)=(X,,Y,) pontokban hatnak. 1djbeli lefutdasuk a
(15), (16) egyenletek szerintiek.

Ekkora 0<7<T, /2 id8intervallumban

QX _ 0)( (T) _ |:F07(T) - Fo (T)] yoL _ Fo,max XQ77L|:4T :| (246.)

Gl, TGl T

*
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Paczelt, 1. Elmozdulas és szogelfordulas szabalyozasa rugalmas szerkezetnél

FO max 4
0, =0,(r) = Gle XQUL{T—T—l}B (24b)
0,-6,()= [_Fo‘(r)(XQ —- X5 )E+I yFo () (% —XQ)]L _ FIOET:X XoL Ef(go- _1)+(1-%r)(§g -1)} (25a)
0,=0, (r)— Fona xQL {—T(e% —1)+(1——r)(§0 —1)} (25h)

A QG csap végén a 0, és 0, szogelfordulasokbol y és X irdnyaban s6,, —s6, elmozdulasok kelet-
keznek (lasd 4. dbra). Feltételezzik, hogy a G pont linedris egyenes mentén mozog az (—s6,”,s6,”)
poziciobol a (—s6,”,s6," ) pozicidba. (7 =0 idéponttol a félperiddus végéig 7 =T, /2), illetve fordit-
vaar =T, /2 helyzettdl a periddus végéig a 7 =T, ideig. Mivel ezen pozicidkat el6zetesen ki tudjuk

szdmolni, a pontok kozotti irany kdnnyen meghatarozhatd és ezzel a surlédoderd elsd iteracios 1épésé-
hez tartozo értéke is ismert lesz:

u sH**+s¢9’* e, + (s —sf. e
S =S,68, +S,68, = U Ry = C , )8, + (867 30,7 )e,

=—u (26)
) \/(—SHY** +50,") +(s6;" ~s6,")

A masodik és a tovabbi iteracios lépésbeli surlodoerdt a korabbi iteracidoban kapott értéket felhasz-
nalva tudjuk meghatarozni a B,, B, modosito tagokat felhasznalva

F SS F sS
07" =0 (0)=—"%y B +— L, " =0 (0)=—2"%x L (& —1)B, — € 27a
X X() GIT yO X GIT y y() Ely XQ (é:O ) y Ely ( )
Azels6é =T, /2 félperiddus végén az 0 érték
F sS F sS
0" =0T, 12)=2y |B -—LL, g =0,(T,/2)=—2"2x L (& -1)B, +—=¢  (27b
X X(T ) GIT yO X GIT y y(T* ) Ely XQ (50 ) y E , ( )
Majd a masodik T, /2<7 <T, félperiodusban
F 47 sS G
0,=0,(r)=—"x nL|3—— |B, - —=L 28a
" X(T) Gl, AL |: T, :| " Gl, 259
I:O,max 2 - 2 n SSX
gy =9y (T) ZE—IyXQL |:(2—T—*T)(§O —1)—(1—ET)(§0 —1):| By +?;3 (28b)
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3.2. Csak az F;(r) terhelés mozog az x mentén sirlédasnélkiili esetben vizsgaljuk a
szogelfordulast

A =0 iddben az F, (7),F (7) erk az (X,y) =(X,,~Y,) € (X y)=(X;,Y,) pontokban hatnak. Az

Fo

alattiak adjak meg: & =&/ 1, (7).

Ismételten felhasznalva a modositd tagokat, irhatjuk, hogy a 0<7 <T, / 2 id6intervallumban

(r) er6 az C -bél a C,;” pont felé mozog az X mentén (lasd 5. dbra). Az er6 helyzetét a (18), (19)

F ()-F' L LFRh6e F
HX ZQX(T) =|: 0 (T) GI0 (T)] yO + él 27X — Go,;nax XQ77L|:$_ :|Bx — 1a,9x +1ngT (29&)
T T T *
-F, =X )+ F (@)% (z)—x,) |[L  LF,h@
Hyzey(r):[ S (@)% = %) L (DO -x)]L | o,
y y
F
=2 L[ (@& -+ (@& () -D) B,
El, (29b)
F,max 2 - 2 + 2t =
= gly XoL {ff(fo —1)+(1—T—*T){§o (1—?*(1—5))—1}}%
= 1{:19y + 1b0yz' + 1cgyr2
AT, /2<7<T, iddszakaszon
F(0)-F L LFRh6, F
QXZQX(T)ZI: 0 (T) 0 (T)j| Yo + Q' z”x _ Tomax XQ77L 3_£ B>< zzagx+2ngf (29C)
Gl, Gl, Gl T,
—F () (X = %) + R () (% (7) = %) [L  LF,h,0
0y=«9y(r)=[ : : EIO : Q] + él Y
y y
F max - - + + £+
zg—lnyL[f ()& D+ F ()& . (2)-D) B, 2s0)

FOmax 2 - 2 +(DE 2 £
=E’—InyL {(Z—frj(s‘o _1)—(1—?*1){50 (25—1+T—j(1_§))_1}}5y

="a,, + ’by, 7+ “c,,7°
A G pont palyéja az (—s6, (0) , s6, (0) ) pontbol indul és a (—s6, (T, /2),s0, (T, /2)) pontba érke-
zik, a (—s6, (r) =—s("a,, + b, 7+ 'c,,7°), 56, (r) = s(*a,, + ,,7) ) egyenlettel jellemezve. A masodik
félperiodusban a palyagorbe egyenlete

(=6, (r) =—s(*ay, + %, 7+ °c,,7°) , 56, (z) = 3(*a,, + b,,7) ). (30)
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Surldodas hatasa
A csap G pontjanak Xy sikba esé elmozdulasa a szogelfordulasokbol adodoan —s@,, s6, az Xy ira-
nyokban. A sebességet

(31)

Ve =t o = Iim{—s(ey(r +AATT)—¢9y(r))ex N s(&x(r+iz)—¢9x(r))ey}

Osszefiiggéssel szamolhatjuk. A Coulomb strlodasi torvény értelmében a surlodo erévektor
Sg =S S o8, = F i a sebesség figyelembevételével
6 = S,e8 S8, ——,um o » ami a sebesség figyelembevételéve
xyG
SO +507)e, + (SO —sO e
Sez—yFQ( U /) XZ (6, X)zy. (32a)
\/(—se;*“ +50; ) + (6, —s6;)

Ha az als6 lemez, amivel a G pont ¢érintkezik, v, =-v,e, sebességgel mozog, akkor a surlodoerd

szamitasahoz sziikséges sebesség modosulni fog

Ve = Vg + Ve, - (32b)
A surlodoerd tagjai
sS
6, (sirlodas) = 2% L, g, (srlédas) = (33)
Gl, El,

szogelfordulasi modositast okoznak a 0<z <T, /2 iddintervallumban, a kdvetkezd félperiodusban

ellentétes hatast kifejtve.

A tobbi terhelési esetnél is hasonldan jarhatunk el.

A testek kozotti érintkezési kopasi feladatokkal a végeselem-moddszer felhasznalasaval, inhomogén
testeknél a Paczelt et al. (2020) alatti munka foglalkozik részletesen valtozo terhelés esetén.

3.3. Tételezziik fel, hogy az F; () eron Kiviil az F; (7) szintén mozog a C; -tél, a C, pon-
tig (lasd 5. 4bra). Az er6 pozicidja a kovetkezo egyenlettel jellemzett

¢ =5(@=4f1(), (34)

ahol E=& 18 =x 1%, E=&1&=x1%
fg(@:l—%(l—é)r if 0<r<T./2,és
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f,;(r)=—1+2§+% Q-8 if T./2<c<T (35)

bar : elastic
plate : rigid —body v/ Yo=Ys == Yo

du, (V) _dé, (V)

dx dx e

ng = (92\, =0

5. abra. A rugalmas tarto-merev lemez alkotta rendszernél a G pontban fellépo elmozduldst és szogel-
Sfordulast fogjuk szabalyozni, ha az F, (r) a kék vonal mentén, mig az F,' (t) a voros vonal mentén
mozog az x tengellyel parhuzamosan

A 0<7<T, /2 id8intervallumban a sz6gelfordulasok

F @)-F@)|yL LFRhE F
0X=0X(T)=[ 0( ) 0( ):Iyo n Q z7x _ _ Omax XQ77L ﬂ_ szlagx"‘lbaxf (36)
Gl; Gl; Gl; T,

[-F (0% =% () + Fy ()% (7) = %) L , LRoho,
El El,

y

0,=0,(r)=

FOmax - - f - + + £+
T XL [ ()& () -+ F ()& 1 () -D) |B, an

I:O,maLx 2 _ 2t = 2 " 27 ~
L {fr@o (1—f(1—§))—1)+(1—f7){§o (1—f(1—§»-1}}5y

_1s 1s 1s 2
=78, + b, 7+ 7C, T
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A T,/2<7<T, intervallumban pedig

0,=0,(r)=

Ox Ox

F@)-F (@) |yL LFh6E F
I:O() 0():|y0+ Q' z7x __ " 0,max 7]L|:

- 3-2|g 2 47 . (38)
Gl Gl. Gl T

5

[F D0 % ) +R O @ -x) L LRho,

0,=0,(r)= El El
F
=L [ @ -D TG @ -D]8,
NP (39)
I G S
_E—Iy © 1 2 f(0F _1 271 £y _1 '
< —fr){f:o( 12 —:»—}

_2s 2s 2s 2
="a,, + b, 7+ 7C, T

3.4. Az F; () és az F,(r) azy tengellyel parhuzamos irinyban mozognak, lasd a 6. 4brit

Ekkor a szdgelfordulasok

[RORO-FOR@L LR,

aX = ex (T)
F o el (40)
=Nl @, OO @))L8,
0,=0,(z)= [—Fy ()% = %)+ Fy (2)(x — %) L LR,
El, el »

F
=2 L [F@& -0+ (& -D B,

y

ahol

f, (r)zf,]’(r):f,;(r):(l—_l_ir), f(r)zTEz', f*(r)zl—_rgr,if 0<7z<T,/2

*

f (0)="1 ()= f,]+(r)=(—3+_|_iz'), f(T)=2—T£r, f*(r)=—1+_|_32', if T,/2<z<T, (42)

* * *
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bar : elastic /
plate : rigid —body V

u (B)=u,(v)=0
- y y
Yo ==Yo

6,(B)=06,(V)=0

6. dbra. A rugalmas tarto-merev lemez alkotta rendszernél a G pontban fellépo elmozduldst és szégel-
Sfordulast fogjuk szabalyozni, ha az F, (t) a kék vonal mentén, mig az F, (z) a voros vonal mentén
mozog az y tengellyel parhuzamosan

A csap G pontjanak mozgasi gorbéjét (nyomat) az alsd lemezen, ami v, sebeséggel mozog —y
irdnyban, kdnnyli meghatéarozni. Ismerve a —s@, (z) , s6, (r) koordinatakat, a mozgasi gorbe koordina-

tai: —S0,(z) , SO, () +V,7 . (43)

4. Példak
Az alabbi geometriai adatokat felvéve (a tartohenger, atméréje d)
d =12, L =200, x, =380, x, =400, x; =420, y, =20, s=25mm
Az anyagillandok legyenek: Young-modul E =2-10° MPa, Poisson-alland6 v = 0,3, strlodési té-
nyez6 ¢ =0,4, a terhelés maximuma F;, . =1kN . A terhelés és az er6 mozgasanak periodusideje

0,max
T, =2s.

4.1. Terhelési varians 3.1.3.

Ebben az esetben a G elmozdulésa egy linearis fiiggvény (lasd 7. dbra). Az els6 iteracios 1épésben a
surlodéeré: S =3S,.e, +5 .6, =399.91e, —8.31e,

F SS
(27)-ben a modosulando (alahuzott tagok) €;" =6, (0) =— é;"ax Y,LB, + G_IYG L,
T T

+* F max + SS
0;" =6,(0)= EI XL (& ~DB, -=

y y

xG

igen kicsinyek, azaz elhanyagolhatok.
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The orbit of the point G on plate at two not moving forces

The orbit of the point G at two not moving forces

08 10
06 8 :;r\""'\’i'ﬂm
0.4
6 T
_ o2 B 1=T./2
E :
E o R
e 3=
-02 2 /rﬁ
—0.4 rd
0
-06
1=0
%5 o 04 02 0 02 04 08 %8 06 -04 02 0 02 04 08
u, [mm] u_[mm]
, y
a) b)

7. abra. A G pont elmozdulasa az x,y sikban két nem mozgo terhelésnél,
a) az also siklemez all, b) az also siklemez mozog

4.2. Terhelési varians 3.2
Csak az F;" () er6 mozog az X —al parhuzamosan. A G palydja egy parabola (lasd 8. dbra). Természe-

tesen a gorbe azonos mindkét félperiodusban (C; - C/"), (C —»C/)

Az also test —y iranyu mozgatasa jelentdsen befolyasolja a surlodoerdk értekét, és ezzel a kialakulo
G palyagorbéjét. Ezt jol mutatjak a surlodoerdk 9c), d) dbrdi. Lathato, hogy a mozgo alsé testnél az
S, =~ uF, =400 MPa. Kiilon figyelmet szenteltiink a palyagorbe alakjanak meghatarozasara strlodas

nélkiili és surlodasos esetben, feltételezve, hogy az also6 test nem mozog. A 8a) és 9a) dbrdkon a szag-
gatott gorbe a surlodas hatasat mutatja. Lathato a strlodas nélkiili és a surlodasos eset gérbéi nagyon
kozel vannak egymashoz. Azt is megvizsgaltuk, mi van akkor, ha az als6 test is mozog. Ekkor az el-
mozdulasokban maximum 10 mikron alatti eltéréseket tapasztalunk (9b) dbra).

The orbit of the point G, when F+_ is moving parallel with x axle The orbit of the Pin G in T,/2<1<T,, when F+, is moving parallel with x axle
0.8 . . . ‘ 0.8 i . . .
1=T./2 ~ ©=T./2
0.6 B 06 !
at friction: - . - J
0.4 0.4 ,
,
,
0.2 0.2 It
T = P
E 0 E 0 e
= o “1=3'T./4
-0.2 -0.2 ’
—04 —04 -7
-06 [ -06 e
=0 1=T.
R RSy a— 0 0.2 0.4 06 0885 06 04 02 0 0.2 0.4 06
u_[mm] u, [mm]
' «
a) b)

8. abra. A G palydja az x,y sikban az x-Szel parhuzamosan mozgo F; () erd esetén
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The orbit of the point G on plate, when F+ Is moving parallel with x axle - difference in the orbits of the point G on the plate, when F+_ is moving parallel wi

10 : . T ; -0.007 - - -
S f'T:O
w=T. T Plate is not moving: — /
8 --‘""'-—i__‘ 1=3"T./14 _0.008 7
— _ -
“‘\ Plate is moving: ... /
6 -0.009r
. =T, T
E
E 4 E oo}
=" Plate has v, velocity in -y direction =
2 _~T1=Tl4 -0.011
at friction: — . - /,r""»
0 /// -0.012
o 1=T./2 T, =0
w - - w -0.013 Tz 144 ‘ :
:%‘3 —0.6 —0.4 _0.2 0 0.2 0.4 0.6 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
u, [mm] du__[mm)
x
a) b)
Shear stress in the point G, when F+  is moving parallel with x axle Shear stress in the point G, when F+_ is moving parallel with x axle
400 T T T T 200
:;D =TJ4  1=T.Ji
200l — =0 =T[4  t=T./3
T 100 T ——
e %_‘_75""*\
200 —
- Plate is not moving T 0 ™
< 1o0f < is movi
= A = Plate is moving:
g ) g
o ot . L -100
@ Shear stress x: - B Shear stress x: -
@ b
© 1001 2 Shear stress y: - -
[7] Shear stress y: — - v -200
-200 o
Tl -300
-300} el
T _40 S ettt et S S
_40 i ; i ;
7318 -0.6 ~0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 —BB -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
u_[mm] u,[mm]
c) d)

9. dbra. A G palyagérbéje és a surlodoerdck az x-Stel parhuzamosan mozgo R (r)erd hatasaként, a)
palyagorbe mozgo also siklemez esetén, b) a palyagorbék kiilonbsége surlodas nélkiili ill. a surlodas
figyelembevételekor, c) a surlodoerdk allo also lemeznél, d) mozgo also lemeznél

4.3. Terhelési varians 3.3.

Az F;(7) és R, (7) er6k az x-el parhuzamosan mozognak az 5. dbra szerint. Az F; (z)eré a C;
pontbél a C pontba mozog, mig a F; (r) a C; -bdl a C;" -be mozdul el a 0<z<T,/2 iddinterval-
lum soran. A masodik félperiddusban a terhelderdk visszatérnek az eredeti kiindulasi helyiikre, azaz a
C, és C; pontokba. A G pont palyaja szimmetrikus parabola, lasd /0. abra. Mozg¢ also testnél a 11.
dabra mutatja a G pont palyajat.
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The orbit of the point G, when forces are moving parallel with x axle The orbit of the Pin G in T,/2<1<T,, when forces are moving parallel with x axle
0.8 - - . . 0.8 : : ‘
1=T./2 =T./2
G & _
0.6 T 0.6 Tl
-‘-‘-‘l“'\-ﬁ ) Tee -
04 T~ 0.4 Tl
— -
0.2 0.2 T
T | E b
£ 0 }1=T.4 E o "
=57 = ;
P
-0.2 -0.2 ot
,// -7 -
-0.4 T -04 T
’,_/ - -
-06 o -06 SR Lt
e o
=0 1=T.
_D—'ﬁ.ﬂ -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 _D—‘%.S -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1
u, [mm) u_[mm]

10. abra. A G pont palydja az x,y sikban a mozgo R, (z) és F, (r) x tengellyel parhuzamosan mozgo
terheld erdk hatdasdara

Shear stress in the point G, when F+‘:I and an is moving parallel with x axle

10 T T T T
G
T=T. ___*—————__________
8 T
____/> =3"T./4
I ____7________________,
="
_ =TJj2
E T
.E. 4 e T
B K\
/‘ 1=T./4
2
/'/’
,-o--"/—_"
0 o
—
=0
:5,6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -041 0 01
u, [mm]

11. abra. A G palydja a mozgo also siklemezen a 6. abra szerint az x tengellyel parhuzamosan mozgo
F, (z) és F, (v)terhelések hatasara
4.4. Terhelési varians 3.4.

A terheléerdk az y tengellyel parhuzamosan mozognak (lasd 6. dbra). Az F; (z) eré a C; -bdl indul el
C,” pontba, mig az F, (r) er6 a C,; -bdl a C, -be mozdul el. A mozgé also sikon a palyagdrbét a 12.
abra mutatja.
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The orbit of point G on the plate at two forces moving parallel with y axle
10 T T T T

=T, "~

u [mm]
S

:ﬁ.S -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
u, [mm]

12. abra. A G palydja a mozgo also siklemezen az F; (t) és R, (z) y tengellyel parhuzamosan mozgo

terhelések (lasd 6. abra) hatdasara

4.5. Megjegyzések

A fenti targyalast mas tipust eré és mozgasi idofliggvények esetére is kiterjeszthetjiik. Példaul
2

2
F07 = I:07 (T) = Fo,max |:S|n(_|_£2'):| = FO,max f 7(7) ' I:OJr = I:OJr (T) = Fo,max |:COS($ T):| = FO,max f +(T)
Az X iranyu mozgasnal az alabbi trigonometrikus fliggvényt hasznaljuk

& =& () =1-05(5 ~&)oos(k Zor), & =& (1) =1+ 05(& - & )eos(k )

5

vagy y irdnyl mozgasnal

yo(r):ygcos(sz_”r), k=12,...

*

Abban az estben, ha a terhelés csak x irdnyban mozog, akkor a médosité tagokkal

F(r)-F (@) |y;L LF.ho, F i ’
0 29 (T)Z[ 0 (T) 0 (T)]yo n Q "z2¥x — 0,max y+L Sin£T _ COSET B
o 0 T T x

G, Gl, Gl ] !

[-Fe (06 =% ) +F (06 (=X)L LRh0,

El, El,

0,=0,(r)=

I:O,max - - + +
=E—|nyL [ (@& @) -D+ T () (1) -D)]B,
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Ha a terhelés y iranytl mozgassal is rendelkezik, akkor a szdgelfordulasok

[F %@ -F @@L | LRho,

0,=0,(r)=
oh Gl (49)
ZIZ—Im:XygL{f(r)—f*(r)}Bxcoskﬁ_—fr
6 =0 ()= [-F @0 X @)+ R @0 @) -%)]L | LR,

El El

y : (50)
I:Omax - - + +
=L [ @& -+ (& -0 B,

El,

Ha a surlodast is figyelembe vessziik (a surlodoerd {6 irdnya az y-nal parhuzamos), akkor a (47),

F
(49)-ben a —% usL tagot kell hozzaadni. A sarlodas hatasa kicsiny, ha azt 6sszevetjiik az eredeti
T

usly, taggal. A szamitasainkban T, =4 s, a tobbi adat azonos a korabbiakkal (lasd /3. dbra).

Ha a terhelés és a mozgési idofiiggvények kiilonboznek, akkor a palyagorbe egészen mas lesz (lasd
14. és 15. abra). A 14a) abran az F, (r) er6 fix helyen van, az F, (r) az x tengellyel parhuzamosan
mozog, illetve a 14b) dbran mindkét erd az X mentén elmozdul, az elmozdulast jellemz6 trigonometri-
kus fiiggvényben k = 1. A 15. gbran az erdk y-nal mozognak parhuzamosan, k = 1, mig a /7. dbra
k = 2 hoz tartozd eredményeket mutatja be. A 16. dbra a 14. dbratol abban kiilonbozik, hogy itt k = 2.

The orbit of the point G on fixed plate, the forces are moving parallel with x axle The SrE“ of the point G on fixed plats, the forces are moving parallel with x axlc

0.8 T

T2 =l
08l 0.6 o
04 T 0.4
0.2 . 0.2
— =37To/4 =
E \N\ E
E o =TJ4 E o
=7 e
~0.2 - -0.2
_04 f,_,--——‘"/ 0.4
1=T. o - =T. i
~06f, Y
=0 =l
0. . ‘ ‘ —08 .
85 0.4 —03 0.2 —0.1 0 085 0 0.5
u, [mm] u, [mm]

13. abra. A G palydja a fix also siklemezen, ha az F; (t) és F, (7)az x tengellyel parhuzamosan
mozog,a)k=1,b) k=2
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The orbit of the point G on plate, when F*n is moving parallel with x axle The orbit of the point G on plate, the forces are moving parallel with x axle
20
20 T
.
=T, =l T
T 1=3"T./4 e
15 T g 15 =3'T./A4

10 m 10@/_

T £ T
E; The lower plate is moving in direction —% = T
= b= —\\\
5 R 5 =T./4
-~ =TJ4 The lower plate is moving in direction —y/_,/
0 / i ol ,—
=0 T=0
:B.S 0 05 16.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
u, [mm] u [mm]

a) b)

14. abra. A G palydja a mozgé alsé siklemezen, ha az By (7) és F, (z)az x tengellyel parhuzamosan mozog, k
=la) & =¢(0)=5.5"=5"(0),b) & =5(n), & =E5(7)

The orbit of point G on the plate at two forces moving parallel with y axle
20

T 1=3"T./4

151

The lower plate is moving in direction -y

10

u_[mm]

¥

35 0 0.5
u, [mm]

15. dbra. A G palydja a mozgé alsé siklemezen, ha az F; () és F, (7)
az y tengellyel parhuzamosan mozog, k = 1

The orbit of the point G on plate, when F+‘j is moving parallel with x axle
20

The orbit of the point G on plate, the forces are moving parallel with x axle
20

T=T. T
151 1=3"T./4
10} 1=T./2
T The lower plate is moving in direction -y
£
';L
5} =T./4
)77_7{7___,,_7—){() ()l_/____,_—
op—" of i
=0 =0
ig 5 0 0.5 :ﬁ_g ﬁ 05
u [mm] u_ [mm]
x

a) b)
16. abra. A G palydja a mozgé alsé siklemezen, ha az By (7) és Fy (7)az x tengellyel parhuzamosan mozog, k
=2,8) £ =5 (0)=&.5"=5"(0),b) & =5 (r), & =E5(7)
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The orbit of point G on the plate at two forces moving parallel with y axle
20 T

=T, —
T 1=3'T/4
15 —
10 =T./2
'g The lower plate is moving in direction -y
= e -
5 il
e 1=T./4
,/-7{/
-~
0 k
=0
Bs 0 0.5
u_[mm]
x

17. dbra. A G padlydja a mozgo alsé siklemezen, ha az F; (7) és F, (r)azy tengellyel parhuzamosan
mozog, k = 2
4.6. Egy ujabb probléma

Hatarozzuk meg az F; (7) = F, ., id6ben allando er6 pozicioit, ahhoz, hogy a G pontunk egy R, su-
gart kort irjon le, (lasd /8. dbra).

bar : elastic
plate: rigid —body

u,(B)=u,(v)=0
0,(B)=6,(V)=0

18. abra. Modositott szerkezet (A V helyen 1évé megtamasztas megakadalyozza a merev lemez z koriili
szogelforduldasat, és y iranyu eltoloddsdt)

Yo :y(J)r

Mivel a G beli eltolodas X,y irdnyban a szdgelfordulasbol szamolhato: (—s6,(7),s6, (7)) , ezért a kor
sugara
(Ry)" =s%(62+6?). (51)
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4.6.1. Surlodasmentes eset

Felhasznalva a szogelfordulasokra levezetett 6sszefliggéseket (surlodoerdt elhanyagolva) irhatjuk, hogy

_F*(r)v'L LF.ho F
0,=0,()= PNl o Tonec (), (52)
Gl. Gl, Gl,
Foax (% (7) =X)L LF,h,6 L
0. =0, (1) = 2= - L~V _Fr  — % (7)B 53
y Y(T) Ely Ely 0,max Ely O(T) y ( )

ami alapjan egy ellipszis egyenlete irhato fel az F;"(z) erd timadaspontjat illetden

( o J =RJ = Ay’ (1) + B (¢) (54)
sk

0,max
2 2
ahol A= L B,|, B= LB
Gl, El, ’

Altalunk felvett mennyiségek ( Ry, Fomax ) €s a szerkezet geometriai, anyagallandok esetén

Yo' (r) =[RS —BX*(r) |/ A (55)

egyenletbdl az X,(7) = X; (7) — X, tavolsagra valo tekintettel az y; () szamolhato.

Feltételezve, hogy az F; (z) eré az x, =420 mm, y, =20 mm ponton is hat, akkor F,"(z) =1000 N
erénél az (55)-bél szamolhatd G pont palyajanak sugara R, =0,83 mm-re adodik. Valtoztatva az eré
helyzetét az (55)-b6l y, (0) =0 mellett a kiindulasi x koordinata x; (0) = 432,96 mm -re adodik.

Az F, (r)=1000 N er6 tamadaspontja ellipszisen helyezkedik el. Az ellipszis kozéppontja (400,0)
helyen van, nagyobbik féltengelye R, =32,96mm, a kisebbik féltengelye R =2516mm értekkel
rendelkezik. A tovabbiakban y, helyett y, -t fogunk irni.

4.6.2. A surlodds hatdasa
A G pont palyaja, a csaphoz kotott helyi koordinata-rendszerben az alabbi egyenlettel jellemzett

I's =X&, + Y&, , ahol X, =—s6,, y, =56,

A surlodoer6 S=S,e, +S e, . Mivel az F/(r) erd a palydjan oramutaté jarasaval ellentétes irany-

ban halad, a G pont is hasonldan ezen iranyban végzi R sugart palyajan mozgasat. E miatt

tanﬂ:y—e,sinﬁzy—e,cosﬁzﬁ

S, =SsinB,S, =-Scos B, S = uF, = R
' XG 0 0

max !

A fellépd x tengely koriili szogelfordulas
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F L F L
0, =6 (r)=——2m | B, +sS, —— =——"L B, —suF, _——cos
X x(T) GlT yO(T) G GlT yO(T) X /u 0,max G ; ﬂ
F L x F L -sé
0, =0 (r)=——2"y (r)B, —suF, 6 ___om )y (7)B, —suF, . ——2
X x( ) GlT yo( ) X ,U 0,max GlT Ro GIT yo( ) X /l 0,max G|-|— Ro
tovabba az y kortili szogelfordulas
F x.(z)-x,)L LF.,h @
0,=0,(r)= o 05 (1) X)L | LFoG, L,
El, El, El,
L . L L . L .
= I:O,max E_IyXO(T)B y_E_Iyssx = FO,max E_lyXO(T)By _E_IySIUFO,max SInﬂ
L L s6.
6, =06,(r) = Fy poy = % (7)B, ———suF, . —*
o =l El,7O™OR,

Osszefiiggésekkel szamolhatd. Mivel a szogelfordulasok Osszefiiggései kolcsonhatasban vannak egy-
massal, ezért atalakitdsok hajthatok végre

6, =6,(r)=-F, OmaxG (¥,(7)B, - ”< o (x()B S”e)>)

R0
L s? STu s*u
-—F . — B, - ~~F B, 0
0,max GlT {yo(f) X Ro 0,max (X ( ) [ RO j )}
L s’ s L (s°u ’
=—Fy 0 —— B, -——F B —|2E |9 56
0,max GlT {(yo(f) X RO 0,max E , X (T) )+< 0,max Ely( Ro j x>} ( )

L s STu L L (s°u
-——F . — B,—~XF, . —%(r)B F 0
0,max GIT (yO(T) X Ro 0,max E , (T) ) Omax GIT {< 0,max EI ( R J X>}

L ., L (s’ L s'u _
0, {1+ —F, =—F, . —(y,(r)B,—~XF, .. —%(r)B
x{ GIT 0,max El [ R J } 0,max GlT (yO( ) X Ro 0,max El 0( ) y)

y

Hasonloan eljarva

Fy max (% (7) = %5 )L
0y=0y(z')= OymaX( 0( ) Q) :FOmax - X (T)B _LSS
El, mE El,
:FOmaxL)zO(T)By_LSIUFOmaxSinﬁ
™ El, 0 °
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L . L Y L s,

ey = ey (T) = FO,max E_lyXO(T) By _E_IysluFO,max R_GO = FO,max XO(T) | S:ul:o,max E
F L x F L -sé@

0, =6,(r) =——"*Ly,(r)B, — suF, =€ =)y (7)B, —suF, L ———
X x(T) GIT yo (T) X :u 0,max GlT RO GlT yO(T) X /J 0,max GlT RO

0. =0.(r)=F (x ()B, - S°4) Foms Ly, (¢)B, — suF L =sb )
y y O,max R G|-|— 0 X /u 0,max G|-|— Ro

y 0

2
L . $%u Py mex , L (sPu) L
=F  —(%(r)B, +>-£-0m v (7)B)-F2 —|2X 57

0.max Ely(O() Y R, Gl Yo (7)B) = Fo e El,{ R, ) GI; ’ ®7

L S U L ,u I:Omax
0,{1+F;} % ——— Ly, (7)B
{ 0,max El ( R J Gl } Omax ( (T) RO GIT yO(T) x)

Ezek az egyenletek a G pontban fellép6 surlodas hatasat veszik figyelembe. Mivel a surlodas befo-
lyasolja az elmozduldsokat, ezért a G nyoma az alsé sikon valtozni fog. Az 1j pozicidkat az alabbi
egyenletek fogjak szolgaltatni:

A szogelfordulasra vonatkozok

L L (s L s’ %
031+—F; ,u =—Fymax = (%o (7)B, — =& = Foma = %(7)B,)
Gl; El

Gl, *™El (R, R, y (58)
= —F) G—iyo (r)B, + GLIT i—f o.max ELlyf(o (7)B,
) {1+ Fo e ELI [S #J GII } o, max |y —(%(2)B, +S;—f FGO;“:X Ly,(z)B,) 50
“FZ, ELIy SR” GLI Yo(2)B, +F, 1 ELIy %,(r)B,

Bevezetve az alabbi jelolést

S N
QQ_{1+GIT I:O,max Ely( RO ] } (60)

a szogelfordulasok tomdren

_ 2 S s’ su L
s6, = I:0 max QQ Gl yo(T)B I:o max QQ R, E| Gl o( )B Auyo(f)"'AizXo(T)
2 S s’ sk L -
SH Fo max QQ R, El Gl yo( )B Omax QQ E| Xo(T) A21yo(7)+A22X0(T)
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vagyis
(36,)" =[AYo () + A% (D] = ALY2 () + 2A,A,Y, ()%, (1) + A% (7)
(Sey )2 = [AﬁlyO (7) + A% (T)]Z = Azzlyg (7) + 2A, A, Y, ()% (7) + Azzz)zé (r)(61)

alakokat nyerik.
Ezekbdl egy masodrendii egyenlet adodik az F;"(z) erd y iranyu tamadaspontjanak koordinatajat
meghatarozando adott R ;-hoz tartozéan az X, (z) értékét megvalasztva.

RZ=(56,) +(s6, ) =(AZ + AL ) y2(2) + 2(A,A, + Ay A% (2) Yo () +( A% + A% ) %2(2)
(62)
ay?(z) +by, (z) +c =0

ahol  a=(A%+AL)b=2(AA, + A A% (), c=(A;+AL)% (D) -R;

Az F,(r) er6 tamadaspontjanak gorbéje természetesen kiilonbozni fog a siirlodasmentes esetben
kapottol.

Az X,, = %,(0) kezdeti értéke a kovetkezd egyenletbdl nyerhetd, mivel y,, =y,(0)=0

2 -

(s6,) +(s6,) =(A; + A% (0)=R; (63)
Kétfele R, értéket valasztunk.
Ha R, =0,85mm, akkor %, =35,031mm, ami sirlodas nélkiil 32,96 mm-re adodott.

Ha R, =1,25mm, akkor X, =50,51mm.
Az ellipszis jelenléte miatt transzformaciot hajtunk végre:

%, =£cosa—nsina, Yy, =&sina+ncosa (64)
Bevezetve
a=(A+ A ) IR B=2(AA, + Ay RS, €= (A, + AS) /RS
tan2a=(c—a)/b (65)

mennyiségeket, a (62) helyett a
(élsin2 a +0.5bsin 2 + & cos? a)cfz +(acos? a —0.5bsin 2a + Esin’® ar);® =1 (66)

egyenlethez jutunk. Ebbdl adodoan az ellipszis féltengelye a & iranyaban

a, =\/1/(ésin2 o +0.5bin 26 +Goos? ), mig az 7 irényéban

b, =1/ (Acos’ & —0.50sin 2c + Esin? ) .
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Esetiinkben R;=0,85mm-nal a, =3532mm, b =27,37mm, a fétengely ¢ tengellyel bezart
iranyszoge «a, (Sine=0,1487). Ha R,=125mm, akkor a,=50,72mm, b, =3897mm,
sina =0,106 .

Az alabbi diagramok a numerikus szamitasok eredményeit foglaljak ossze. A 19. abran F; (z) erd

tamadaspontjanak fiiggvény lathato kétfajta megoldasnal. Ha a terhel6erd az (55) szerint megallapitott
palyan vandorol, fiiggetleniil attol, hogy a strlodast figyelembe vessziik, avagy nem, akkor a G nyoma
nem lesz kor (lasd 20b) dbra). Figyelembe véve a surlodast a (66) szerinti eré vandorlasi palyaja ese-
tén, jO kozelitéssel elértiik az allando R, (z) sugarat [lasd 20b) dbra (folytonos vonal)].

Slot of force F‘; by iter=1,2 for reached R Slot of force F+ by iter=1,2 for reached R
30 40
Rp=0.85mm -7 T Ry=1.25 mm
- - 30
20 . T~
o iter= dter=2 (- . 20
™ T iter=1 (= o), iter= 2(
10 \ S
) \2# A 10 ’ y ‘.
3 el e )
E o0 @ | E o | &op
o A,‘ ) l : . ,f
\ | I . ; |
' /Y -10 | «Initial point: A J /
=10 Y \ \ s
. Initial point: A \ F+D moving antlcloclese dlr
Sl F+y moving anticlockwise direction .~ -20 . Pt
-20 e T
el . -30
T e - -
— T -
— -
_38 . . 1 H H H 484 . . S . H
60 370 380 390 400 410 420 430 440 0 360 380 400 420 440 460
X, [mm] x, [mm]

a) b)
19. dbra. F; (7) erd tamaddspontjanak pdlydja surlddas figyelembevételével, ha eré az altalunk va-
lasztott (55) alatti ellipszisen mozog, (1. iterdcio) (- - -), ill. a (66) szerinti palydn (2. iterdacid) (-),
a) R,=0,85mm, b) R, =1,25mm

Slot of G by iter =1,2 at force F‘; R, by ter=1,2 at force F.;
1 0.86
A
R;=0.85 mm o -_— - e
0.8 T e T T =0.85 mm
= e 0.84 _RO .
0.6 o - iter=1 (- =), iter=2 (=)
04 — 082 e
£ , -
_. 02 E '
£ o i N A
E T 08 ' h )
o E A !
-0.2 = . h
o078 . K
-04 Initial point: A . '
;
N ,
-0.6 0.76 el
-0.8
1 i i 0.74 i i i i i i
-1 -0.5 0 0.5 1 60 370 380 390 400 410 420 430 440
X [mm] X, [mm]
a) b)
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Slot of G by iter =1,2 at force Fj R, by iter=1.2 at force F,
1.5 1.4
R=1.25 mm I Ry=1.25 mm
1k 1.3 iter=1 (= =), iter=2 (-) A
2]
1.2f
0.5¢ —
E
T = 11
E o o
}(\.‘J % ] =
= Initial point: A
-05} o P
0.9}
———— A
-1 0.8} I e TIHES
1 ; i ; ; ; 0. ‘ ‘ . ‘ .
—?.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 540 360 380 400 420 440 460
% [mm] X, [mm]
c) d)

20. abra. A G pdlyaja (55) ill. (66) alapjdn szamolva /elsé iterdcio, ill. a 2. iterdcio/: a) és c),
a G palydjanak sugara iter = 1,2 esetén: b) és d)

Amennyiben a B pontban megengedjiik az y iranyu elmozdulast (a V-beli megtamasztas nem mii-

3
kodik), akkor a surlodoerd elmozditja a szerkezetet y iranyaban Uy(T )=—u Fo max COS 8 3EI értékkel,
z
Xs _ ~S0,
ahol €osf :R_ = R Ebbdl kovetkezik, hogy a G pont nyoma az alsé sikon mar nem lesz kor,
0 0
(lasd 21. abra).
Yo withu at force Fy Yg With u  at force Fg
6 6 " .
p—_ Initial point ¢~ Initial point
41 ’ at :
2 2t
E E
.E. 0 E o
K 2
_o} ol
R,=0.85 mm N Rg=1.25 mm X
G moving anticlockwise direction G moving anticlockwise direction Tl N
-4 -4
& 05 0 05 1 S5 3 205 0 05 1 15
X [mm] X, [mm]
a) b)

21. abra. A G pont nyoma, ha a B pontban az y iranyu elmozdulas nincs korlatozva,
a) R,=0,85mm, b) R, =1,25mm
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4.7. Harom erovel terhelt szerkezet

Kopasi kisérletek elvégzésére alkalmas szerkezetet vizsgalunk, amire 3 fliggbleges iranyu erd hat-
hat. Az F, (7),F; () #0 erék a C;” és C; jeli (x,y)=(X,—Y,) ¢ (X,y)=(X;,Y,) koordinataju
pontokban, mig az F, (r) #0 eréa C; pontban, az (x,y) = (x;,0) helyen miikodik (lasd 22. dbra).

Az er6k eredSje F,, ami a G pontban (x,y)=(x,,0) fliigg8legesen felfel¢ mutat. Az erSkre vonat-
koz6 Un. szétosztasi paraméterek &, 3,7 (@ + B+ 7 =1) megadjik az
Foom = @F, =adott, F,, . = AF, =adott, F

1,0max 3,0max

=yF, = adott erdket, ahol az egyes erdk idobeli
megoszlasataz K, =F, (7) = f (0)F o 0

Fao =F, () +F, (2) = £ () Fym + T~ (2)F g = (B+7) Fo = Fyomax + Fsoms =@adott  Osszefiig-
gések jellemeznek.

bar : elastic
plate : rigid —body Yo=Yo = Yo
QG =h,
du, (V) dg, (V)
u,(V)=6,(V)=0 —=—= =0

dx dx

22. dbra. A szerkezet harom erdvel terhelve (@ V helyen 1évé megtamasztds megakadadlyozza a merev
lemez z koriili szogelfordulasat, és y iranyu eltolodasat)

Vegyiik sorba a szogelfordulasokat

[FO-FROWL  Fho@ [REO-REOIL  Fhoe)

0.=6.(r)=

Gl, Gl, Gl, © Gl, (67)
L I::%,Oma\x f 7(7) - I:2,0ma\x f +(T) 77XQ +L FQ hzex (T)
Gl, Gl,
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Faom T (0) = Fpomm f*
9)( — HX (T) — L 3,0max (T) 2,0max (T) 77XQ BX
Gl,

ahol n=y,/X,.

[~Fro ()0 ~N.0,(1) %) + Fio ()06 — X +hG, () L

0,=0,(r)= o

R 5, Nk . (B+7)F,  _F

E—,nyQL [(B+7)(& -D+a(& —1)]+L(E—Iy0hz +aE_|°th]ey(f) (68)
F < F

%k [(B+)(& -D+a(s -1 [+ LHho,(2)

y

F .
0,=0,) == XL [ (B+7)(& ~D+al& -1 |B,

y

A surlodas hatasat a 3.2. pont alatt elmondottak szerint vehetjiik figyelembe.
Az alabbi terhelési aleseteket fogjuk megkiilonboztetni:

1. @=1,B=7=0,azaz csak az F, = F,(r) eré miikodik. A szerkezet hajlit6 mozgast végez

2. @=054=0,257=0,25,az F=F()=f " (0)F ppm» H(7)=F,()=f (?)F,
az x-szel parhuzamosan periodikus mozgést fog végezni.

3. @=0,8=7=0,5, azaz csak az F, =F,(r) és F,=F,(r) erdk hatnak, a szerkezet csavar6
mozgast végez, a G pont az y-al parhuzamosan végez periodikus mozgast.

4. Tetszbleges @, f3,7 értékeknél a G palyaja tetszoleges sikgorbe lesz az also siklemezen.

a G pont

Omax !

A fenti terhelésekkel kopasi kisérletek is végezhetdk, ha a QG csap végét félgdmb alaktra képez-
ziik ki. Numerikus szamitasanak fobb Iépései a Paczelt et al. (2012)-ban talalhatok meg.

Viltozatlanul a Példak 4 elején megadott geometriai és anyagadatokat fogjuk alkalmazni.

Az 1. terheléskor az F, er6hoz tartozo6 szogelfordulas idébeli valtozasa a 23. dbran lathato.

Bevezetve az ¢ =1— 4, [+ 7= B paramétert, a terhelések

F=FR(@)= 1" (@O)Fm = (0)1-HF,

Fs=F+F=FR@)+F (@)=(f"(0)+ () Faom =( " (2)+ f(r)) BF, formaban irhatok fel.
A terheléshez tartozoan a csap végén 1évo G pontban a szdgelfordulasokat és elmozdulasokat a 24.
dbra mutatja kiilonboz6 f -hoz tartozoan, F, =1kN esetén. A T, /2 idépillanatban a csapvégi el-

mozdulas iranyt valtoztat, és ezzel egylitt a surlodoerd irdnya is megvaltozik. Ily médon a 6, szogel-
fordulds mezdben és az U, elmozduldsban szakadas lep fel.
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Slope y at force F, Displacement x at force F,

14 0
N
-0.05F s g
1.2t "
—04f N g
R
1 1 -0.15} R E
N
EO'B’ = -0.2f E
ks E -p2s} . ,
- 08} = "
" —0af . 1
\
N
04} | -0.35F . g
\
-0.4f Ty
0.2t \
-0.45} A
N .
-05 : -
0 0.5 T|me1[sec] 15 2 0 05 i 15 2
Time [sec]

23. abra. Az F, =F,(7) (F, =F, =0) eréhoz tartozo G pontbeli szogelfordulas és elmozdulas

Slope y atforce F, and F+F, Displacement x at force F, and F,+F,
15 06 "
=1
- B A
4}
1 0 B=4/5
B=1/5
””””””””””””””””””””””””” 0.2
o5} p=s/5
— p=2/5
] e g D|3=2f5
g o E |
k=4 B=3/5 = o2
™ T p=1/s
051 a5 o4
”””””””””””””””””””” B=0
B e -06
% 05 1 15 2 %% 05 1 15 2
Time [sec] Time [sec]
Slope x atforce F, and F+F, Displacement y at force F, and F+F
2 T 0.8
Yo==20, y§=20 Yo==20, y5=20
1.5F P 4 0.6
0.4
— 0.2
g T
g £
h=A =S
) = -~
==
|
“ 0.5 1 15 2 -05, 05 1 15 2
Time [sec] Time [sec]

24. dbra. 0,06, szogelfordulas és u, U, elmozdulas a G pontban az F, ,F,
(F +F, =pF, R =1-p)K)
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A kopas szimulalasara a QG csap végén 1évé R, =5mm sugaru félgdmbot merevnek, az alatta 1¢é-
v0, koptatando sikfeliiletli testet (lemezt) aluminiumétvozetiinek (E, =75000 MPa,v, =0,3) ves--
sziik. Az érintkez¢s tartomany kicsiny volta miatt, az alsé testet rugalmas féltérként modellezziik. Az

érintkezési tartomanyt négyszogletes altartomanyokra bontjuk fel (1asd 25. abra) és a felettiik kialaku-

16 érintkezési fesziiltségeket allandonak tekintjiik.
0

A X
g Ve
L
C
Scx
X

0, U - Y

y y S, o 00

25. dbra. A szoba joheto érintkezési tartomany felbontasa kicsiny négyszégletes altartomanyokra.
A jelen koordinatarendszer X°,y° tengelyei parhuzamosak a szerkezetnél felvett y,x tengelyekkel, to-
vabbd §=0,x=400, X=0,y=-0,5,Z=z, mivel S, =1mm=S_,.

A rugalmassagtani megoldashoz a hatasfiiggvényeket a Boussinesq elmélet szerint vessziik (Kalker,
1990), a felvett elemek szama 41*41, az érintkezési egyenlétlenség megoldasara a KALKER-féle
algoritmust hasznaljuk (Paczelt, 2000).

A normalis iranyt kopasi sebességet az un. Archard-féle kopasi torvény szerint irjuk le (Paczelt et
al., 2012): w, =g, p,v.. Itt B, kopasi paraméter, p, az érintkezési nyomas, v, az érintkezd testek
kozotti relativ sebesség. Numerikusan integralva a kopasi torvényt, a t, t + At idék k6zotti nGvekmény
t+At

Aw, :j

t

. t+At
W dz = ﬂwjt p.v.dr =B AtV 4Py a (69)

A szamitasainkban a mozgas fél periddusat 7 részre bontottuk fel, az idélépésenként kapott kopasi
névekménybdl az 1j kopas mértéke

i =tw, + Aw, . (70)

A terhelés maximumabol w = 6, =0,0093rad , amibdl
0,=06,T./2=1s)0 9y (T, 12)= éy (szémitott) szogsebesség adodik. A gdmb végén a sebesség
Vg =V, = éy (sszamitott)h, =wz, =0,0093-25=0,2325mm/ s . Szamitasainkban B ,Atv, =6-107°.

Mivel a kopas anyag levalast eredményez, ezzel a kopott test feliiletének alakja megvaltozik, a
testek kozotti hézag is modosul, ami az érintkezési nyomas megvaltozasat is magaval hozza. Tehat
id6lépésenként jra és Gjra egy megvaltozott feliilettel rendelkezé testnek kell az érintkezési viszo-
nyait tisztazni. A numerikus 1épések részletesebb kifejtését a Paczelt et al. (2020) alatti munkaban
talaljuk meg.

138



Paczelt 1.

Elmozdulas és szogelfordulds szabdlyozdasa rugalmas szerkezetnél

Periédusonként ismételt F, =F,f"(r)=500f"(z) erdvel hatunk a rendszerre, a kopas soran ki-

alakul az also testben egy kis arok, aminek két metszetét a 26. dbra mutatja.

Wear of substrate on yD=SCW2

Wear of substrate on x”=SCX/2

0
-0.002 -0.002
E E -0.004
£ -0.004] £
E s
% @ —0.006
% -0.006f §
= X 2 -0.008
5 | \ 1 =
g -0.008 Rigid spherefsuﬁ‘ﬂ\rale aluminium alloy ,” 3
By v, dt=6.10-8 1\ o/ = 001
-0.01
-0.012
0015 0.2 0.8 1 -0.014

Rigid sphere—substrate un'jﬁ?l.?r% allgy

By, v, dt=6.10-8 -
0.4 0.6 0.8 1
yO=y"+0.5 [mm]

26. dbra. Az aluminium alsé lemezben kialakulé kopott vijat a) az y° = Sy /2 és

b) az x™ =S, /2 metszetben, n az idélépés sorszama

Magit a teljes lekopott térfogatot és az érintkezési nyomast az n = 428-as id6lépésnél a 27. dbra
mutatja. Fontos megjegyezni, hogy az érintkezési nyomas egy perioduson beliil is 1ényegesen valtozik,

hisz a terhel6er6 idoben az f " (r) szerint valtozd. A tényleges érintkezési tartomany vandorol az y~

mentén, a nyomas fiiggvénynek hol az also, hol a felsé y~ résznél van maximuma. Latjuk az n = 428-

nal ez az

also részen van.

X [mm]

y +0.5 [mm]

0.015.

0.014

0.005+

wear [mm]

\
DAY
SN

3K
S
5SS

SRR
S
SO
=
e ey,
]

5

o

%%
00'0

>3
5SS
i

S
o
<>

S

5 0.4
0.6

y +0.5 [mm]

b)

27. dbra. Az érintkezési nyomads és a lekopott Osszegzett anyag az n = 428 idolépésben,

a) nyomads, b) lekopott anyag
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Megjegyzés: A terhelés 3. alesetét valasztva az X tengely koriili csavard6 mozgas miatt az also test
anyaganak a y irany0 kopasi allandojat lehet meghatarozni, ill. numerikusan modellezni. Ezzel a két-
fajta terheléssel végzett kisérlet az anyagi anizotrép surlodasi-kopdsi tulajdonsagok meghatarozasat
biztositja.

5. Osszefoglalas

A jelen tanulmanyban a rugalmas prizmatikus tartd-merev lemez alkotta szerkezethez csatlakozé me-
rev csap végének elmozdulasat a szerkezetre hato két er6 tamadéaspontjainak megvaltoztatasa jelentéen
befolyasolja. A csap érintkezésbe keriil egy sikfeliilett testtel, lemezzel. A kialakuld elmozdulasokat a
testek kozotti Coulomb-féle surlodasi térvény szerint fellépd strlddderd jelentdsen befolyasolja. Ele-
meztiik az alsé sikfeliiletii test (lemez) y-nal parhuzamos mozgasnak a hatasat is. Vizsgaltuk az id6beli
valtozasokat leird linearis és trigonometrikus fliggvények hatasat, a csap végének kor alakt palyan
torténd mozgasanak lehetdségét, a terhelderd specialis elliptikus palyan valé mozgasanak sziikségsze-
riségét. A nagyszamu példa jol demonstralja az elméleti eredmények magvaldsitasanak lehetéségét.
Az utolso példa a csap végének gombi kialakitasa adta id6ben valtozo érintkezési viszonyok miatt
jelentkez6 kopas numerikus szimulalasanak eredményeit is bemutatja.

6. Koszonetnyilvanitas

A kutatast a Magyar Tudomanyos Akadémia és az Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és Innovacids Hivatal
— NKFIH, K115701 projektje tamogatta.

Irodalom

[1]  Péczelt, 1., Mréz, Z. (2019). Optimized punch contact action related to control of local structure
displacement. Structural and Multidisciplinary Optimization, 60, 1921-1936.
https://doi.org/10.1007/s00158-019-02300-z

[2]  Paczelt, I, Mroz, Z. (2020). A new class of optimization problems related to structural control
by contact interaction. In Krivtsov, A. M., Indeitsev, D. A. (Eds.), Advanced Problems in
Mechanics (pp. 163-178., Paper Chapter 16). Springer International Publishing. (Lecture Notes
in Mechanical Engineering ISSN 2195-4356) https://doi.org/10.1007/978-3-030-49882-5

[3] Szabd J., Roller B. (1971). Rudszerkezetek elmélete és szamitasa. Miiszaki Konyvkiadd, Buda-
pest.

[4]  Paczelt I. (1999). Végeselem-modszer a mérnoki gyakorlatban. 1. kotet. Miskolci Egyetemi
Kiadé.

[5] PAczelt, 1., Mréz, Z., Baksa, A. (2020). Analysis of steady state wear processes for inhomoge-
neous materials and varying contact loads. Journal of Computational and Applied Mechanics,
1, 27-66. https://doi.org/10.32973/jcam.2020.003

[6]  Paczelt, 1., Kucharski, S., Mroz, Z. (2012). The experimental and numerical analysis of quasi
steady wear processes for a sliding spherical indenter. Wear, 274-275, 127-148.
https://doi.org/10.1016/j.wear.2011.08.026

[71 Kalker, J. (1990). Three dimensional elastic bodies in rolling contact. Academic Publisher,
Dordrecht. https://doi.org/10.1007/978-94-015-7889-9

[8] Paczelt, 1. (2000). Iterative solution of contact optimization problems. Arch. Mech., 52 (4-5),
685-711., Warszawa.

140


https://doi.org/10.1007/s00158-019-02300-z
https://doi.org/10.1007/978-3-030-49882-5
https://doi.org/10.32973/jcam.2020.003
https://doi.org/10.1016/j.wear.2011.08.026
https://doi.org/10.1007/978-94-015-7889-9

