Multidiszciplinaris tudomdnyok, 13. kotet. (2023) 1 sz. pp. 174-196  https://doi.org/10.35925/].multi.2023.1.13

STABIL, EXPLICIT ES IMPLICIT NUMERIKUS ALGORITMUSOK
TESZTELESE VEZETESES HOATVITELI FELADATOKRA

Nagy Ad4am
Tandrsegéd, Miskolci Egyetem GEIK, Fizikai és Elektrotechnikai Intézet, Fizikai Tanszék
3515 Miskolc-Egyetemvaros, e-mail: adam.nagy@uni-miskolc.hu

Kovacs Endre
Egyetemi docens, Miskolci Egyetem GEIK, Fizikai és Elektrotechnikai Intézet, Fizikai Tanszék
3515 Miskolc-Egyetemvaros, e-mail: endre.kovacs@uni-miskolc.hu

Hazy Attila
Egyetemi docens, Miskolci Egyetem GEIK, Matematikai Intézet, Alkalmazott Matematikai Tanszék
3515 Miskolc-Egyetemvaros, e-mail: attila.hazy@uni-miskolc.hu

Absztrakt

Ebben a munkankban féként nemrég kozolt explicit és stabil numerikus modszereket ismertetiink és
hasonlitunk 6ssze egymassal és a szakirodalombal ismert explicit és implicit modszerekkel a hévezeté-
si egyenlet megoldasara. Ezen modszerek konvergencidjat és szamitdsi teljesitményét megvizsgaltuk
kétdimenzios, véletlen szamok segitségével eldallitott inhomogén rendszereken végzett esettanulma-
nyok segitségevel. EQy kbzepesen merev, sot egy erésen anizotrOp rendszeren végzett numerikus tesz-
tek eredményei azt mutattak, hogy az explicit numerikus modszerek jobban teljesitenek a széles korben
alkalmazott implicit modszereknél.

Kulcsszavak: hévezetési egyenlet, explicit modszerek, implicit modszerek, merev szamitasi feladatok,
feltétel nélkiili stabilitds

Abstract

In this work, we present and compare recently published explicit and stable methods with each other
and an explicit and some implicit methods which are known from the literature for solving the heat
conduction equation. We examined the convergence and computational performance properties of
these methods by performing case studies on two-dimensional inhomogeneous systems generated us-
ing random numbers. Numerical case studies which we performed on a moderately stiff system, and
even on a strongly anisotropic system showed that the explicit numerical methods outperform to the
widely used implicit methods.

Keywords: heat equation, explicit methods, implicit methods, stiff problems, unconditional stability

1. Bevezetés

A természetben, illetve a muiszaki rendszerekben szamos kiilonféle transzportfolyamat jatszodik le,
ezek koziil az egyik legkozismertebb példa a difftizid, amely a koncentraciokiilonbség kovetkeztében
1étrejovo részecsketranszportot jelent; vagy a vezetéses hdatvitel, amely a szilard testekben lev6 hé-
mérséklet-kiillonbség hatasara lejatszodo energiatranszportot jelent. Mind a diffuzio, mind a vezetéses
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héatvitel az alabbi masodrendli linearis parabolikus parcialis differenciadlegyenlettel (Kovacs et al.,
2018) modellezheté:

ou 2
—=aV-u, 1
o 1)

ahol u= u()?,t) a helyt6l és az idotol fiiggd ismeretlen figgvény. Diffizio esetében az u fliggvény a

koncentraciot, a vezetéses hdatvitel esetén a hdmérsékletet jelenti. Az o egy pozitiv allando, amely-
nek a neve diffazios allando, a hévezetés esetén pedig a termikus diffazivitas.
Specialisan a vezetéses hoatvitel esetében az iménti (1) parcialis differencialegyenletet kiegészitjiik

egy helytdl és id6tol fliiggd = q(X ,t) héforras taggal:
0 2
—Uu=aVu+q, 2
p g ()

amely az idéegység alatt az anyagban 1étrejové hémennyiséget veszi figyelembe, ugyanis az anyagon
beliil esetlegesen lejatszodo kémiai reakciok vagy a radioaktiv bomlasok héképz6déssel jard folyama-
tok. Az elébbi (2) egyenletben szereplé o termikus diffizivitasrol feltettiik, hogy az allando, igy a (2)
kizarolag homogénnek tekintheté rendszerekre alkalmazhat6. Azon rendszerek esetében, amelyek
fizikai, kémiai tulajdonsagai a hely fiiggvényében valtozhatnak az el6bbi (2) hévezetési egyenlet he-
lyett, annak egy altalanositott alakjat sziikséges alkalmazni:

o 1
—u=-—V(kVu) +q, 3
a'"c, (kvu)+q ®3)

ahol u=u(x,t) jelenti a hely- és az id6 fiiggvényében keresett hdmérsékletet; ¢ =c(X,t), p=p(X,t),
k =k(X,t) ismertnek tekinthet$ fuggvények, amelyek megadjak az anyag fajhgjét, tomegsiiriiségét €s
a termikus konduktivitast, mint helynek és az idének a fliggvényeit.

A (3) parcialis differencialegyenlet, ill. annak kiilonféle altalanositasai alapvetd jelent6ségiiek, hi-
szen a falakban (Kareem et al., 2022), vagy a félvezetokben (Blaj et al., 2017) lejatszodo hovezetési
folyamatok modellezhet6ek a segitségiikkel. A széles korben torténd alkalmazas ellenére az analitikus
megoldasok (Mojtabi et al., 2015; Barna et al., 2020; Barna et al., 2010; Matyas et al., 2021) nagy
része kizardlag a fizikailag homogénnek tekinthet6 rendszert leird (2) hévezetési egyenletre, vagy
annak valamely altalanositott esetére vonatkoznak. Az inhomogén rendszereket leird (3) altalanositott
hovezetési egyenlet csak specialis kezd6- és peremfeltételek, illetve egyiitthatd fliggés esetén oldhato
meg analitikusan (Zoppou et al., 1999), igy a (3) egyenlet numerikus modszerek alkalmazasaval old-
hat6 meg.

A miiszaki tekintetben realisztikus rendszerek fizikai paraméterei gyakran kis tavolsagokon beliil
akar tobb nagysagrenden keresztiil is valtozhatnak (Lienhard et al., 2017; Zimmerman, 2018), igy a (3)
egyenlet diszkretizacidja kovetkeztében eléalld matrixelemek értékei ugyancsak tobb nagysagrenden
keresztiil vehetnek fel értékeket, ami azt jelenti, hogy egy merev (angolul: ,,stiff”) szamitasi problémat
kell megoldanunk.

A numerikus modszerek két jol elkiilonithetd tipusba sorolhatoak: az explicit és az implicit modszerek-
re. Az explicit modszereknek szamos eldnye van, mint példaul konnyen alkalmazhatoak és alacsony
memoriaigénytek. Viszont a hagyomanyos explicit modszerek csak feltételesen stabilak, ami azt jelenti,
hogy a numerikus megoldas soran csak olyan id61épésk6zok alkalmazhatdak, amelyek az ugynevezett
,»CFL-limit” alatt vannak. Ez a ,,CFL-limit” stir(i térbeli halo, ill. er6sen merev problémak esetén megle-
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hetdsen kis értékeket vehet fel, aminek a kdvetkeztében a hagyomanyos explicit modszerek csak nehe-
zen, vagy egyaltalan nem hasznalhatoak. Ezen nehézségek elkeriilése érdekében széles korben alkalmaz-
nak implicit modszereket (Mascagni, 1990; Mbroh et al., 2021) a (3) és ahhoz hasonl6 egyenletek meg-
oldasahoz. Az implicit modszerek tobbnyire feltétel nélkiil stabilak, viszont azok alkalmazasahoz nagy
méretil linearis egyenletrendszerek megoldasara van sziikség minden egyes id6lépés soran. Ezen egyen-
letrendszerek megoldasa idéigényes és memoriaigényes folyamat, mivel altalaban az egyenletrendszer
egyiitthatomatrixa egy ritka matrix és igy annak az inverze egy stiri matrix. Léteznek olyan mddsze-
rek, amelyek részben implicitek és részben explicitek, de ezek nem teljes egészében kiiszobolik ki az
implicit modszerek imént emlitett hatranyait (Singh et al., 2022; Beuken et al., 2022).

A munkank célkitiizése, hogy bemutassunk olyan explicit modszereket, amelyek kedvezd stabilitasi
tulajdonsagokkal rendelkeznek, és igy erés versenytarsai az imént emlitett implicit modszereknek a
hévezetési problémak megoldasa esetén. Tobb kutatas iranyul arra, hogy jol hasznalhatd explicit mod-
szereket adjanak meg a hovezetési egyenlet, illetve annak altalanositott alakjainak a megoldasara (Ap-
padu, 2017; Karahan, 2007; Sanjaya, 2017; Pourghanbar et al., 2020; Harley, 2010; Al-Bayati et al.,
2011; Nwaigwe, 2022; Savovic et al., 2022; Berger et al., 2020). A kutatocsoportunk az elmult évek-
ben tobb olyan kedvezd stabilitasi tulajdonsdgokkal rendelkezd teljes mértékben explicit modszereket
fejlesztett ki és tesztelt kiilonféle rendszereken, amelyek segitségével viszonylag rovid futasi id6 alatt
nagy pontosaggal megoldhatjuk a hovezetési egyenletet és annak az altalanositasait merev problémak-
ra is. Ezen modszereket nemrégiben publikaltuk angol nyelvii cikkekben (Kovacs et al., 2018; Kovacs,
2020; Saleh et al., 2020; Saleh, Nagy et al., 2020; Nagy, Saleh et al., 2021; Nagy, Omle et al., 2021,
Kovacs, Nagy et al., 2021; Jalghaf et al., 2021; Kovacs, 2020; Kovacs, Nagy, Saleh, 2022; Koics et al.,
2022; Majar et al., 2022; Omle, 2021; Saleh, Kovacs, Nagy, 2023). A cikkiinkben bemutatott nemrég
publikalt explicit modszereket megvizsgaljuk kétdimenzios inhomogén rendszerekre €s 6sszehasonlit-
juk azokat implicit modszerekkel. A cikk a kovetkez6 fejezetekre tagolodik: az elsé fejezetben bemu-
tatjuk a megvizsgalt problémat és annak a motivacioit; a masodik fejezetben ismertetjiik az altalanosi-
tott hdvezetési egyenlet tér-diszkretizaciojat; a harmadik és a negyedik fejezetekben roviden bemutat-
juk azokat az explicit és az implicit modszereket, amelyekkel numerikusan megoldjuk a (3) altalanosi-
tott h6vezetési egyenletet; az 6todik fejezetben ismertetjiik egy kézepesen merev, illetve egy er6sen
anizotrop rendszeren végzett esettanulmanyok eredményeit; és az utolso hatodik fejezetben 6sszefog-
laljuk a kapott eredményeket.

2. Az altalanositott hovezetési egyenlet térdiszkretizacidja

2.1. Egydimenziés inhomogén rendszer egyenkozii térhaloval valo lefedése

Az els6 1épésben a (3) altalanositott hévezetési egyenletet tekintjiik egy inhomogén egydimenzios
rendszerre a Q=(Xy,Xy)x(t.ty) tartomanyon. A (3) egyenletben szerepel a keresett u=u(x,t)
fiiggvénynek az x térvaltozo Szerinti masodrendii parcialis derivaltja, amelyet egy tetszéleges (X,t)
pontban a masodrendii centralis differencia formula felhasznalasaval kozelitiink:

02 i‘(u(xmx,t)—u(x,t)+u(x—Ax,t)—u(x,t)j 4)
" :

—Uu(x,t) =
ox? (x.t) AX AX
ahol 0<Ax<<|xy —X,| egy kicsiny megvéltozdsa az X térvaltozénak. A (4) egyenlettel megadott

kozelité formulat felhasznalva kapjuk az alabbi kozelité parcialis differencialegyenletet:
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%u(x,t)z 1 1 (k(x)‘u(x+Ax,t)—u(x,t)+k(x)‘u(x—Ax,t)—u(x,t)J+q(X).

- = 5
c(X)p(x) Ax AX AX ®)

A masodik 1épésben egyenkdzii térhalot vesziink fel és csomoponti valtozokat vezetiink be. Az is-
meretlen u =u(x,t) fliggvény értékeit az alabbi diszkrét x; csomopontokban kozelitjiik:

Qu ={X % =X +iAX, i=0,..,N}, (6)
ahol Ax két szomszédos csomoépont tavolsagat jeloli, N a csomépontok szama, és
(N —l) -AX =Xy — X - Az (5) kozelitd parcialis differencialegyenletben szereplé u=u(x,t) kétvaltozo-
ju ismeretlen fiiggvény helyett N darab egyvaltozos fliiggvényt vezetiink be, melyek az egyes X; C€So-
moépontok homérsékleteit adjak meg, mint az 1d6 fliggvényét:

u(x,t) =u; (t). )

A fajhot, a tomegstrtiséget és a hoforras tagot megado folytonos fliggvények helyett, azoknak az adott
i -edik csomoponti értékeiket hasznaljuk fel:

c(x)=c, p(%)=p, d(x)=0;. 8
A csomopontok koré azonos hosszisagl celldkat vesziink fel ugy, hogy a csomoépontok X; koordinatai
legyenek egytttal a cellak kozéppontjai is! A bevezetett cellakhoz definialjuk a kovetkezd cellakra
vonatkoztatott mennyiségeket: A tetszéleges i -edik cellara vonatkoztatott <u(x,t)>i hémérsékleten az
u=u(x,t) fiiggvénynek az adott cellara vett atlagat értjiik. Az el6re rogzitett Ax cellahosszrol feltes--

sziik, hogy az kell6en kis értéket vesz fel ahhoz, hogy barmely cellan beliil a hdmérséklet helyfiiggését
elhanyagolhatjuk, igy a hdmérséklet cellara vett atlaga jol kozelithetd a cellakozépponti hdmérséklet-
tel, ami egyben az i -edik csomépont u; (t) homérséklete is:

X;+AX/2 X;+Ax/2

<u(x,t)>i=§- [ u(x',t)dx'zAi. [ u0g.0ox =0, ©)

X —AX/2 X —AX/2

A tetsz6leges i-edik cellara vonatkoztatott <C(X)> fajho, <p(X)> stirliség és a <q(x)> héforrastag-

i i i
mennyiségeket, hasonloan az adott cellara vett atlagaikkal értelmezziik. Ismételten feltessziik, hogy a
fajhot, a stirtiséget és a héforras tagot megadd fiiggvények barmely cella esetében, azok cellan beliili
helyfiiggése elhanyagolhatd; azaz c(x) ~c(X;), p(X) =p(X;), q(X) = q(x) kozelitések tehetéek, hogyha
(% —AX/2) < x < (% + AX/2), amibdl kovetkezik:
A két szomszédos cella kozotti termikus konduktivitast pedig ugy vezetjiikk be, hogy a k =k(x) fiigg-
vény értékeit a megfeleld cellahataron vessziik figyelembe, példaul k;;.,-en az i-edik és az (i+1)-

edik cellak kozotti termikus konduktivitast értjiikk és azokat a k =k(x) fuggvénynek az x; —Ax/2,
illetve az X; + Ax/2 helyeken felvett értékeivel kozelitjiik:

Kij = k(xi +A%), Ki_yj = k(Xi —A%)- (11)
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Az (5) kozelité parcialis differencidlegyenletben szereplé mennyiségek helyébe behelyettesitjiik a
nekik megfeleld cellara vonatkoztatott mennyiségeket, a (9), a (10) és a (11) egyenletekben megfo-
galmazott kozelitések figyelembevételével azt kapjuk, hogy az i-edik cella hémérséklet derivaltjat az
alabbi kozonséges differencialegyenlet segitségével irhatjuk le:

G-k, W*k M}q 12)

- CipiAX. i,i+1 i—Li AX

Az iménti (12)-ben megfogalmazott k6zonséges differencialegyenlet, barmely i=2,...,N -1 cellara
felirhato, igy az (5) egyenletben szerepld kozelitd parcialis differencialegyenletet helyettesitjik N da-
rab csatolt kozonséges differencialegyenlettel.

2.2. Egydimenziés inhomogén rendszer nem egyenkozii térhaléval valé lefedése

A most kovetkezo szakaszban a (12) kozonséges differencialegyenletek alkalmazhatosagat altalanosit-
juk tetszéleges, nem feltétlen egyenkozli egydimenzids térracs esetére. Mivel az el6z6 szakaszban
bemutattuk az egydimenzios inhomogén rendszer egyenkozi térhaloval valo lefedésének a példajan a
cellara vonatkoztatott mennyiségek konstrukciojat, igy ebben a szakaszban mar cellara vonatkoztatott
valtozokat tekintiink. Legyen

Q. ={X %=X +& (Xy —%), 1=0,..,N}, (13)
ahol az egyes x; koordinatak az elore rogzitett cellakozéppontok helyeit adjak meg és a & egy rende-
zett szamsorozat i-edik eleme és feltessziik, hogy 0=¢&, <& <&, <...<&y_1 <&y =1. Két cella-
kozéppont kozti tavolsagot — példaul az i-edik és az (i +1)-edik cellakdzéppont esetén — az alabbi
egyszerli modon szamitjuk Ki:

diig =% =% Gipj =% =X (14)
A tetszdleges i-edik cella Ax; cellahosszat a szomszédos cellakozéppontoktdl mért d;; 4, d;;,; tavol-
sagok sulyozott atlagaval szamithatjuk ki:
1 1 1 1

AX; :Edi,i—l+5di,i+lzzxi—l+Exi+1' (15)

A (12) egyenletben a szogletes zarojelben szerepld tortek nevezdjébe a korabban egyenkozii Ax cella-
kdzéppont-tavolsagok helyébe beirjuk a nem egyenkozii térhalo esetén érvényes di; ;=% —% 4 €sa

di,1; =X, —% cellakozépponti tavolsdgokat. Tovabba egy Gjabb kozelitést téve, az 1/(CjpAX)
egyiitthatoban levé Ax helyébe az egyes AX; cellahosszusagokat irva kapjuk az alabbi kozonséges
differencialegyenletekbdl allo csatolt egyenletrendszert:

iui(t)z 1 ki Ui () Ui (t) - Uia(t)-Ui(t)
dt G| d

ii+l ii-1
amelynek a segitségével az i-edik cella hdmérséklet derivaltjat szamithatjuk egydimenzios inhomo-
gén rendszer esetén, melyet nem egyenkdzi térhaldval fedtiink le.

2.3. Egytdl magasabb dimenzioju inhomogén rendszer nem egyenkézii térhaloval valé lefedése
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Az utolsd lepésben az elébbi (17) egyenletek alkalmazhatosagat kiterjesztjik kettd- vagy haromdi-
menzioju tetszoleges elrendezésii térhaloval lefedett inhomogén rendszer esetére. A célunk eléréséhez
tovabbra is egy egydimenzios nem egyenkozii haloval lefedett inhomogén rendszert vesziink figye-
lembe. Ezen rendszerre vonatkozo (17) egyenletben szerepld fizikai mennyiségek helyett Gj mennyi-
ségeket vezetiink be, azt olyan alakra hozzuk, amely kénnyedén altalanosithatd magasabb dimenziéja
tetszoleges elrendezésti térhaldval lefedett rendszer esetére is.

Bevezetjiik az i-edik cellat jellemzd C; hokapacitast, amelyet a C; = ¢;p;Ax; egyszerli 6sszefliggés-
mennyiséget és ezt az alabbi formulaval hatarozzuk meg két szomszédos, példaul az i-edik és az
(i £1) -edik cellakat tekintve:

di iz
Kiiz1 Azt

ahol A ;. a szomszédos celldk altal atfedett kozos feliiletet jelenti. Az egydimenzidji rendszer eseté-

(18)

Rijis1 =

ben az Ay 4atfedd feliileteket egységnyi nagysaguaknak tekinthetjiik. Ez utobbi Gjonnan konstrualt,

cellara vonatkoztatott mennyiséget behelyettesitve az el6bbi (17) egyenletbe, kapjuk az i-edik cella
hémérsékletderivaltjat megado kozonséges differencialegyenletrendszernek az alabbi, 0 alakjat:

d oy Ui (H)-ui(t) Ui (H)-ui(t)
au,(t)_ Ri—1iCi " Ri;1iCi o 49

Hangstlyozzuk, hogy az eddigiekben egy egydimenzioju inhomogén rendszer nem egyenkozii térha-
16val valo lefedését valositottuk meg. Ennek eredményét az iménti (19) kifejezés adja meg, amely mar

s

diink le egy nem-egyenkoz, tetszoleges elrendezésii térhaldval:

d uj (t)—ui (t)

—u(t)=Y 12 g, 20

i L= e (20)
ahol az i index a magasabb dimenzidju, inhomogén rendszer cellait ,,cimkézi”. |;-n az i -edik cella-

val szomszédos cellak indexeinek a halmazat értjiik, tehat az iménti (20) egyenletben szerepld Osszeg-
zés a megfelelé szomszédos cellakra torténik. A (20) kifejezés megadhatd egy tomoérebb matrix-
egyenlet formajaban is:

%a(t)= M (t)+ 4, (21)
ahol i(t)=[ uy (t),uy(t),....uy (t)]T; G =[th, Gy, 0] €0*N vektorok és az M e ™™ altalaban

egy ritka matrix, amelynek a matrixelemei a kovetkez6 kifejezésekkel adhatdak meg:

m o=t m;=-> ! 22
1) CiRi’j ! 1,1 CiRi ] ’ ( )

jel;

ahol a (22)-ben az m;; diagonalis elemet megado kifejezésben levé Gsszegzés az i-edik cella szom-

szédjaira vonatkozik. A térdiszkretizaciéo ezen modjarol a (Munka et al., 2001) konyv 5. fejezetében
lehet bévebb informaciot talalni.
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3. Az explicit modszerek rovid ismertetése

A most kovetkez6 3. fejezetben nemrég publikalt explicit modszereket, és egy a szakirodalombol is-
mert modszert mutatunk be roviden, amelyek segitségével a kozonséges differencialegyenletekbdl allo
(21) csatolt egyenletrendszert oldjuk meg numerikusan feltéve, hogy az M matrix elemeit mar megha-
taroztuk az el6z0 2. fejezetben ismertetett térdiszkretizacios eljards megvalositidsa sordn és tovabba
ismerjilk az Uy (X) =u(X,t =t;) kezdd idépillanatbeli hdmérsékleteket, mint helynek a fiiggvényét.

Ezen modszerek mindegyike alkalmazhato tetszleges elrendezésii térbeli racsra. Az inhomogén
rendszeriink cellait tovabbra is az i index ,,cimkézi” és feltessziik, hogy az alabbi egyenk6zii id6-
diszkretizaciot alkalmazzuk:

O ={t,|t,=ty+nh, n=1..T}, (23)
ahol h az iddlépést, T az id6lépések szamat jelenti és T-h=t; —t;. A tér- és idodiszkretizacid
eredményeképpen az ismeretlen homérsékleteket az elére megvalasztott helyeken kozelitjiik:
U(f(] ,tn) ~ Uin .

3.1. A konstans- és a linearis szomszéd kozelitéseken alapulé LNe-, CCL- és CLL-moédszerek
bemutatasa

Ezen egylépéses modszerek megismeréséhez bemutatjuk a konstans szomszéd és a linearis szomszéd
kozelitéseket.

A konstans szomszéd kozelités (Kovacs, Nagy, Saleh, 2021) azon alapszik, hogy a (21) csatolt ko-
zonséges differencialegyenletek megoldasanal, azzal az egyszerisit6 feltevéssel éliink, hogy az i-edik
cella (n+1)-edik id8lépésen beliili u*™*
aktualis id6lépésbeli homérsékleteitdl fiigg, és hogy azok hémérsékletei egy h id6lépés alatt allando-
nak tekinthet6ek. A kozelité feltevésnek kdszonhetéen a (21) csatolt kozonséges differencialegyenle-

tekbol alld rendszert szétcsatoljuk és az i-edik cella hémérséklet derivaltjat a kovetkezé linearis egyen-
lettel kozelitjiik:

ismeretlen cellahémérséklet kizarolag a szomszédos cellak

d
U (t)=a" +myu; (1), (24)
ahol az ismeretlen u; (t) hémérséklet az idének a folytonos fiiggvénye és bevezetésre keriilt az a;'

aggregalt mennyiség, amelyet a szomszédos cellakra torténd osszegzéssel és héforras tag figyelembe-
vételével szamitunk ki:

ainzzmi’jU?+qi. (25)
jel;
A (24) kifejezésben megjelend szétcsatolt kozonséges differencialegyenleteknek az analitikus megol-

dasa ismert:
noomit & mt
u(t)=u; -e™ ——-(1—e i ) (26)
i
amelyet arra hasznalunk fel, hogy a kovetkezé (n+1)-edik idélépésen beliili uj uiml cellahémérsékle-
teket kozelitd iterativ formulat kapjunk:
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n
uin+1 _ uin eMih _ g (1_ gMmih ) 27)
i
A (26) egyenlettel megadott explicit kifejezés onmagaban is felhasznalhato a (21) matrix-egyenlet
megoldasara. A modszert a (Kovacs, Nagy, Saleh, 2021) cikkben konstans szomszéd modszer vagy
rovidebben CNe-modszer néven publikaltak.
A linedris szomszéd kozelités modszere (Kovacs, Nagy, Saleh, 2021) annyiban tobb ennél, hogy a

(21) egyenletrendszer direkt megoldasa helyett, ismételten egy egyszerisitéssel éliink és feltessziik,
hogy az ismeretlen uin+l cellahdmérséklet egyediil a szomszédos cellak aktualis id61épésen beliili hé-
mérsékleteitol (u;1 ésjel;) fiigg, és hogy azok egy h id6lépés soran az iddben linearisan valtoznak
meg. Megjegyezziik, hogy a ,,linearis szomszéd” kozelités alkalmazasanak a feltétele, hogy egy masik

numerikus modszer segitségével az (n+1)-edik id6lépésre vonatkozé u™ " prediktor hémérsékle-

tet mar kiszamitottuk minden egyes cellara vonatkozdan! Az uin+1’ Pred hémérsékletek segitségével
kiszamitjuk az ,,aggregalt mennyiség” prediktor értékét:

n+1 Pred n+1 Pred
Z;' M, ;U +4i- (28)
je
A (25) egyenlettel bevezetett a' aggregalt mennyiség és a (19) egyenlettel megadott a™ P** predik-
tor érték felhaszndldsaval kiszdmitjuk az s effektiv meredekséget (angolul: ,,effective slope™):
n+l, Pred _ on
o = % (29)

Ezt felhasznalva, a (21) csatolt differencialegylet-rendszert az alabbi linearis kozelitéssel szétcsatoljuk:

Az el6bbi (30) linearis differencialegyenletek analitikus megoldasa szintén ismert és az alabbi egysze-
rli alakban adhaté meg:

Cm a' s “mt) S|
ui (t) =ufle™t —| -4 2 (1—e m"t)—#t, (31)
Mg m; M
amit hasonldan a ,konstans szomszéd” kozelités esetében arra hasznalunk fel, hogy a kovetkezd

(n+1)-edik id8lépésen beliili u™ cellahdmérsékletet kdzelitd iteralhaté kifejezést allitsunk eld:

n n n
uMt = yflg™™in —[a—i+i2J(1—em“h)—S—ih. (32)

M mj M
Az LNe modszer a linearis kozelités modszerét hasznalja ugy, hogy a kozelitéshez sziikséges predik-
tor uiml’ Pred hmérsékletek a konstans szomszéd modszer segitségevel lettek kiszdmitva. Az LNe

modszer egy stabil- és a h id6lépésben masodrendben konvergens kétfazisu numerikus modszer.
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Az imént bemutatott konstans és linearis szomszéd kozelitési modszereket hasznalva komplexebb
tobbfazist, stabil, elénydsebb konvergenciatulajdonsagokkal rendelkez6 numerikus explicit eljaraso-
kat adhatunk meg a (2) altaldnositott hovezetési egyenlet numerikus megoldésara, ezekre példa a ko-
vetkez6 bekezdésekben roviden ismertetett CCL €s CLL haromfazisi modszerek.

A CCL-modszer (Kovacs, 2020) felépitése a kdvetkez6 modon foglalhato 6ssze (Munka et al., 2001):
A modszer els6 fazisaban a konstans kozelités modszerét alkalmazzuk a hy = p;h tortiddlépésre, azaz

az ismert ul' homérsékletek segitségével kiszamitjuk az a' aggregalt mennyiségeket és kapjuk az 1j

n+1, Cp,
i

u prediktor hdmérsékleteket:

n n
jel;
ain
uin+1, Cp _ uin ‘emiit Y% (1_ emiit )
;i
A masodik fazisban ismételten a konstans kozelités modszerét hasznaljuk, de ezuttal a h, = p,h tort-
idolépésre: az elsd fazisban eléallitott u’ S prediktor hdmérsékleteket felhasznalva Kiszamitjuk az

ujabb "+, Cpy aggregalt értékeket és ezek segitségével meghatarozzuk az ujabb prediktor

u . CPCP. hgmérséklet értékeket:
n+l, Cp, _ n+1, Cp.
gt = m U g
ieh
ain+1, Cp,
uin+1, CpCp, _ uin .eMit _ ‘(1_em”t )
M

A harmadik fazisban a linearis kozelités modszerét hasznaljuk a h teljes idélépésre vonatkoztatva: Az

n+1, Cp,Cp,
i

prediktor hdmérsékleteket felhasznalva kiszamitjuk az ain+1’ Cp.Cp;

el6z6 fazisban szamitott u
prediktor aggregalt értékeket és ennek a segitségével kiszamitjuk az Sin+1’Cplcp2 effektiv esést. A (32)
egyenlettel megadott iteracios képlet segitségével kiszamitjuk az uj uin+1 cellahomérsékleteket:

ain+1, CpiCp, _ Z mi’juin+1,C|010|02 +0,

jel;
n+1,Cp,Cp n
smicncp, _ i g
1 - ]
p.h
n n n+l, Cp,Cp,
-m- a; S; -m. S;
ut =ufe MM - Sy 2 (1—e m"h)—'—h.
m;  my M

Megmutathato, hogy tetsz6leges p, ell és p, = 3p1(1— pl) paramétervalasztasok mellett a modszer
harmadrendben konvergens a h id6lépésben.
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A CL- modszer (Kovacs, Nagy, Saleh, 2022) konstrukcidja hasonld az el6z6 bekezdésben ismertetett
CCL modszeréhez: Az elsé fazisban h = pjh tortidélépésre vonatkozéan kozelitést tesziink a kons-
tans szomszéd kozelités modszerrel:

=DM juj +,
jel;
n
uin+1, Cp _ uin eMit _ a_| . (1_ gMit ),
M
ahol a p; paraméterrdl feltessziik, hogy egy pozitiv valos szam. A médszer masodik fazisaban ezuttal
a linearis szomszéd kozelitést alkalmazzuk. Az ul' hdmérsékletek ismeretében megbecsiiljiik a szom-

szédos cellak p;h iddtartam alatt bekovetkezett hdmérsékletvaltozasat a linearis szomszéd kozelités

modszerét hasznalva. Az iménti elsG fazisban kiszamitott u-n L homérsékletek felhaszndlasaval

kiszamitjuk az &P aggregalt mennyiséget, melynek a segitségével meghatarozzuk az s ™ ef-

fektiv esést, és ennek felhaszndlasaval kiszdmitjuk az 0j un+1 Chlp,

n+1 Cp, _ n+1,Cp
=D m U g

prediktor homérsékleteket:

jel;

n+l1, Cp n

Sn+1 Cp, _ a ! _ai
] - ’
ph
n n n+1, Cp;
_ a; S: —m. S:
uin+lv CpleZ une mi h it +_|2 (1—e m”h)——l h
M mj ;i

A harmadik, és egyben az utols6 fazisban Ujra a linearis kozelités modszerét alkalmazzuk ezattal a
teljes h 1épéskozre és kiszamitjuk az aj (n +1)-edik id61épésen beliili u™* hémérsékleteket:

n+1 Cp;Lp. n+1, Cp,Lp
= DM U g

jel;
n+1, Cp,L n

Sn+1 Cp,Lp, _ a PP _ai
1 - ’

p.h

n n n+1, Cp,Lp,

_ a; S; _m. S;
Ut =ufle ™ | S 2 (1e ) S,
M mj M

Megmutathato, hogy tetszéleges p; €[l és p, =2/3 paramétervalasztasok esetén a CLL modszer
harmadrendben konvergens a h id6lépésben.

3.2. A DuFort-Frankel- (DF) médszer ismertetése

A DuFort-Frankel- (DF) modszer (Hirsch, 19988) egy ismert, de nem szokvanyos explicit, feltétel
nélkiil stabil, masodrendben konvergens numerikus séma. A moddszer Gtlete azon alapszik, hogy az
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ismeretlen u fiiggvény id6 szerinti parcialis derivaltjat az els6 rendi kozépponti véges differenciaval
kozelitjiik:
au u™t —u!
- ~—L 1 (33)
¢és a masodrend{i parcialis derivaltat kozelitd véges differencia kifejezésében a u(x,t,) ~u;' fiigg-
vényértékeket, annak az (n—1) -edik és az (n+1) -edik id6lépcsdben vett értékek szamtani atlagaval
kozelitjiik:

A e (34)

A DuFort-Frankel-médszer (2) altalanositott hovezetési egyenletre torténé alkalmazasadhoz a (21)
matrix egyenlet i -edik komponensét megadd egyenletbdl indulunk ki:

d
U (0= 2 my ju; (8) + myu; (£) + . (35)
iel;
A (33) és a (34) egyenletekkel megfogalmazott kozelitéseket figyelembe véve kapjuk meg az alabbi
véges differenciaegyenletet:
u_n+1 _ u_n—l 0 u_n+l + u_n—l
T=i§|:mi,j“j +mii%+qi’ (36)

az iménti (36) egyenletet kifejezve az u ismeretlen hémérsékletre, megkapjuk a DuFort—Frankel-

modszer iteracios képletét. Mivel a (36) iteracios képlet tartalmazza az uinfl hémérsekletet, igy ez egy

kétlépéses modszer, ami azt jelenti, hogy az elsé id6lépcsé hémérsékleteinek a kiszamitasdhoz mas
explicit modszerre van sziikség. Erre a célra az FTCS algoritmust alkalmaztuk.

4. Az implicit modszerek rovid bemutatasa

Az implicit modszerek l1ényege, hogy a megoldando parcialis differencidlegyenletet, annak a tér- és
id6évaltozoinak a diszkretizalasaval egy algebrai egyenletrendszerré alakitjuk, és ezt az egyenletrend-
homogén rendszert, melyet azonos térfogatt cellak Gsszességeként kezeliink. A (3) egyenlet diszkreti-
zalasakor az id6derivaltat az elsérendii halado differenciaval kozelitjiik:

n+1 n
Dty = I @)
dt h
a térvaltozoé szerinti masodik derivaltat pedig a centralis differencia formulaval, de ezittal a benne
szerepl6é hémérsékleteket nem az ismert n-edik id6lépcsében vessziik, hanem az (n+1) -edik id6lép-
cs6ben, amibél kovetkezik:
n+l n 1 un+1 un+l uin::rll _ un+1

1 i — . k X i+1 i +k_—l +0, 38
h Ci,DiAX i+ X i-Li AX Qi ( )
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ahol felhasznaltuk a 2. fejezetben bevezetett cellavaltozokat. Az iménti (38) egyenletet kifejezve a
korabban bevezetett cella-hékapacitasok és a termikus rezisztenciék segitségével, kapjuk:

n n+1 n+l n+1
—u U -y u —ulM

i _ Zi+l + i-1 + qi’ (39)

h CR; CRii1

amely, a 2. fejezetben mar bemutatott médon kdnnyedén altalanosithato tetszéleges elrendezésii térha-
16 esetére:

u in +1

i,i+1

nl +1 un+l

U n
Los cr, T (40)

jel;

ahol az Osszegzés a i -edik cellaval szomszédos cellakra torténik. Hasonl6an, ahogyan ezt a 2. fejezet
utolso 2.3. alfejezetében tettiik, a (40) csatolt egyenletrendszer megadhatd egy tomorebb matrixegyen-
let formajaban:

(E—hM)a™ =hg+ad", (41)
ahol az M e[ VN matrix elemeit a (22)-ben megadott kifejezésekkel szamitjuk ki és az E e[l VN az
egységmatrixot jeloli. Tovabba 0" = [ul NI ] D G= [ql,qz,...,qN] "N ismertnek tekintheté

vektorok, az ismeretlen, 0 (n+1)-edik id6ponthoz tartozd homérsékletek pedig az

"t = [U{M up*,... uwl] e >N vektorral adhatoak meg. Ahogyan azt méar korabban emlitettiik a

(41) egy csatolt algebrai egyenletrendszer, amelynek az egyiitthatdo matrixa altalaban egy nagy méretii
ritka matrix. (41) megoldasara egyik kézenfekvd lehetéség az implicit Euler-mddszer, amelynek talan
leggyakoribb implementacioja az (E—hM) egyiitthatd matrix inverzének a meghatarozasa, amely

direkt modon hatarozza meg az ismeretlen hémérsékleteket:
"t = (E—hM) (hg+a"). (42)

Az implicit Euler-modszer feltétel nélkiil stabil, de az alkalmazhatosagara er6s korlatot jelent, hogy az
invertalt matrix altalaban egy ritka nagy méretii matrix, ami azt jelenti, hogy az inverzmatrix egy
ugyancsak nagy méretii, de siiri matrix, amely elemeinek az eltarolasahoz nagy memoriakapacitas
sziikséges. Ezért a gyakorlatban a (41) megoldasara az inverzmatrix konkrét meghatarozasa helyett

leginkabb kiilonbozd iterativ modszereket hasznalnak, amelyek segitségével az ismeretlen a"™ ho-
mérsékletek kozelitd értékei allithatoak el6. Az imént emlitett iterativ modszerek koziil talan a legin-
kabb hasznalt modszerek a Krylov-altér modszerek, melyek 1ényege, hogy egy adott rangi Krylov-

altéren keresik meg az ismeretlen G"** értékekre vonatkozo legjobb kozelitést.

Az egyik legalapvetébb Krylov-altér-modszer a gradiens modszer, amely szimmetrikus és pozitiv
definit egyiitthatomatrixszal rendelkezd egyenletrendszerek megoldasara szolgald variacios modszer
(Faragd et al., 2013; Hestenes et al., 1952). A moédszer alapétlete, hogy megkonstrualunk egy tobbval-
tozoju skalarértéki fiiggvényt, amely egy abszolat minimumhellyel rendelkezik, és ez a minimumhely
az egyenletrendszer keresett megoldasa. Feltessziik, hogy a modszer végrehajtasahoz egy kezdeti becs-
Iéssel rendelkeziink. Minden egyes iteracios 1épés soran kiszamoljuk az egyenletrendszer rezidualis
vektorat, amely egyben a megkonstrudlt fiiggvény gradiensének a minusz egyszerese. Ismeretes, hogy
egy tobbvaltozoju fiiggvény annak a gradiensével ellentétes iranyban csokken a leggyorsabban, igy az
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egyes iteraciok soran meghatarozott rezidualis vektorok egyben a minimumkeresés iranyat is megad-
jak és mar csak az adott irany mentén keressiik azt a pontot, ahol a tobbvaltozoju fiiggvény a lehetd
legkisebb (az adott irany mentén!) értékét veszi fel, ezzel egy 0j és egyben egy pontosabb becslést
kapunk az egyenletrendszer ismeretlen vektorara. Az elobbiek miatt a gradiens modszert a legmerede-
kebb esés (angolul: ,,steepest descent”) modszerének is szoktak nevezni. A modszer elénye, hogy pon-
tos megoldast ad, de hogyha az egyiitthatomatrix kondicioszama nagy, akkor a modszer lassan kon-
vergal, azaz nagyszamu iteracio és ezaltal nagy futasi id6 jellemzi.

A gradiens-mddszer javitott valtozata a konjugdlt-gradiens modszer (Farag6 et al., 2013; Hestenes et
al., 1952), amelyben az egyes iteracios 1épések soran alkalmazott Keresési iranyok célszeriibb megva-
lasztasaval az imént emlitett lassi konvergencia gyorsithato.

Az iteracios modszerek konvergenciasebessége erdsen fiigg a megoldand6 egyenletrendszer egylitt-
hatojanak a matrixatol. Hogyha az egyiitthatomatrix sajatértékei nagy intervallumon keresztiil valtoz-
hatnak, akkor altalaban igaz, hogy tobb iteraciora van sziikség. Ezen probléma kikiiszobolése érdeké-
ben kiilonféle prekondicionalasi eljarasokat szoktak alkalmazni, melyek 1ényege, hogy olyan prekon-
dicionalé matrix(okkal) megszorozzuk a megoldand6 matrix egyenletiinket, amely hatasara a megol-
das kismértékben valtozik meg, de az 0j egyiitthatdé matrix kedvezébb spektralis tulajdonsagokkal
rendelkezik. A MATLAB programrendszeren beliil a prekondicionalt konjugalt gradiens algoritmus
(Barrett, et al., 1994) megvalésitasara a pcg beépitett fliggvény szolgal, amelyet mi is felhasznaltunk a
numerikus vizsgalatok soran.

A GMRES (angolul: ,,generalized minimal residual method”) médszer egy iteraciéos modszer nem
szimmetrikus, linearis egyenletrendszerek megoldasara. A modszer alkalmazasakor feltessziik, hogy
az ismeretlen vektorra egy X, kezdeti becsléssel rendelkeziink és ez altal a rezidualis vektorra is van
egy T, kezdeti becslésiink. A médszer az egyenletrendszer egyiitthatomatrixa — A-val jeldlve — ¢és a
kezdeti rezidualis vektor altal kifeszitett — egy adott m rangi — Krylov-altéren keresi az ismeretlen
vektorra vonatkozo legjobb X kozelitést. A GMRES algoritmus (Wikipedia weboldal, megtekintés:
2023. februar 16.) 1épései a kovetkezOkben foglalhatoak ossze: az elsé 1épésben az Arnoldi-iteracio
segitségével meghatarozzuk a szoban forgd Krylov-altér bazisvektorjait, s ezekbdl egy ortonormalt
vektorrendszert allitunk eld. Masodik 1épésben definialjuk a H,, felsé Hessenberg-matrixot és az or-

tonormalt vektorrendszer vektorjaibol allo V. matrixot. Bevezetjik a kovetkezé funkcionalt:

F(Y) =“5— AY(H =|F, — AV, 9|, ahol ||| az euklideszi normat jelsli; és meghatarozzuk azt az § vek-

tort, amely minimalizalja az F funkcionalt, majd kiszamitjuk az ismeretlenre vonatkozé 1j becslést:
X, =%, +V, ¥ . Az algoritmus jellegébdl adédoan, a modszer az euklideszi norma szerint torténd koze-

litésre van kihegyezve. A MATLAB programrendszeren beliil a moédszer megvalositasara a gmres beépi-
tett fliggvény szolgal, amelyet a numerikus tesztek soran felhasznaltunk.

5. Numerikus esettanulmanyok

Az el6z6 3. és a 4. fejezetekben bemutatott numerikus modszerek dsszehasonlitasahoz numerikus eset-

tanulmanyokat végeztink a MATLAB R2019b programrendszer segitségével. A teszteket egy két-

dimenzids, négyzetracs elrendezésii inhomogén rendszeren végeztiik. A rendszer cellainak a szama

N =N, xN,, ahol Ny, N, az x-és a z- irdnyban levd celldk szdma és N pedig a teljes cellaszam.

A tesztek elvégzése soran a von Neumann-peremfeltételt alkalmaztuk, s rendszeriinket termikusan

izolaltnak tekintettiik, lasd az 1. abrat! A rendszert megadd paraméterek el6allitdsdhoz véletlen sza-
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mokat hasznaltunk fel, amelyeket a MATLAB beépitett unifrnd fiiggvényével generaltunk. A numerikus
teszteléshez sziikséges Ug; kezdeti hdmérsékletekre ¢s a @; hoforrasértékekre egyenletes eloszlast
véletlen szamokat hasznaltunk. Az M matrixelemek eldallitasahoz sziikséges C; cellakapacitasokra,
illetve, az R, ; x-irnyl és az R,; z -iranyu termikus rezisztencidkra logaritmikusan egyenletes elosz-

last véletlen szamokat generaltunk. Ezek felhasznalasaval a (22) egyenletben megadott képleteket
alkalmaztuk — az 1. abran bemutatott kétdimenzidji négyzetracsos rendszerre —, hogy kiszamitsuk a
sziikséges m; j matrixelemeket.

7 N

C, G, Coie

ICNx+1

i,
Rx; ;3% ¥ZiiNi
C.,*= C, _==C,

i+1
i i+]

Cn

1. dabra. A numerikus tesztekhez hasznalt négyzetrdcs elrendezésii inhomogén rendszer.
Az abra feltiinteti a rendszert jellemzo cellakapacitdasokat, termikus rezisztenciakat és
a hdforrdas tagokat. A rendszert hatarolo kettés vonal a hdszigetelést jelképezi.

A logaritmikusan egyenletes eloszlasu cellakapacitasok és termikus rezisztenciak elénye, hogy segit-
ségiikkel egy merevebb rendszert tudunk elballitani. A legeneralt rendszer merevsége szamszeriileg is
jellemezheté a merevségi hanyados (vagy angolul ,.Stiffness Ratio”) segitségével, amely nem mas,
mint az M matrix legnagyobb abszolut értékli (4y,ax ) €s a legkisebb abszolut értéki, de nullatol kii-

16nb6z6 (A #0) sajatértékei hanyadosanak az abszolut értéke:

Awax.

MIN
Altalaban igaz, hogy minél szélesebb tartomanyon generaljuk az M matrix eléallitasdhoz sziikséges
cellakapacitas és termikus rezisztencia paramétereket, annal nagyobb intervallumon vehetnek fel érté-
keket az M matrix sajatértékei, ami azt jelenti, hogy egy merevebb rendszert generalunk és lathato,
hogy ennek kovetkeztében a merevségi hanyados is nagyobb értéket vehet fel. Szintén fontos jellem-
z6je a megvizsgalt rendszernek az ugynevezett id6lépésre vonatkozé CFL-kiiszobérték, amelyet itt
"hMax" -szal jel6liink. Kordbban emlitettiik, hogy az FTCS-séma csak feltelesen stabil, ami azt jelenti,
hogy csak ezen CFL-kiiszob alatti h id6lépés esetében konvergens. Analitikusan megmutathato, hogy
ez a "hMax" kiiszobérték alabbi egyszerii mdédon szamithato ki:
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2

MAX
Megjegyezziik, hogy altalaban a Ax egyenkozii egydimenzids racsra, Atid6lépéskoz mellett a CFL-
feltétel a kovetkezd kifejezéssel adhatd meg: At <(AX)? / (2a). A numerikus tesztek soran a referen-
ciamegoldas eldallitasahoz az odel5s beépitett MATLAB megoldé rutint hasznaltuk. Az odel5s segit-
ségével kozonséges differencialegyenletekbdl allo csatolt egyenletrendszert oldhatunk meg numeriku-
san. A megoldo rutinban egy valtakozo 1épéskézoket alkalmazo és valtakozo rendben (az elsé rendt6l
az 6todik rendig) kozelité implicit séma van implementalva. Az odel5s megold6 rutint kifejezetten
nagy merevségl problémak numerikus megoldasahoz fejlesztették ki. Az odel5s rutin felhasznéldsa-
kor az 'AbsTol’ és a ’RelTol” paraméterekkel allithatjuk be a modszer hibatiirését. A numerikus esetta-

"hMax" = (44)

nulmanyaink sordn mindkét paraméter értékét 1072 értékre allitottuk be. A tesztek soran megvizsgél-
tuk azt, hogy a 3. és a 4. fejezetben ismertetett numerikus modszerekkel nyert megoldasok, hogyan
konvergalnak az odel5s beépitett MATLAB megoldé rutinnal elballitott megoldashoz, hogyha a h 1é-
péskoz értékét szisztematikusan csokkentjiik. A konvergencia vizsgalatanal a "MaxD" maximum- és
az "AveD" atlagos hibat vettiik alapul. Az el6bb emlitett maximumhibat az alabbi médon hatarozzuk
meg:

"MaXD" = max uIRef _UINUm

I<i<N

ahol az uiREf -n a tetsz6leges i -edik cellara vonatkozo a referencia ode15s modszerrel kapott referen-

, (45)

ciamegoldast és az uiNum -n szintén az i -edik cellara vonatkozd, a tesztelt numerikus modszerrel nyert
megoldast értjiik. Lathato, hogy ahogyan azt a maximumhiba megnevezés és ahogyan a (45) egyenlet
is mutatja, itt az uR*" ¢s uN™ megoldasok kiilsnbségének abszolut értékét képezziik mindegyik i -
edik cellara vonatkozoan és az igy kapott eltérések koziil a legnagyobb abszolt értékiit vessziik figye-

lembe. A maximumhiba mintajara bevezetheté az "AveD" atlagos hiba fogalma is, amelyet az alabbi
moddon szamithatunk ki:

N

"AveD" = % . Z‘uiRef _ L’IiNum ’ (46)
i=1

ahol a maximumhibahoz hasonldan képezziik a referencia ode15s modszerrel kapott referenciamegol-

dasok és a megvizsgalt numerikus modszerrel kapott megoldasok kiilonbségének az abszolut értékét

minden egyes cella esetében, de itt most nem azok maximumat keressiik meg, hanem az eltérések atla-

gat szamitjuk Ki.

Ez egyes h id6lépésekhez tartoz6 maximum-, illetve atlagos hibakat kétszer logaritmikus rendszer-
ben abrazoljuk és a kapott gorbék meredekségét leolvasva a megvizsgalt numerikus modszer konver-
gencidjanak a rendjét allapithatjuk meg, illetve tobb tesztelt modszert figyelembe véve 6sszehasonlit-
hatjuk azok hibait. A konvergenciavizsgalatok mellett, az egyes numerikus modszerek szamitasi telje-
sitményét is Osszehasonlitottuk. Megmértiik az egyes algoritmusok futasi idejét minden egyes h 1é-
péskdz mellett a MATLAB beépitett tic-toc fliggvényével és a megmért futasi idok fiiggvényében abra-
zoltuk a (45) és a (46) definiciokkal bevezetett maximum- és atlagos hibakat. Az abrakon felvett gor-
bék segitségével informaciot kapunk az egyes numerikus médszerek gyorsasagarol.

5.1. Esettanulmany I.: Egy kozepesen merev rendszer vizsgalata
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Els6ként egy kodzepesen merev rendszeren végeztiink numerikus teszteket. A rendszer méretei
N, =20 és N, =20, azaz N =400 a teljes cellaszam. A héforras tag és a t; =0 idSpontban felvett

kezdeti hdmérsékletek értékeit az egységintervallumbol vettek fel értékeket, azaz uy;; ¢ €(0,1) . A
celldk hdkapacitasai C; e 1071,10Y); tovabba az x és a z irdnyn termikus rezisztencidk
Ris Ryie (1072,10%) intervallumon lettek generalva. Az egyes intervallumhatarok megvalasztasabol

adoddan egy kozepesen merev rendszert kaptunk, amelynek a merevségi hanyadosa:
“Stiffness Ratio"=2,38-10° ¢és a CFL-limit értéke: "hMax"=1.012-10". A referencia megoldast,
ahogyan azt kordbban emlitettiik, az odel5s beépitett MATLAB rutin segitségével kaptuk meg és az
'AbsTol’ és a 'RelTol’ toleranciaparamétereket 10722 -re allitottuk be. Az egyes cellak hémérsékletét a
t; =1,5 masodpercre vonatkozoan kerestiik. A gradiens-, a konjugalt gradiens, a pcg és a gmres mod-

szerek esetében a toleranciat 1078 -ra allitottuk be. A kapott eredményeket a 2—5. abrak mutatjak be.

[—LNe
“-CLL
ccL

E e T

4 S OF
E : ImpEu
8 7 Grad
107F ‘/' ConGrad
F ~~MATLAB pcg
K #-MATLAB gmres &
| S8 8 i Y ¢ i T U SN i 441l i L IO — ' - |
10°% 10+ 10 102 10"
1délépés h

2. dbra. A kozepesen merev rendszer esetében kapott maximumhiba értékek
az alkalmazott idélepés fiiggvényekent (Esettanulmany 1.)

A 2. és a 3. abrakon a h id6lépés fuggvényében a "MaxD" maximum hibak, illetve az "AveD" atlagos
hibak lathatéak. Az abrakrol leolvashatd, hogy a CCL és a CLL moédszerek harmadrendiiek, mig a
DuFort—Frankel- (DF) és az LNe-modszerek masodrendiiek, illetve az implicit modszerek elsérendii-
ek. Lathato, hogy a DuFort-Frankel médszer a 102 <h <10 tartomanyban a legkisebb hibakat ad6
modszer, de az ettdl kisebb id6lépések h <2 .10 esetében a CCL- és CLL-modszerek adjék a legki-

sebb hibakat. Az implicit modszerek hibagdrbéi pedig a nagyobb id6é1épések tartomanyéban 1072 <h
egymashoz kozel haladnak, de az egyre kisebb id6lépések iranyaba haladva egyre nagyobb hibakat
eredményeznek. Ennek egyik oka a kerekitési hibak lehetnek. A 4. és az 5. abrak az egyes modszerek
futasi idejének a fliggvényében abrazoljak a "MaxD" maximum hibakat, illetve az "AveD" atlagos
hibakat. Az abrakrol 1athato, hogy az explicit modszerek futasi ideje rovidebb, mint az implicit mod-
szereké, ez alol kivétel a matrix invertalast végzé modszer, mivel az csak egyszer invertalja az M
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matrixot, mivel az nem valtozik az egyes id6lépések soran. Megjegyzendd, hogy ha ez a feltétel nem
lenne igaz, akkor a matrix-invertalast hasznalé modszer nagysagrendekkel lassabb lenne, mivel min-
den 1épésben invertdlnia kellene a matrixot. A 4. és az 5. dbrakon lathatd, hogy a gradiens modszer
(»grad”) eltérd viselkedést mutat, amely részben a tic-toc fiiggvény altal mért futasi idok esetleges
fluktualasaval magyarazhatd, masrészt azzal, hogy ezt a modszert tombok és rajtuk végzett miiveletek
hasznalataval programoztuk le, a tobbi sajatkeziileg programozott modszert a tombok egyes elemein,
mint skalar valtozokon végzett miiveletekkel implementaltuk.
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3. dbra. A kézepesen merev rendszer esetében kapott dtlagoshiba értekek
az alkalmazott iddlépés fiiggvényeként (Esettanulmany 1.)
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4. dabra. A kozepesen merev rendszer esetében kapott maximumhiba értékek
a megmért futdsi idok fiiggvényeként (Esettanulmany 1.)
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5. dbra. A kézepesen merev rendszer esetében kapott atlagoshiba értekek
a megmért futdsi idok fiiggvényeként (Esettanulmany 1.)

5.2. Esettanulmany IL.: Egy erésen merev és egyben anizotrop rendszer vizsgalata

A masodik numerikus esettanulmany egy erdsen anizotrop, és egyuttal még merevebb rendszer vizsga-
latat foglalta magaban. A rendszer méretei most is, mint az el6z6 példaban N, =20 és N, =20, azaz
N =400 az 9sszesitett cellaszam. A hoforras tag és a ty =0 idopontban érvényes kezdé hémérsékle-
tek értékeit hasonloan, mint az els6 esettanulmanyban, az egységintervallumbol vettek fel értékeket,
azaz Uy;; ¢ €(0,1) . A celldk hdkapacitasai C; e (107%,10") kozott véltoztak. Ezittal az x - irdnyt
termikus rezisztencidk R,; € (1071,10") és a z - iranyh termikus rezisztencidk R, € (107%,10°) inter-
vallumbol vettek fel értékeket. A cella-hdkapacitasok és a termikus rezisztenciak lehetséges értékeibol
adddoan egy erdsen iranyfiiggd és egyben er6sen merev inhomogén rendszert allitottunk eld, amely-
nek a merevégi hanyadosa "Stiffness Ratio"=1,63-10° ¢és annak a CFL-limit értéke:
"hMax"=1,31-10"*. A referencia megoldast ezittal is az odel15s beépitett MATLAB fiiggvény alkalma-
zasaval kaptuk meg és az ‘AbsTol’ és a ‘RelTol toleranciakat valtozatlanul 1072 -re allitottuk be. Ezut-
tal az egyes cellak hémérsékletét a t; =1,0 masodpercre vonatkozoan kerestiik. Az esettanulmanyra

vonatkozé eredményeket a 6-9. abrak mutatjak be. A megvizsgalt modszerek konvergencia rendje
ugyanaz, mint amit az el6z6 esettanulmany kapcsan lathattunk. Altaldban elmondhaté a médszerekrél,
hogy késébb, azaz csak kisebb h id6lépések esetén kezdenek konvergalni. Tovabbra is gyorsabbak az
explicit modszerek, kiilonésen a DuFort—Fankel- (DF) modszer, bar az atlagos hiba tekintetében Kicsit
kisebb az elénye, mint a maximumhiba hasznalatakor.
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6. dbra. Az erdsen merev és anizotrdp rendszer esetében kapott maximumhiba értékek
az alkalmazott idélépés fiiggvényeként (Esettanulmany I1.)
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7. dbra. Az erdsen merev és anizotrdp rendszer esetében kapott dtlagoshiba értékek
az alkalmazott idélépés fiiggvényeként (Esettanulmany I1.)
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8. dbra. Az erdsen merev és anizotrop rendszer esetében kapott maximumhiba értékek
a megmeért futasi idok fiiggvényeként (Esettanulmany I1.)
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9. dbra. Az erdsen merev és anizotrop rendszer esetében kapott atlagoshiba értékek
a megmert futasi idok fiiggvényeként (Esettanulmany I1.)

6. Osszefoglalas, konklaziok

A cikkben négy darab explicit és 6t darab implicit modszert mutattunk be és teszteltiink az altalanosi-
tott hdvezetési egyenlet megoldasara. A négy darab explicit modszerb6l az LNe-, CCL- és a CLL-
modszerek nemrégiben publikalt stabil, masod-, illetve harmadrendben konvergens numerikus mod-
szerek és a DuFort—Frankel- (DF) modszer egy ismert, de ritkan hasznalt ugyancsak masodrendd, sta-
bil médszer. Az implicit modszerek pedig a (3) parcialis differencialegyenlet tér- és idévaltozoinak a
diszkretizaciojaval nyert algebrai egyenletrendszerek kiilonféle, a szakirodalombdl ismert iteracios
modszerekkel torténd megoldasan alapszanak. Az implicit médszerekr6l tudjuk, hogy feltétel nélkiil
stabilak, de altalaban nagy memoriaigénytiek és alacsony szamitési teljesitményiiek. A bemutatott
modszerek Osszehasonlitisahoz numerikus esettanulmanyokat végeztiink kétdimenzids inhomogén
négyzetracs elrendezésti rendszereken. A numerikus tesztek soran alapul vett referenciamegoldast a
MATLAB programrendszer egyik beépitett kozonséges differencialegyenletekbdl allo csatolt rendszert
megoldo rutinjaval allitottuk el6.

A numerikus tesztelések soran két rendszert vizsgaltunk meg: egy kdzepesen merev, valamint egy
er6sen anizotrop és egyben erésen merev rendszert. Az egyes rendszerekre meghataroztuk az azokat
jellemzé merevségi aranyokat és a CFL-limiteket. Minél szélsGségesebb értékeket vehetnek fel az
egyes cellak cella-h6kapacitasai és a termikus rezisztenciak, Ggy egyre nagyobb értékeket vehet fel a
rendszer merevségi hanyadosa és egy kisebb értéket vehet fel a rendszert jellemzé CFL-limit. Ami azt
jelenti, hogy ilyen feladatok megoldasakor inkabb az implicit modszerek alkalmazasa keriilt el6térbe,
viszont az altalunk végzett esettanulmanyok eredményei azt mutatjak, hogy az Gjonnan kozolt LNe-,
CCL- és CLL-modszerek erds versenytarsai az implicit modszereknek. Ez mar a vizsgalt 400 cellabol
allo rendszerekre is igaz, de nagyobb méretii rendszerre az implicit modszerek relative sokkal nagyobb
mértékben lassulnak. Tulajdonképpen annak, hogy nem vizsgaltunk nagyobb rendszereket, az az oka,
hogy az implicit médszerek nagyon sokaig futottak volna a rendelkezésiinkre allo szamitogépeken.
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