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Összefoglalás 

Folyadékkal telített porózus közegbe helyezett függőleges síklap feletti konvektív áramlást 
vizsgálunk. A lamináris határréteg áramlást parciális differenciálegyenlet rendszerrel írjuk 
le, melyet egy alkalmasan megválasztott hasonlósági transzformációval közönséges diffe-
renciálegyenlet-rendszerre vezetünk vissza. Vizsgáljuk az így kapott differenciálegyenlet-
rendszer numerikus megoldásait és megadjuk a határrétegben a hasonlósági sebesség és 
hőmérséklet eloszlásokat. 

Kulcsszavak: konvektív áramlás, határréteg, porózus közeg 
Abstract  

Convective heat transfer from surface embedded in porous medium is considered over a 
vertical surface. The laminar boundary layer flow is described by a system of partial differ-
ential equations which is transferred into a system of ordinary differential equations by a 
similarity method. We examine the numerical solutions to this system and we give the simi-
larity velocity and temperature profiles. 

Keywords: convective flow, boundary layer, porous media 

1. Bevezetés  

A porózus közegbe helyezett síklap mentén kialakuló konvektív áramlást a kutatók az el-
múlt néhány évtizedben széles körben vizsgálják. A modellt számos helyen alkalmazzák a 
gyakorlatban, pl. az építőiparban az energiahatékony (hőszigetelő) épületelemek tervezésé-
nél, a geológiában a geotermikus energia hasznosításánál, a felszínalatti vizekben terjedő 
szennyeződések szabályozásánál és az olajkitermelésnél is.  

Határréteg áramlás elméletét Prandtl az 1900-as évek elején publikálta [9], azonban a 
porózus közegbeli határréteg áramlásra az 1970-es években kezdték alkalmazni. Az elsők 
között, 1975-ben Furumoto írta le, hogy a földbe, mint porózus közegbe függőleges fémla-
pot helyezve a vulkanikus régió hőjét a felszín alatti vizek fűtésére, és így energiatermelés-
re lehet hasznosítani [2]. 

A folyadékkal telített porózus közegbe helyezett függőleges síklap mentén kialakuló 
konvektív határréteg áramlás hasonlósági megoldását Cheng és Minkowycz [1] írta le 
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1977-ben. A síklap felületén a hőmérsékletet a magasság hatványfüggvényeként határozták 
meg. A ’70-es évektől számos cikk és könyv jelent meg ebben a témában és napjainkban is 
aktívan foglalkoznak ezzel a kutatási területtel [1-10]. 2006-ban Nazar, Arifin és Pop szer-
zőhármas végzett vizsgálatokat vízszintes és függőleges síklap esetén, amikor kevert hő-
mérsékleti peremfeltétel mellett tanulmányozták a hőátadás miatt kialakuló konvektív 
áramlást [5].  

Célunk Nazar, Arifin és Pop [5] cikkében ismertetett, a függőleges síklapra alkalmazott 
modell általánosítása nagy hőmérséklet különbség mellett végbemenő folyamatokra, ahol a 
sűrűség változása a hőmérsékletváltozás négyzetével jellemezhető. Előállítjuk a modellben 
szereplő peremértékfeladat numerikus megoldását, megadjuk a sebesség és a hőmérséklet 
eloszlásokat és vizsgáljuk a feladatban szereplő paraméterek hatását a numerikus megoldás-
ra. 

 

2. A határréteg áramlást leíró egyenletek 

A T  hőmérsékletű, folyadékkal telített porózus közegbe helyezett síklap mentén a sűrűség 
változás miatt kialakuló szabad konvektív áramlást feltételezünk. Az áramlást lamináris 
határréteg áramlásként modellezzük. A síklap felületén vesszük fel az  y,x  kétdimenziós 
koordináta síkot, ahol az x  a síklappal párhuzamos, y  az arra merőleges koordináta [5]. 

A határréteg áramlás matematikai modelljében az első egyenlet az ún. folytonossági 
egyenlet: 
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A síklapot körülvevő folyadék sűrűsége változik a hőátadás következtében és ez a sűrű-
ségváltozás hozza létre a konvektív áramlást a síklap környezetében. Abban az esetben, ha 
a síklap és a folyadék közötti hőmérséklet különbség kicsi, akkor a sűrűséget a Boussinesq-
féle közelítést alkalmazva a 

 ]1[ 1   TT  
lineáris képlettel adhatjuk meg [7]. Ha a síklap és a folyadék között nagy a hőmérséklet 
különbség, akkor a folyadék sűrűségét a   ]1[ 2

2   TT  képlettel jellemzik 
[10]. A 1  és 2  tényezők a hőtágulási együtthatót jelölik. Nagy hőmérséklet különbség 
esetén a konvektív határréteg áramlás matematikai modelljében a folytonossági egyenlethez 
az alábbi mozgás- és energiaegyenletek járulnak: 
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ahol u  és v  az x  és y  irányú sebességkomponensek, g  jelöli a gravitációs gyorsulást, 
K  a porózus közeg áteresztő képessége,   a kinematikai viszkozitás, T a folyadék hő-
mérséklete és m  jelöli a hőmérséklet-vezetési tényezőt. 

Elsőként bevezetjük a következő dimenziómentes változókat:  
Lxx  ,      )(2/1 LyRay  ,     uLRau m )(1  , 

vLRav m )(2/1       )/()(   TTTT r , 
ahol L  jelöli a felület karakterisztikus hosszát, rT  a referencia hőmérséklet és 

 mr LTTgKRa /)( 2
2   a porózus közegbeli Rayleigh-számot. A dimenziómentes 

változókat behelyettesítve a határréteg áramlást leíró parciális differenciálegyenlet rend-
szerbe, az alábbi dimenziómentes egyenletrendszert kapjuk: 
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Az (1)-(3) egyenletrendszerhez a feltételezett áramlás esetén az alábbi peremfeltételek 
járulnak: 

 a síklap felületén ( 0y ): 
                                                                00, xv ,                                                           (4a) 
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 a határrétegtől távol ( y ): 
                                                               0),( yx ,                                                      (4c) 
ahol az )(xA , )(xB  és )(xC  egyelőre meg nem határozott x -től függő függvények. 

Az (1)-(3) egyenletrendszer hasonlósági megoldását kívánjuk előállítani, ezért bevezet-
jük az alábbi hasonlósági változót és hasonlósági függvényeket: 
                       yx r ,        fxyx p),( ,         hxyx q),( .                          (5) 
A   áramfüggvény az yu    és xv    szokásos értelmezés szerint au-
tomatikusan teljesíti a (1) folytonossági egyenletet. A (2) és (3) egyenletekből (5)-tel kap-
juk az 

                                                                  2hxfx qrp  ,                                               (6) 

                                                        hxhpfhfqx rp  )(1 ,                                          (7) 
egyenleteket, ahol a deriváltak az   hasonlósági változó szerinti deriválást jelölik. 
A paraméterek megfelelő megválasztásával, ami ebben az esetben mp 1 , 

  221 /mq   és mr   a (6) és (7) egyenletekből  
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A hasonlósági változó alkalmazásával a dimenziómentes peremfeltételek a következőek: 
   0 :                                                            00 f ,                                                (10a) 

   0 :                      100 2   )(h)TT)(x(b)(h)TT)(x(a rr ,                (10b) 
    :                                                       0)( h .                                               (10c) 
Itt )(xa  és )(xb  az alábbi kifejezésekkel adható meg: 
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A (8) és (9) egyenleteknek a (10a) (10b) (10c) feltételekkel csak abban az esetben léte-
zik hasonlósági megoldása, ha az )(xa  és )(xb  konstans függvények. Az a , b  és T , 
illetve a rT  referencia hőmérsékletet úgy kell megválasztanunk, hogy kielégítsék az alábbi 
egyenletet:  
                                               12   )TT(a)TT(b rr .                                       (12) 

Legyen 2)TT(b r  , így a (10b) feltétel az alábbi formába írható: 
                                                        1001  )(h)(h)( .                                        (13) 

Megjegyezzük, hogy 0  esetén   2/21)0,( mxx   az előírt felületi hőmérséklet, 1  

esetén a m/
y x)y( 221

0


   a felületen előírt hőfluxus, míg   esetén a kevert 

peremfeltétel a ),x(x)y( m
y 00    egyenlettel írható le. 

 

3. Numerikus közelítő megoldások 

A numerikus megoldásokat MAPLE 12 programcsomaggal határoztuk meg beépített pe-
remérték megoldó algoritmus használatával. Az ábrákon a különböző paraméter értékek 
mellett előállított numerikus megoldásokat szemléltettük az   hasonlósági változó függvé-
nyében.  

Az 1-3. ábrán a határrétegbeli hasonlósági sebesség eloszlás látható az 0 , 1  és 
  esetén. Azt tapasztaltuk, hogy az   növekedésével a határréteg vastagsága csök-

ken. Az m  paraméter növekedése az 0  esetben a határréteg vastagságának csökkené-
sét okozza, míg a kezdeti sebesség ebben az esetben rögzített. A másik két esetben ( 1  
és  ) az m  paraméter növelése nem változtatja meg a határréteg vastagságát, de a 
síklap mentén csökkenti a kezdeti sebesség értékét.  

A 4-6. ábrák a határrétegbeli hasonlósági hőmérséklet eloszlásokat szemléltetik. Itt is 
megfigyelhető, hogy az   értékének növekedésével a határréteg vastagsága csökken. Az 
m  paraméter növelésével 0  esetén a termikus határréteg vastagsága csökken, a kezde-
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ti falhőmérséklet pedig rögzített. Míg 1  és   esetén a síklap felületén a kezdeti 
hőmérséklet értéke csökken, a termikus határréteg vastagsága nem mutat változást az m  
paraméter növelésének hatására. A 6. ábrán mutatjuk be a vegyes hőmérsékleti peremfelté-
tel teljesülését (  ), amikor a feltételünk: 0)0('h)0(h  .  

 

 
1. ábra. Sebességprofil ε = 0 esetén. 

 

 
2. ábra. Sebességprofil ε = 1 esetén. 
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3. ábra. Sebességprofil ε→∞ esetén. 

 
4. ábra. Hőmérsékletprofil ε = 0 esetén. 
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5. ábra. Hőmérsékletprofil ε = 1esetén. 

 
6. ábra. Hőmérsékletprofil ε→∞ esetén. 

 

4. Összefoglalás 

Előállítottuk a konvektív határréteg áramlás numerikus hasonlósági megoldásait. A kapott 
hasonlósági megoldások monoton csökkenő tulajdonsága jól szemlélteti a modell fizikai 
jelentését, azaz a T  állandó hőmérsékletre való lehűlést.  
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Megoldásaink azt mutatják, hogy az m  paraméter növekedésével 0  esetén mind a 
hidrodinamikai, mind a termikus határréteg vastagsága csökken. Azonban 1  és 

  esetekben a határrétegek vastagsága jelentős változást nem mutat, de ezekben az 
esetekben a kezdeti sebesség és hőmérséklet csökken a síklap mentén az m  paraméter 
növekedésének hatására. 
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