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Absztrakt 

Ebben a cikkben definiáljuk a klasszikus hely- és skálaparaméter problémát. Leírjuk a leggyakoribb 

értéket és dihéziót. Javaslunk egy megoldást a problémára az alapegyenletek módosításával. 
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Abstract 

In this paper we define the classical location and scale parameter problem. The most frequent value 

and dihesion were described. We suggest a solution for the problem with modification of the basic 

equations of the solution.  
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1. Bevezetés 

Adott az 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 mérési sorozat. Általános statisztikai feladatnak tekinthető egy középérték és egy 

szóródási jellemző keresése. Határozzunk meg 𝑇𝑛 és 𝑠𝑛 értékeket, azaz középpontot és skálázást. Mi-

lyen szempontból jellemzik ezek az értékek a halmazt? A feladat egyszerű és nehéz, mert a probléma 

általános. Hogyan választunk szempontokat és milyen feltételezett ismereteket tudunk? Ezekre próbá-

lunk válaszolni.  

 

1.1. A paraméterbecslési feladat 
 

Az 𝐹 és 𝐺 eloszlásfüggvények típusa megegyezik, ha valamely 𝑎 > 0 és 𝑏 konstansok mellett  

𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑎𝑥 + 𝑏). 

Ez egy ekvivalenciarelációt, osztályozást határoz meg. Ezután megfogalmazhatjuk a matematikai sta-

tisztikai feladatot.  

Adott a  

𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, 𝜉𝑖 ∼ 𝐹 

független minta, a mintaelemek eloszlása az 𝐹0 eloszlásfüggvénnyel reprezentált eloszlástípusba tarto-

zik.  

A paraméterbecslési feladat: A 𝜇, 𝜎 paraméterek becslése úgy, hogy az  

𝐹0 (
𝑥 − 𝜇

𝜎
) = 𝐹(𝑥) 

egyenlőség teljesüljön.  
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1.2. Megoldási módszerek 
 

1. Ha 𝐸(𝜉2) létezik, akkor  

𝐸(𝜂) = 𝜎𝐸(𝜉) + 𝜇, 

𝐷2(𝜂) = 𝜎2𝐷2(𝜉). 

Ez az ún. momentumok módszere, amellyel számos probléma adódik: létezési problémák, robusztus-

ság, meghatározási nehézségek stb.  

2. A másik általánosan használt módszer a maximum likelihood. Legyen a minta sűrűségfüggvénye  

𝜉𝑖 ∼ 𝑓0 (
𝑥 − 𝜇

𝜎
) (𝑖 = 1,2, … , 𝑛). 

min
𝜇,𝜎

{−∑ln 𝑓0

𝑛

𝑖=1

(
𝜉𝑖 − 𝜇

𝜎
)} 

Ha létezik 𝑓0
′, akkor a loglikelihood függvény deriválsása után kapjuk, hogy  

∑

𝑛

𝑖=1

𝑓0
′ (
𝜉𝑖 − 𝜇
𝜎 )

𝑓0 (
𝜉𝑖 − 𝜇
𝜎 )

= 0 

∑
𝜉𝑖 − 𝜇

𝜎

𝑛

𝑖=1

𝑓0
′ (
𝜉𝑖 − 𝜇
𝜎

)

𝑓0 (
𝜉𝑖 − 𝜇
𝜎 )

= 0 

Itt is számos probléma adódik: létezés, robusztusság, meghatározási nehézségek, érzékenység stb.  

3. Huber-típusú jelölés (általánosította az előző, likelihood alapú formulákat):  

∑𝜓

𝑛

𝑖=1

(
𝜉𝑖 − 𝑇

𝑠
) = 0, 

∑𝜒

𝑛

𝑖=1

(
𝜉𝑖 − 𝑇

𝑠
) = 0, 

ahol 𝜓 és 𝜒 a hely- illetve skálaparaméterhez tartozó ún. 𝜓 függvény [5], [6].  

Néhány becslés leírása a Huber-féle jelölésekkel:  

1. Maximum likelihood:  

𝜓(𝑥) =
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
, 𝜒(𝑥) = −𝑥

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
− 1. 

2. Medián és MAD:  

𝜓(𝑥) = 𝑠𝑔𝑛(𝑥), 𝜒(𝑥) = 𝑠𝑔𝑛(|𝑥| − 1). 
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3. Átlag és szórás:  

𝜓(𝑥) = 𝑥, 𝜒(𝑥) = 𝑥2 − 1. 

4. Huber-féle becslés (1964):  

𝜓𝑏(𝑥) = 𝑥 ⋅ min {1,
𝑏

|𝑥|
}, 

𝜒(𝑥) = 𝜓𝑏
2(𝑥) − ∫𝜓𝑏

2 (𝑦)𝑑Φ(𝑦), 

ahol Φ a standard Gauss-eloszlásfüggvénye.  

2. Leggyakoribb érték, dihézió 

A javasolt egyenletrendszert a  

𝜓(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥2
, 𝜒(𝑥) =

3𝑥2 − 1

(1 + 𝑥2)2
 

függvények definiálják. A kapott paraméterértékeket elnevezték leggyakoribb értéknek és dihéziónak. 

Honnan kapjuk ezeket a függvényeket? Gyakorlatilag azt a két értéket határozza meg az eljárás, ame-

lyekhez tartozó Cauchy-eloszlás "legközelebb" van az adott mintához. A Cauchy-eloszlás  

𝑓(𝑥) =
𝑠

𝜋(𝑠2 + (𝑥 − 𝑐)2)
, 

ahol a 𝑐 helyparaméter nem ismert. Ekkor nem létezik a várható érték. A Csernyák, Steiner megoldás 

[2], [10], [11].  

Az 𝐼-divergencia értelmezése a következő:  

𝐼(𝑓||𝑔) = ∫ 𝑓
+∞

−∞

(𝑥) ln 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥, 

ahol 𝑓 és 𝑔 sűrűségfüggvények. Ha az 𝐼-divergenciát mini−malizáljuk, amikor a helyparamétert vál-

toztatjuk és  

𝑔(𝑥; 𝜗) =
1

𝜋(1 + (𝑥 − 𝜗)2)
, 

azaz a Cauchy-eloszlás sűrűségfüggvénye ismeretlen helyparaméterrel, akkor a következőket kapjuk:  

∫
𝜕𝑔(𝑥; 𝜗)

𝜕𝜗

+∞

−∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥; 𝜗)
𝑑𝑥 = 0. 

∫
+∞

−∞

[
𝜕𝑔(𝑥; 𝜗)

𝜕𝜗

1

𝑔(𝑥; 𝜗)
]

2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 

−∫
𝜕2𝑔(𝑥; 𝜗)

𝜕𝜗2

+∞

−∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥; 𝜗)
𝑑𝑥 > 0, 

ekkor kapjuk a minimumot. Ha feltételezzük, hogy az utóbbi kifejezés második fele 0, akkor az egyen-

lőtlenség biztosan teljesül. Tehát a kapott megoldás minimalizálja az 𝐼-divergenciát és az utóbbi felté-
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telezés megad egy a skálaparaméter meghatározására alkalmas egyenletet, s ezek a Cauchy-eloszlás 

esetén pontosan a 𝜓, 𝜒 párral megadott esethez vezetnek.  

A numerikus meghatározások során hamar kiderült, hogy az összes eset néhány százalékában a java-

solt sorozatok nem konvergálnak. Születtek módosítások és javítások, de végleges megoldás nem [10], 

[11]. A valódi probléma abban keresendő, hogy ha csak a helyparamétert tekintjük ismeretlennek, 

akkor az I-divergencia minimalizálásnál vannak olyan esetek, amikor nem csak egy megoldás van [1], 

[9].  

3. A leggyakoribb érték és dihézió módosítása 

Minimalizáljuk az 𝐼-divergenciát ha 𝑓 a minta sűrűségfüggvénye és  

𝑔(𝑥) =
𝑠

𝜋(𝑠2 + (𝑥 − 𝑐)2)
, 

azaz a Cauchy-eloszlás sűrűségfüggvénye ismeretlen hely- és skálaparaméterrel.  

A deriválások alapján kapjuk, hogy a javasolt egyenletrendszert a  

𝜓(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥2
, 𝜒(𝑥) =

𝑥2 − 1

1 + 𝑥2
 

függvények definiálják. Nagy különbség, hogy a dihéziót meghatározó függvény változik.  

Fontos, hogy az új problémának pontosan egy megoldása van. Ezenkívül az elméleti megoldás mellett 

létezik numerikus algoritmus is. Jelölje 𝑐𝑛 és 𝑠𝑛 a kapott becsléseket 𝑛 elemű mintára [3]. Maximum 

likelihood becslés [8].  

A kapott becslések néhány fontosabb tulajdonsága:  

B-, V- és kvalitatív robusztus, amelyre a katasztrófapontok  

𝜀∗(𝑐𝑛) = 0.5. 

𝜀∗(𝑠𝑛) =
−𝜒(0)

𝜒(−∞) − 𝜒(0)
=
1

3
. 

Ezenkívül (𝑐𝑛, 𝑠𝑛) együttes eloszlása aszimptotikusan normális, azaz  

√𝑛((𝑐𝑛, 𝑠𝑛) − (𝜇, 𝜎)) →
𝑑 𝑁(0, Σ), 

ahol 𝜇, 𝜎 az eredeti paraméterek és a kovariancia mátrix Σ = 𝐶−1𝑆[𝐶−1]𝑇 .  

𝐶 =

(

  
 
𝐸 (

𝜕

𝜕𝜇
𝜓 (
𝜉 − 𝜇

𝜎
)) 𝐸 (

𝜕

𝜕𝜎
𝜓 (
𝜉 − 𝜇

𝜎
))

𝐸 (
𝜕

𝜕𝜇
𝜒 (
𝜉 − 𝜇

𝜎
)) 𝐸 (

𝜕

𝜕𝜎
𝜒 (
𝜉 − 𝜇

𝜎
))
)

  
 
, 

𝑆 = (
𝐸(𝜓2(𝜂)) 𝐸(𝜓(𝜂)𝜒(𝜂))

𝐸(𝜓(𝜂)𝜒(𝜂)) 𝐸(𝜒2(𝜂))
) = (

1

8
0

0
1

2

), 

ahol az 𝜂 valószínűségi változó 𝐹0 eloszlásfüggvényű [3], [4].  
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4. Összefoglalás 

A cikkben a matematikai statisztika egy alapvető feladatával foglalkoztunk a hely- és skálaparaméter 

probléma megoldásával robusztus oldalról. Leírjuk a leggyakoribb értéket és dihéziót. A módszer (a 

becslés) a Miskolci Egyetemen született. Csernyák László és Steiner Ferenc professzorok munkája. 

Bekerült szócikk formájában (készítette: Adrienne W. Kemp) a nagy statisztikai enciklopédiába [7]. 

Miután Nagy Ferenc a Miskolci Egyetem Matematikai Intézetének oktatója megoldotta a két paramé-

teres Cauchy paraméterbecslési problémát, így a cikkben javasolt módszer végleges megoldás a leg-

gyakoribb érték és dihézió módosítására.  
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