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Absztrakt

Ebben a cikkben definialjuk a klasszikus hely- és skalaparaméter problémat. Leirjuk a leggyakoribb
eértéket és dihéziot. Javaslunk egy megoldast a problémara az alapegyenletek modositasaval.
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Abstract

In this paper we define the classical location and scale parameter problem. The most frequent value
and dihesion were described. We suggest a solution for the problem with modification of the basic
equations of the solution.
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1. Bevezetés

Adott az x;, x5, ..., x, mérési sorozat. Altalanos statisztikai feladatnak tekintheté egy kozépérték és egy
szOrodasi jellemzo keresése. Hatarozzunk meg T, és s, értékeket, azaz kozéppontot és skalazast. Mi-
lyen szempontbol jellemzik ezek az értékek a halmazt? A feladat egyszerti és nehéz, mert a probléma
altalanos. Hogyan valasztunk szempontokat és milyen feltételezett ismereteket tudunk? Ezekre proba-
lunk valaszolni.

1.1. A paraméterbecslési feladat

Az F ¢és G eloszlasfiiggvények tipusa megegyezik, ha valamely a > 0 és b konstansok mellett
G(x) = F(ax + b).

Ez egy ekvivalenciarelaciot, osztalyozast hataroz meg. Ezutan megfogalmazhatjuk a matematikai sta-
tisztikai feladatot.
Adott a

€2 enlny &~ F

fliggetlen minta, a mintaelemek eloszlasa az F, eloszlasfiiggvénnyel reprezentalt eloszlastipusba tarto-
zik.
A paraméterbecslési feladat: A u, o paraméterek becslése ugy, hogy az

Fo(x;'u)=F(x)

egyenlOség teljesiiljon.
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1.2. Megoldasi modszerek

1. Ha E (£?) létezik, akkor
E(Mm) = oE(S) + 1,
D%(n) = a*D*(9).
Ez az Gn. momentumok modszere, amellyel szamos probléma adodik: 1étezési problémak, robusztus-

sag, meghatarozasi nehézségek stb.
2. A masik altalanosan hasznalt modszer a maximum likelihood. Legyen a minta siiriségfiiggvénye

§~fo(8) @=12,..m.

o

n

min {— Z In f, (fi _ M)}
o _ o

i=1

Ha létezik f;, akkor a loglikelihood fliggvény derivalsasa utan kapjuk, hogy
/ f — .u)
n L
o (35

i=1

c fi—ﬂfd(%)_
%7 i)

Itt is szamos probléma adddik: 1étezés, robusztussag, meghatarozasi nehézségek, érzékenység stb.
3. Huber-tipust jelolés (altalanositotta az el6z0, likelihood alapu formulakat):

()
i=1
>o(E) e

i=1

ahol Y és y a hely- illetve skalaparaméterhez tartozo un. ¥ fiiggvény [5], [6].
Néhany becslés leirasa a Huber-féle jelolésekkel:
1. Maximum likelihood:

10— @
oK &

Y(x) =
2. Median és MAD:
P(x) = sgn(x), x(x) = sgn(|x| —1).
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3. Atlag és szoras:
PY(x) =x,x(x) = x> - 1.
4. Huber-féle becslés (1964):

Yp(x) = x - min {1,%},

20 = P2 () — f P2 ()dD(),

ahol @ a standard Gauss-eloszlasfiiggvénye.

2. Leggyakoribb érték, dihézio
A javasolt egyenletrendszert a

3x2 -1
1+x2’ (1 + x2)?

fiiggvények definialjak. A kapott paraméterértékeket elnevezték leggyakoribb értéknek és dihézionak.
Honnan kapjuk ezeket a fiiggvényeket? Gyakorlatilag azt a két értéket hatarozza meg az eljaras, ame-
lyekhez tartoz6 Cauchy-eloszlas "legkdzelebb" van az adott mintahoz. A Cauchy-eloszlas

f) =

Y(x) = x(x) =

S
(s? + (x — ¢)?)

ahol a ¢ helyparaméter nem ismert. Ekkor nem 1étezik a varhato érték. A Csernyak, Steiner megoldas
[2], [10], [11].
Az [-divergencia értelmezése a kdvetkezo:

e IO
I(fllg) = f(x)ln
_ g(x )
ahol f és g strlségfiiggvények. Ha az [ —divergen01at mini—malizaljuk, amikor a helyparamétert val-
toztatjuk és

965 = T F =)y

azaz a Cauchy-eloszlas stirliségfiiggvénye ismeretlen helyparaméterrel, akkor a kovetkezOket kapjuk:

T2 ag(x;9) f(x) B
| 5 smnt=o
o rag9) 1 7
jw [ 99 g(x;z?)] feydx =
*°02g(x;9) f(x)
_f_oo 397 (D) dx >0,

ekkor kapjuk a minimumot. Ha feltételezziik, hogy az utobbi kifejezés masodik fele 0, akkor az egyen-
16tlenség biztosan teljesiil. Tehat a kapott megoldas minimalizalja az I-divergenciat és az utobbi felté-
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telezés megad egy a skalaparaméter meghatarozasara alkalmas egyenletet, s ezek a Cauchy-eloszlas
esetén pontosan a i, y parral megadott esethez vezetnek.

A numerikus meghatarozasok soran hamar kideriilt, hogy az 0sszes eset néhany szazalékaban a java-
solt sorozatok nem konvergalnak. Sziilettek modositasok és javitasok, de végleges megoldas nem [10],
[11]. A valodi probléma abban keresendd, hogy ha csak a helyparamétert tekintjiik ismeretlennek,
akkor az I-divergencia minimalizalasnal vannak olyan esetek, amikor nem csak egy megoldas van [1],

[9].
3. A leggyakoribb érték és dihézio moédositasa
Minimalizaljuk az I-divergenciat ha f a minta stiriségfiiggvénye és

S
A R By e v

azaz a Cauchy-eloszlas stiriiségfiiggvénye ismeretlen hely- és skalaparaméterrel.
A derivalasok alapjan kapjuk, hogy a javasolt egyenletrendszert a

x? -1
P(x )_m' X(x)=m

fiiggvények definialjak. Nagy kiilonbség, hogy a dihézidét meghatarozo fliggvény valtozik.

Fontos, hogy az j problémanak pontosan egy megoldasa van. Ezenkiviil az elméleti megoldas mellett
létezik numerikus algoritmus is. Jeldlje ¢, és s, a kapott becsléseket n elemli mintara [3]. Maximum
likelihood becslés [8].

A kapott becslések néhany fontosabb tulajdonsaga:

B-, V- és kvalitativ robusztus, amelyre a katasztréfapontok

£*(cy) = 0.5.
. _ —x(0) 1
el = oy 2@ " 3

Ezenkiviil (c,, s,) egyiittes eloszlasa aszimptotikusan normalis, azaz

V((cn sn) — (1,0)) >4 N(O, Z)

ahol y, o az eredeti paraméterek és a kovariancia matrix £ = C~1S[C
§ — u)
E E
/ <6,u v ( o
9 $—u
E\— E
<6/,LX ( o )) <

. ( EGp> () E(¢(n)x(n))> _
E@mxm)  EQ*m)

T

\

C =

S |-
N|—= O

ahol az n valosziniiségi valtozo Fy eloszlasfiiggvényi [3], [4].
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4. Osszefoglalas

A cikkben a matematikai statisztika egy alapvetd feladataval foglalkoztunk a hely- és skalaparaméter
probléma megoldasaval robusztus oldalrol. Leirjuk a leggyakoribb értéket és dihéziot. A modszer (a
becslés) a Miskolci Egyetemen sziiletett. Csernydk Laszld és Steiner Ferenc professzorok munkdja.
Bekeriilt szocikk formajaban (készitette: Adrienne W. Kemp) a nagy statisztikai enciklopédiaba [7].
Miutan Nagy Ferenc a Miskolci Egyetem Matematikai Intézetének oktatdja megoldotta a két paramé-
teres Cauchy paraméterbecslési problémat, igy a cikkben javasolt modszer végleges megoldas a leg-
gyakoribb érték és dihézio modositasara.

5. Koszonetnyilvanitas

A cikkben ismertetett kutatomunka a GINOP-2.2.1-15-2017-00090 - "E-mobility Miskolcrol: Hiitéviz
keringetd szivattyll és motorhiitd ventilator tovabbfejlesztése az elektromos jarmiivekben elvart maga-
sabb mindségi kovetelmények figyelembevételével" projekt keretében valosul meg.
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