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Absztrakt

Napjaink gépészmeérnoki gyakorlataban elengedhetetlen fontossagunak bizonyul a kiilonféle numerikus
szimuldciok haszndlata. Jelen ivdsban a dinamikai rendszerekre alkalmazhato numerikus modszerek egy
kitiintetett tipusdt, a szimplektikus sémakat vizsgaljuk, melyek a szerkezetdrzé numerikus modszerek na-
gyobb csaladjaba tartoznak. A szimplektikus sémakat egy nemlinedaris dinamikai rendszerre, a rugos
sikinga mechanikai modelljére alkalmazzuk, és az igy kapott eredményeken keresztiil hasonlitjiuk ossze
néhany elterjedt, hagyomanyos modszerrel. Ezekhez képest a szimplektikus modszerek kvantitativ és
kvalitativ szempontbol is pontosabb eredményt adnak, azonos vagy akar kisebb szamitasi igény mellett
iS. Megemlitjiik a szimplektikus modszerek korlatait, targyaljuk sajdtossdagait a gyakorlati problémdkra
valo alkalmazasuk esetén, a lehetséges kiterjesztéseiket, valamint a szamitasi eredmények koordindta-
rendszertdl valo fiiggéset is bemutatjuk.

Kulcsszavak: numerikus modszerek, szimplektikus sémak, szerkezetérz6 modszerek, iddintegralds

Abstract

The use of various numerical simulations proves to be indispensable in contemporary mechanical engi-
neering. The present work investigates a special type of the numerical methods used for simulating
dynamical systems, the symplectic schemes, which belong to the broader class of structure-preserving
numerical methods. We apply the symplectic schemes to a nonlinear dynamic system, the mechanical
model of a planar elastic pendulum, and using our results we contrast them with a few widely used
classical methods. Compared to these, the symplectic methods give more accurate results in both the
guantitative and qualitative sense, with the same or even lower computational demand. We also mention
the limitations and discuss the specifics of their practical applications, some of their possible extensions,
and show that the accuracy of the numerical results depends on the chosen coordinate system.

Keywords: numerical methods, symplectic schemes, structure-preserving schemes, time integration
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1. Bevezetés

A gépészmérndki gyakorlatban univerzalisan megjelend dinamikai rendszerek viselkedésének jellem-
zése, iddbeli elorejelzése igen gyakran a fizikai modellt leiro kozonséges differencidlegyenletek (DE),
ill. differencialegyenlet-rendszerek megoldasan, vizsgalatan alapul. Olyan egyszer(ibb esetekben, mint
példaul a linearis rendszerek szabad rezgése (Ebben a cikkben mechanikai példakkal illusztraljuk az
elmondottakat, de természetesen szamos mas miiszaki teriileten, pl. termodinamikaban, hidrodinamikéa-
ban, szabalyozastechnikaban, kémiai folyamatoknal stb. is gyakoriak az olyan kdzonséges differencial-
egyenlet-rendszerekkel leirhaté jelenségek, melyek megoldasahoz hasznalhatdak a bemutatott (szimp-
lektikus vagy egyéb) numerikus modszerek.), ezek megoldasa kézenfekvo, szinte rutinszerti. Sét, a li-
nearis DE-rendszerek altalanos tulajdonsagait kihasznalo eredmények — mint példaul a sajatérték-sza-
mitas eljarasa a sajatfrekvenciak és lengésképek meghatarozasahoz — az eredeti DE-rendszer id6fiiggd
megoldasa nélkiil is hasznosithatoak, és egyes esetekben akar hasznosabbnak is bizonyulhatnak annal.
Példaul egy Osszetett szerkezet sajatfrekvenciai kisérleti titon is meghatarozhatoak, melyek hasznos in-
formaciot jelentenek a tervezd, ill. tizemeltetdomérnok szamara is, a mogottes DE-rendszer tovabbi elem-
zése nélkiil.

Ugyanakkor nem szabad figyelmen kiviil hagyni, hogy a (geometriai, anyagi, szerkezeti vagy egyéb
okokbol) nemlinearis dinamikai viselkedést mutato szerkezetek esetén a linearis viselkedést feltételezo
hagyomanyos modszerek alkalmazasa helytelen eredményt adhat, és a modellt leir6 DE-rendszer meg-
oldésa altalaban analitikusan nem, csak numerikus modon valosithaté meg. Ehhez szdmos, a mérndki
gyakorlatban elterjedt szoftver all rendelkezésre, melyek kiilonféle numerikus méodszereket, numerikus
sémakat (pl.: Runge—Kutta, Newmark, HHT-a) valdsitanak meg és tesznek konnyen kezelhetvé a fel-
hasznal6 szamara.

A nemlinearis dinamikai rendszerek azonban gyakran kaotikus viselkedést mutatnak (azaz a DE-
rendszerek megoldasa, és igy a szimulaciok eredménye is nagyon érzékeny a kezdeti feltételekre), mely
esetekben célravezetébb kvalitativ vizsgalatot folytatni a szamitasok kvantitativ értékelése helyett. Igy
ismét hasznossa valnak olyan analitikus, matematikai modszerek, melyek a nemlinearis dinamikai rend-
szerek jellemzését teszik lehetévé (pl.: fazistérképek, bifurkacidanalizis, stabilitasvizsgalat), €s igy ki-
egészitik a numerikus modszerek alkalmazasat.
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Runge-Kutta-mddszerrel, At = 0,7 idSlépés mellett
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A numerikus modszerek kozismert tulajdonsaga, hogy altalanosan csak a At — 0 végteleniil kicsi
idolépés hataresetében adnak egzakt, kvantitativan pontos megoldast ismert kezdeti feltételek mellett.
Kevésbé ismert azonban, hogy a legtobb, gyakorlatban elterjedt numerikus modszer sokszor nemcsak
kvantitativ, de kvalitativ szempontbdl is helytelen eredményt ad At > 0 id6lépés mellett. Példaul egy
negyedrendii Runge—Kutta-modszerrel szimulalt rendszer sikbeli mozgéasa hosszabb szimulacios ido
utdn lecsillapodik (Id. /. dbra), annak ellenére is, hogy a mechanikai rendszer csillapitdismentes: ez a
numerikus disszipdcio jelensége. Konzervativ, zart rendszerek esetében ez a jelenség konnyen megfi-
gyelhetd az Osszenergia idobeli megvaltozasan, melynek mechanikailag definicio szerint allandonak
kellene lennie. Disszipativ rendszerek esetében ezt nehezebb tetten érni, hiszen a valodi és a numerikus
disszipacio hatasa nehezen megkiilonboztethetd, a végeredmény kvalitativ helytelensége azonban to-
vabbra is megmarad.

A Kklasszikus numerikus modszerek fenti és azokhoz hasonl6 tovabbi tulajdonsagai (numerikus disz-
perzio, a léptetés hamiltoni szempontbol nem-kanonikus jellege, a konfiguracios tér differencialgeometri-
ajanak figyelmen kiviil hagyasa stb.) inspiraltak a szerkezet6rzé numerikus modszerek (Szintén elterjedt,
hasonlo jelentésii még a ,,geometriai numerikus modszerek” megjelolés is.) csaladjat, melyek a matemati-
kai modell — és ezen keresztiil a fizikai rendszer — bizonyos belsé szerkezetének megorzésén keresztiil
hivatottak biztositani valamely fontos mennyiség (pl.: 0sszenergia, perdiilet) megmaradasat, illetve a meg-
oldas kvalitativ helyességét (pl. konfiguracios tér geometriajanak megorzése, megfeleld esetben zart tra-
jektoriak biztositasa). A szerkezetdrz6 numerikus modszerek egyik els6é példajaként jelentek meg a szimp-
mazhatoak. Egy klasszikus alkalmazasi példat mutat a 2. dbra (Hairer et al., 2006) nyoman, melyen jol
lathato, hogy a Naprendszer modelljének szimulacidja esetén egy szimplektikus séma biztositja a bolygok
szimulalt palyajanak zartsagat, mig egy hagyomanyos séma erre nem alkalmas.

explicit Euler, Af = 10 szimplektikus Euler, Af = 100

2. abra. A Naprendszer newtoni modelljének szimulacioja
szimplektikus ill. explicit Euler-maodszerrel (Hairer et al., 2006)

Jelen iras célja a hagyomanyos (2. szakasz) és szimplektikus numerikus sémak (3. szakasz) bemutatasa
elméleti hatteriik rovid attekintésével, majd egy nemlinearis dinamikai esettanulmany (rugos sikinga, 4.
szakasz) ismertetése numerikus eredményekkel, melyen tetten érhetéek a szimplektikus modszerek eld-
nyei, hatranyai s sajatossagai.
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2. Numerikus modszerek DE-rendszerek megoldasara

Egy DE-rendszer kezdetiérték-feladata az
y = f(Y) t)' Y(O) =Y (1)

alakban irhato, ahol y a rendszer allapotvaltozoit tartalmazé (n-dimenzids) vektor, y = dy/dt ennek
1d6 szerinti derivaltja, t az id6, f a differencialegyenlethez tartozo vektormezo, y, pedig a kezdetiérték-
vektor. (Abban az esetben, ha a vektormez6 id6fiiggetlen, azaz f(y, t) = f(y), a differencialegyenletet
autonémnak nevezziik.)

A DE-rendszer y(t) megoldasat jellemz6

@ R* > R™, @ (y(to), to) = y(to +1) 2

fliggvény (A targyalas R™-r6l altalanosabb vektorterekre, sokasagokra is kiterjeszthet6.) a folyam
(,,flow™), amely a megoldas értékét adja meg a t, idépillanatbol és y(t,) allapotbol indulva, t id6 eltel-
tével.

A DE-rendszer numerikus megoldasat diszkrét t/ idépillanatokban szamitjuk ki (y/ ~ y(tj )), akez-
deti feltételbdl kiindulva, azaz y° = y,. Egyenkézii modszerek (tehat allando idSlépés) esetében az y/
értékeket, azaz a kozelitd megoldast a t/ = jAt idépillanatokban allitjuk elé. A tovabbiakban az egy-
szer(iség kedvéért csak egyenkozii sémakra szoritkozunk.

Egy altalanos, At id61épéssel rendelkez6 egylépéses explicit numerikus séma megadhatd

yt=a,(y, t), ®)

alakban, ahol @,; a numerikus modszerhez tartozo R™ — R" leképezés (,,map”), amely egy konkrét
sémara jellemz6. Példaul az explicit Euler-séma esetén

(v, V) =y + Atf(y), ¢)), (4)
azaz a léptetés
ytt =yl +Acf(y, ¢)) (5)

lesz.

Egylépéses, implicit séma esetén a leképezés CDAt(yj D ZARS t) alaki; ebben az esetben y/+* meg-
hatarozasahoz egy algebrai egyenlet(rendszer) megoldasara van sziikség, a konkrét DE-rendszer vek-
tormezdjétdl fliggden matrixinverzidval vagy valamilyen iteraciéval. Autondom rendszer és explicit
séma esetében a leképezés ¢At(yj ) alakra egyszerlisodik; a tovabbiakban csak ilyen numerikus sé-
makat targyalunk.

Erdemes megjegyezni, hogy a probléma jellegébdl fakadoan @, # ¢, barmely 7 > 0 idétartamra;
hiszen ha ismernénk ¢-t, akkor ismernénk az egzakt megoldast is, és nem lenne sziikségiink a numerikus
modszerre. A diszkrét idejii numerikus séma joslata azonban folytonos idére is kiterjeszthetd, az inverz-
hiba-elemzés (,,backward error analysis”, BEA) segitségével (Reich, 1999; Hairer et al., 2000; Moan,
2006). A @, leképezés ugyanis értelmezhetd egy folytonos ideji @, folyam lesziikitéseként is, mely-
hez tartozé §(t) modosult vagy torzult folytonos megoldas éppen a numerikus séma altal eldallitott
értékeket veszi fel a megfeleld pontokban, azaz

yGae) =y’ (6)
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Masképp megfogalmazva: az eredeti rendszer kozelité megoldasa egy ,.kdzeli” rendszer egzakt meg-
oldasa.

A BEA-eljarés részletesebb targyaldsa tilmutat a jelen cikk keretein, azonban a megkdzelités szem-
1életformalo ereje és a felhasznalasaval kaphato eredmények segitségiinkre lesznek a tovabbiakban.

3. Hamiltoni rendszerek és szimplektikus sémak

Holonom (Holonom rendszereknek nevezziik a geometriai kényszerfeltételekkel kifejezhetd kényszere-
z¢ésii rendszereket, szemben a kinematikai kényszerfeltételeket tartalmazo, in. anholonom rendszerek-
kel.) rendszerek potencialis erék altal meghatarozott viselkedésének leirasara alkalmazhatoak a Hamil-
ton-egyenletek, melyek a Legendre-transzformacion keresztiil kaphatéak meg a masodfaju Lagrange-
féle mozgasegyenletbdl (I1d. pl. Arnold, 1985; Gantmacher, 1975). A Hamilton-egyenletek az tn. kano-
nikus valtozok szerint vannak megfogalmazva: ezek a valtozok a q altalanos koordinatak és a p altalanos
impulzusok, szemben a masodfaju Lagrange-egyenlet q altalanos koordinataival és q koordinatasebes-
ségeivel. A Hamilton-féle mozgasegyenletek igy

()

alakban irhat6ak, ahol 7 a rendszer egészét jellemzd, R?™ — R jellegii Hamilton-fiiggvény. Ennek fon-
tos tulajdonsaga, hogy (kanonikus, azaz a q és p valtozok kozotti kapesolatot megérzd) koordinata-
transzformaciokra nézve invarians, tovabba autoném rendszerek esetén idében allando. Autondém, szkle-
ronom (id6fliggetlen kényszerezésil) rendszerek esetében pedig értéke megegyezik a rendszer Gsszener-
giajaval, azaz a T kinetikus €s az ‘U potencialis energia dsszegével. Ezen és tovabbi tulajdonsagok (pl.
a hatas—szog-transzformacio lehetésége) a hamiltoni mechanikat igen hatasos eszkdzzé teszik komplex
problémak elegans megoldasahoz (Jacobi, 1842; Kolmogorov, 1954; Moser, 1962; Arnold, 1963).

A fenti (7) egyenletek alakja definicio szerint invarians a kanonikus valtozotranszformaciokra. Ezek az
egyenletek megfogalmazhatoak a z = (q, p) fazistérvektor bevezetésével (blokk)matrixos alakban is:

(5) =% o) (aserom) ®
z=JVH(z), ©)

(ahol Taz n x n-es egységmatrix), mely egyenletek segitségével juthatunk el a hamiltoni fazistér szimp-
lektikus szerkezetének megfogalmazasahoz.

A hamiltoni egyenletekkel leirhato dinamikai rendszerek ¢, folyamanak egy jellegzetes, definialo
tulajdonsaga az Un. szimplektikussag, mely az id6fejléddésre invarians. [Ez differencidlgeometriai szem-
pontbol azt jelenti, hogy J inverze egy nemelfajuld, zart 2-format definial a fazistérsokasagon, melyet
a folyam felvisz a megoldasok sokasagara (Arnold, 1985; Lee, 2012; Morrison, 2017).] Ennek egy
szemléletes kovetkezménye a Liouville-tétel: a fazistér egy tetszOleges tartomanya allando térfogata
marad a hamiltoni idéfejlédés mellett.

A szimplektikussag azonban ennél erésebb tulajdonsag: nemcsak a 2n-dimenzios fazistértérfogatok,
hanem minden paros dimenzios, fazistérteriilet jellegli mennyiség (a szimplektikus 2-forma minden
kiils6 hatvanya) alland6 az id6fejlédés soran (Morrison, 2017).
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A szimplektikussag sziikséges és elégséges feltétele ennek megfelelden a

a(pt T 1 a(pt 1 (
) g-1 () = g- 10)
( 0z ) J ( 0z ) J
egyenlOség teljesiilése.

Ehhez hasonloan, a szimplektikus tulajdonsag értelmezhet6 a folytonos ideji ¢, folyam mellett a
diszkrét idejii numerikus modszerek @, leképezésére is, mely differencidlgeometriai fogalmak nélkiil
is megadhato: @,, egy szimplektikus sémat ad meg (Hairer et al., 2006), ha teljesiil a

(2 ()=

egyenléség, azaz a leképezés megdrzi J~t-et. Ez értelmezhetd a J~1 altal reprezentalt teljes hamiltoni
szerkezet ilyen szempontbol valé megdrzéseként is.
A szimplektikus szerkezet megdrzése kulcsfontossagunak bizonyul a hamiltoni rendszerek kvalita-

crer

saga (pl. magara hagyott rendszer esetében a Hamilton-fliggvény, ill. az 6sszenergia allandosaga, meg-
felel6 esetekben a zart trajektoriak létezése) a fazistér szimplektikus szerkezetének eredménye. Ha ezt a
szerkezetet nem tiszteli a felhasznalt numerikus modszer, elveszitjiik ezeket a fontos, globalis dinamikai
tulajdonsagokat. Sajnos, nem bizonyul szimplektikusnak hamiltoni rendszerekre alkalmazva a hagyo-
manyosan alkalmazott numerikus sémak tobbsége, pl. az explicit és implicit Euler-modszer, a negyed-
rendii Runge—Kutta- (RK4-) modszer és egy-egy specialis esettd] eltekintve a végeselemes dinamikai
megoldasokhoz altalaban hasznalt Newmark-modszer és HHT-a-moddszer sem. Fontos kivétel azonban
a Newmark- és HHT-a-modszerek imént emlitett specialis esete, a linearis dinamikai problémaknal
hasznalt tn. centralis differencia séma, amely gerjesztetlen esetben ekvivalens a szimplektikus Stdrmer—
Verlet-sémaval (Simo et al., 1992; Klapproth et al., 2010).

Léteznek azonban tovabbi, a gépészmérnoki gyakorlatban kevésbé elterjedt numerikus sémak, me-
lyek szimplektikusak tetszéleges nemlinearis hamiltoni rendszerre is. A legegyszeriibb ilyen a szimp-
lektikus Euler-séma, melynek két valtozata létezik (ezek egymas adjungaltjai (A @), numerikus séma a
@, adjungaltja, ha @;, = &1, Az 6nadjungalt sémakat szimmetrikusnak is nevezik.), hasonloan az
explicit és implicit Euler-modszerekhez) (de VVogelaere, 1956; Hairer et al., 2006):

pj+1 = p] _At aa_g(-lf(qj’pj*'l)'
(A) 9% (12)
qj+1 = q] + At _(qj’pj‘l'l)’
ap
és
) . oH , . .
O =0+ A (0 p),
(B) A% (13)
aq ’

Vegyiik észre, hogy ezek a mddszerek alig kiilonb6znek a klasszikus Euler-sémaktol. Pl. a (7) szerinti
hamiltoni mechanika esetén az (5) egyenlettel fentebb definialt explicit Euler-mddszer a
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. . oH , . .
q]+1 — q] +At _(q],p])’
op (14)
aq ) )

alakot 6lti, melytdl (12) és (13) csak abban kiilonbozik formailag, hogy a szimplektikus sémak felhasz-
naljak valamelyik (q, ill. p) iranyban a mar kiszamitott 1épés eredményeit. [Ezt a stratégiat angolul ,,suc-
cessive displacement”-nek is nevezik, mely hasonlé a Gauss—Seidel-modszerhez, és néhany mas rend-
szerre is jo eredményt hozhat (Saleh et al., 2020).] Ha mindkét iranyban ezt tennénk, akkor az implicit
Euler-modszert kapnank, ami azonban meglepé moédon mar ismét nem szimplektikus.

A fenti sémak elsdrendii konvergenciat biztositanak az id6lépés csokkentésével. Ezekkel szemben
masodrendi (rdadasul szimmetrikus) a mar fentebb emlitett Stormer—Verlet-séma (Ezt a sémat kiilonféle
terlileteken egymastol fiiggetleniil, mas-mas ekvivalens megfogalmazasban tobbszor is felfedezték, igy
szdmos mas néven ismert: pl. Encke-mddszer, leapfrog (bakugras-) modszer, GBS-modszer, masod-
rendii Nystrdm-modszer. Egy specialis esetét mar maga Newton is felfedezte és hasznalta (Newton,
1687).), melynek szintén két valtozata l1étezik (Hairer et al., 2003):

. CAtdH ., .
J¥1/2 —_ ) - 77 J nitl/2
p W T (q/,p/*1/2),
At [OH oK . .
(A) L e Ll CI D R (U 0] B
. . At K
p]+1 — p]+1/2 7 aq (q]+1’p]+1/2)
és
At 0K
=gl o (),
®) P/ =) = S (@) + S (@) (16)
At O

q]+1 _ q]+1/2 4+ > ap (qj+1/2 p]+1)

A (12)—(13) és (15)—(16) sémak ugyan altalanos Hamilton-fiiggvény esetén implicit modszerek,
azonban szétvalaszthatd H = T (p) + U(q) esetén, bizonyos tovabbi, nem tul szigoru feltételek telje-
siilése esetén explicitté tehetdek, igy a legtobb gyakorlati esetben explicit mddszerként tekinthetiink
rajuk. (Hairer et al., 2006)

Az egy szabadsagi foku (igy kétdimenzios fazisterli) csillapitatlan harmonikus oszcillator példajan
jol szemléltetheté geometriailag [(Denker, 2012) &tlete nyoman] a szimplektikus és nem szimplektikus
numerikus modszerek kozotti kiilonbség.
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3. abra. Harmonikus oszcillator egy fazistértartomanyanak idofejlodese az egzakt megoldasban

A 3-4. abrdkon lathato, hogy az egymdashoz kozeli kezdeti feltételekbdl inditott numerikus szimulé-
ciok altal bejart trajektoridk az explicit Euler-modszer esetén nem 6rzik meg a fazistértartomany kezdeti
teriiletét, mig a szimplektikus esetben (bizonyos mértékii torzulas ellenére) igen. Erdemes megfigyelni
azt is, hogy a szimplektikus modszer az egzakt megoldasnak megfelelden zart trajektoriat is ad, igy a
numerikus trajektoria torzulasa ellenére is kvalitative helyesebb eredményt nyujt a nem szimplektikus
modszerrel szemben.
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q, altalanos koordindta q, dltalanos koordindta

4. abra. Az explicit Euler-séma nem drzi meg a fazistértartomany térfogatdt, és zart trajektoria helyett
nyiltat josol (bal), mig a szimplektikus Euler-séma megérzi a fazistértartomany térfogatat, és zart
trajektoriat josol (jobb)

A zart trajektoria megOrzésével 6sszefligg, hogy a szimplektikus modszerek energiadrzés szempont-
jébol is sokkal jobb viselkedést mutatnak: az 1. abran mutatott szimulaciot szimplektikus Euler-sémaval

elvégezve (5. abra) lathatjuk, hogy bar az dsszenergia nem marad pontosan allando, azonban az egzakt
érték koriil oszcillal, és nem 1ép fel numerikus disszipacio. Pedig ez az 6sszehasonlitas raadasul az RK4-
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sémanak kedvez a szimplektikussal szemben, hiszen az el6bbi negyedrendii, mig az utobbi csak elso-
rendil. Igy ez a példa azt is érzékelteti, hogy egy szerkezet6rz6 séma azonos iddlépés mellett, kisebb
er6forras-felhasznalas mellett is képes jobban teljesiteni, hosszu tavon.

0.25

o
(58]
o3

e
)
=

0.20

0.15 0.15
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—— Negyedrendii Runge—Kutta
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5. dbra. Rugos sikinga (Id. 4. szakasz) szimulacioja negyedrendii Runge—Kutta-, ill. szimplektikus
Euler-médszerrel, At = 0,7 id6lépés mellett

A szimplektikus sémak elsére meglepd hatékonysagat és sajatossagait jobban megérthetjiik a kovet-
kezbek fényében. Belathatd ugyanis az inverzhiba-elemzés eszkozeivel, hogy egy szimplektikus nume-
rikus séma valojaban egy, az eredetitdl kissé kiillonbozo, torzult hamiltoni rendszer egzakt integratora.
Azaz mig az eredeti rendszert egy H Hamilton-fiiggvény irja le, addig a numerikus séma mogott egy
masik, H torzult Hamilton-fliiggvény hiizoédik meg, mely altal meghatarozott idéfejlédést egzaktul ko-
veti a numerikus léptetés (Reich, 1999; Benettin és Giorgilli, 1994). (Természetesen a H és H kozotti
kiilonbség az id6lépés csokkentésével egyre kisebbé valik, és a végteleniil kicsi idolépés hatarértékében
a két fiiggvény megegyezik.) gy az is érthetd, hogy miért oszcillal a fenti példaban az dsszenergia az
egzakt érték koriil: a torzult Hamilton-fiiggvény egy, az egzakt megoldassal azonos kezdOpontu, ahhoz
kozel marado, de eltérd alaku trajektoriat jelol ki a fazistérben.

4. Esettanulmany: rugés sikinga

A fenti matematikai eszkoztar alkalmazéasanak illusztralasdhoz egy olyan konzervativ, nemlinedris
mechanikai rendszert valasztottunk, melynek Osszetett viselkedése megfeleld terepet biztosit a kiilon-
b6z6 numerikus modszerek mélyebb dsszehasonlitasahoz. Ez a rendszer a rugds sikinga, azaz egy, az
egyik végén rogzitett rugon fliggd tomegpont sikbeli mozgasa. Ez a mechanikai modell hasznalatos
tobbek kozott pl. lengd tavvezetékek rezgéseinek vizsgalatanal (Farzaneh, 2008; Kollar, 2022), rotordi-
namikai modellekben (Mahé et al., 2022), hajok mozgasanak modellezésére (Nayfeh et al., 1973, Lee,
1992; Lee és Park, 1997), és az emberi jaras modellezésére (Obusek et al., 1995) is. A rendszer viselke-
dése kaotikus, igy a kvalitativan helyes numerikus szimulacio kiemelt fontossagu. Szabad (gerjesztetlen)
lengés esetén a rendszer autonom, igy leirhatd egy id6fiiggetlen Hamilton-fliiggvénnyel.
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6. dbra. Rugos sikinga mechanikai modellje

A 6. dbra mutatja a vizsgalt rendszer modelljét és koordinatazasat. A rugd nyujtatlan hossza [, me-
revsége k, melynek végére m nagysaga témeg van van roégzitve. Polarkoordinata-rendszerben a Lag-
range-fiiggvény igy irhato:

L(r,0,7,0) =T (r,#,0) —U(r,0) =

1 1 17
= Em(f"2 +r2¢?) — Ek(r —1)? + mgrcos(0), (17
melynek segitségével a hamiltoni formalizmushoz sziikséges altalanos impulzusok
oL ]
br = E =mr, (18)
oL .
=—=mr?0 19
Pe =25 (19)
modon adodnak. A Hamilton-fliggvény igy
H(r,0,pr.po) = T (pr,pg,7) + U, 6) =
1 P3| 1 (20)
(2 PoN 2
T (pr + r2> + > k(r —1)* —mgrcos(0)
lesz. Hasonl6 1épéseket elvégezve Descartes-koordinatarendszerben a kanonikus impulzusok
px = mx, (21)
py =my (22)

lesznek, a Hamilton-figgvény pedig
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H(x%,y,000y) = T(Pxpy) + UK, Y)
1 1 2
= ﬁ(pﬁ +p3) + Sk (\/x2 +y2 - l) —mgy

(23)

alakban irhato.
A tovéabbiakban els6sorban a polarkoordinatas formalizmust kdvetjiik majd, mivel ott a mozgési és

potencialis energiak altalanos koordinata- ill. impulzusfliggése nem valik szét teljesen, igy tanulsago-
sabb példanak bizonyul.
A Hamilton-egyenletekb6l adodé mozgasegyenletek igy:
. _Pr
F =—,
b
6=
mr2 (24)
Po

Py = i k(r — 1) + mgcos(6),

Pe = —mgrsin(6).

A numerikus példakban az ilyenkor megszokott médon ezek dimenzidtlan alakjat vizsgaljuk. Vezes-
siik be a kovetkezd tomeg-, hosszlisag- és idéegységeket:

my:=m, Ll,:=1 ¢t,:= % (25)
melyekkel a dimenziotlan mozgasegyenletek alakja a fenti (24) alapjan:

t=pr,
6 =2
5 29
Br =52 G = 1) + geos(®),
b = —gsin(6),
ahol a g dimenzidtlan nehézségi gyorsulas, azaz
t2 gm
§=g—=2"— 27
9=97. = . (27)

maradt a modell egyetlen fiiggetlen paramétere. Hasonloan jarhatunk el a Descartes-koordinatarend-
szerben valo feliras esetén is, ahol a koordinatazas miatt U csak az altalanos koordinataktol, I pedig
csak az altalanos impulzusoktol fiigg.

4.1. Numerikus sémak alkalmazadsa

A (12), ill. (13) sémakat alkalmazva a (26) mozgasegyenletre az alabbi, (28) 1éptetés adodik a szimp-
lektikus Euler-séma A, ill. a (29) a B valtozatara. A Hamilton-fiiggvény megfelel a korabban emlitett
feltételeknek, igy mindkét séma explicitté tehetd.
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Szimplektikus Euler A:

ﬁé“ ﬁ — Atg#/sin(87),
2

AJ+1
N N A Py
| R gcos(en‘
(28)
P = p) 4 AfpITY,
ﬁ”l
j+1 — gJj r 6
0/t =0/ + 4t s
Szimplektikus Euler B:
P = pi 4 ARpL,
. . b
6/t = ¢gJ +Atm,
Pyt =p} —Atgr1+151n(91+1) (29)

N i . P N R .
pitt =pl — At —%+ (PI+t — 1)2 — geos(67%1)].

Ezekkel szemben a (14) explicit Euler-séma a (30) egyenletek szerint alakul. Lathato, hogy az egyet-
len kiilonbség a nemszimplektikus és a szimplektikus Euler-modszerek kozott az, hogy a szimplektikus
valtozatok az adott id6lépésen beliil a valamelyik kanonikus koordinatara mar kiszamitott eredményt
felhasznaljak az utana kovetkez6 mennyiségek szamitisdhoz. fgy nincs sziikség semmilyen tobblet-
szamitasi eréforrasra a hagyomanyos Euler-modszerhez képest, mely csak az el6z6 id6lépésben vett
értékekbdl dolgozik: a kiilonbséget a részlépések jobb elrendezése adja.

Aj+1 _ nj vy
T =7 + Atp;,

b
0/t = 9J + Af
R O)E
Pyt =p) — Afg‘f‘jsin(ej) (30)

o7 =l —at| - Bol (¢ 1) eos(o)|

Hasonldan, a (15) séma (24) mozgasegyenletekre vald alkalmazasaval kaphatjuk meg a rendszernek
a Stormer—Verlet A modszerrel val6 1éptetését. Ezt a tovabbiakban kovetkezo Osszehasonlitasok soran
szintén hasznalni fogjuk, mindazonaltal a léptetés részletes kozlésétol a rovidség kedvéért eltekintiink.
Lényeges megallapitas azonban, hogy a szimplektikus médszerhez hasonléan a Stérmer—Verler-séma
mindkét valtozata is explicit, ill. explicitté teheté Descartes- ill. polarkoordinata-rendszerben.
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4.2. Eredmények

A kovetkezékben a fenti rendszerre néhany hagyomanyos, ill. szimplektikus sémaval kapott szimulacios
eredményt mutatunk be, melyeken jol megfigyelhetdek az egyes modszerek sajatossagai.

Korabban, az 1. és 5. dbrdn mar bemutattuk, hogy a szimplektikus Euler-modszer hogyan teljesit
energiadrzés szempontjabol az RK4-moddszerrel szemben, azonos (viszonylag nagy, At = 0,7) idélépés
mellett. Ebben az esetben az elsérendti szimplektikus Euler-modszer konnyedén felvette a versenyt a
jelentésen nagyobb (legalabb négyszeres) szadmitasi igényll negyedrendi Runge—Kutta-moédszerrel
szemben, €s a kvantitativ pontatlansag ellenére kvalitative jobb teljesitményt nytjtott.

4.2.1. Explicit Euler vs. szimplektikus Euler

A kiegyensulyozottabb dsszehasonlitas érdekében elészor csupa elsérendit modszert fogunk vizsgalni,
az explicit, ill. szimplektikus Euler-modszereket.

A kovetkezd futtatisok sordn a szimplektikus esetekben Af = 0,2 méretii id6lépést hasznaltunk.
Noha ezzel a rugo6 rezgésének egy periodusat tobb mint harminc részre 0sztjuk, ekkora id61épésnél az
explicit Euler-moédszer gyorsan instabilla valik, igy erre a sémara tizedakkora, At = 0,02 nagysagu id6-
1épést alkalmaztunk. A kaotikus mozgas érzékeltetése érdekében § = 0,2 értéket allitottunk be. A szi-
mulacié idétartama minden esetben £,,, = 120 volt. A kezdeti feltételek szerint a rugd nyujtatlan, a
kezdeti sebesség zérus, a kiindulo helyzet egy +m/2-es kitérités, azaz vizszintes allapotbol, (20) szerint
z€rus Osszenergiaval indul az inga.

A 7. dbra mutatja a (28), (29) és (30) sémak hasznalataval kapott numerikus eredmények trajektori-
djanak vetiileteit a négydimenzids fazistér megfeleld kétdimenzids altereire. (Tovabbi dsszehasonlitési
alapként egy RK4-sémaval, At = 0,002 id8lépés mellett kapott eredményt is dbrazoltunk, mely erre az
iddtartamra kozel egzakt megoldasnak tekinthetd.) Jol lathato, hogy a szimplektikus sémak végig kozel
jarnak az egzakt megoldashoz, a trajektoriak pedig jellegre is helyesek. Ezzel szemben a hagyomanyos
explicit Euler-séma mind kvantitativ, mind kvalitativ szempontbdl hibas eredményt ad — tizedakkora
id6lépés mellett is. A trajektoridk elhagyjak az egzakt megoldas kdrnyezetét, egyre ndvekvo energiaval
mozog a szimulalt rendszer annak ellenére, hogy mechanikailag teljesen zart. igy jol érzékelteti ez a
példa, hogy miért ritka az explicit Euler-séma hasznalata a gyakorlatban: olyan kicsi id61épés sziikséges
a megbizhatd hasznalatdhoz Gsszetettebb problémak esetében, amely tul nagy er6forrasokat igényelne.
Ugyanakkor az explicit Euler kis médositasaként is felfoghatod szimplektikus Euler-séma nagyobb 1d6-
1épések mellett is figyelemre méltdoan megbizhaté eredményt ad ebben az esetben, igy szamitasi telje-
sitmény szempontjabol joval takarékosabb.

Erdemes a 7. dbrdn azt is megfigyelni, hogy a szimplektikus sémakkal kapott eredmények egzakttol
valo eltérése szisztematikus. Lathato ugyanis (ez talan a # — Py grafikonon érhetd tetten leginkabb),
hogy a kétféle szimplektikus Euler altal nygjtott megoldas végig kozrefogja az egzakt megoldast: hiba-
juk a fazistérben nézve ellentétes irdnyu, torzulasuk bizonyos értelemben tiikorképe egymasnak. Ez a
modszer altalanos jellemzdje, mely 0sszefiigg azzal, hogy a szimplektikus Euler-modszer A és B valto-
zata egymas adjungaltjai. Ennek nyoman felmeriilhet az 6tlet, hogy a két valtozat kombinalasaval egy
pontosabb sémat kaphatunk. Valoban, a kétféle séma feles id61épéssel egymas utan vald alkalmazasa
éppen a Stormer—Verler-sémat adja — hogy melyik valtozatat, azt az donti el, hogy AB vagy BA sor-
rendben alkalmaztuk a szimplektikus Euler altal maghatarozott részlépéseket. Ahogyan azt a kdvetkezo
szakaszban latni is fogjuk, ez egy jobb pontossagi, masodrendii séma, melynek ara azonban a megno-
vekedett szamitasi er6forrasigény.
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po /1

0/1

referencia

explicit Euler

szimplektikus Euler (A)
szimplektikus Euler (B)

7. dbra. Szimplektikus ill. explicit Euler numerikus séma alkalmazdsaval kapott trajektoridak vetiiletei
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0.4 1
0.2 1
©/2 7T 0.0 A

—0.2 1

0/1 br/1

referencia Stérmer—Verlet (A), Af = 0.2

8. dbra. Stormer—Verlet numerikus sema alkalmazasaval kapott trajektoria vetiiletei
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4.2.2. Stormer-\erler-séma

A 8. abran lathaté a Stormer—Verler-modszerrel, At = 0,2 méretii id6lépés mellett kapott eredmények
Osszehasonlitasa a referenciamegoldéssal. Lathato, hogy a varakozdsoknak megfelelden ez a mddszer
jelentdsen jobban teljesit a szimplektikus Euler sémaknal, nem 1ép fel torzulas a trajektoridban egyik
iranyban sem. Ez Osszefiigg azzal, hogy a Stéormer—Verler-modszer (mindkét valtozata) 6nadjungélt,
azaz szimmetrikus. Ennek tovabbi kovetkezménye, hogy a séma masodrendd, ugyanis belathato, hogy
szimmetrikus sémak konvergenciarendje mindig paros (Hairer et al., 2006). Ezen tulajdonsagok és a
szimplektikussag kdvetkezménye, hogy mar masodrendli modszer 1étére is kozel egzakt eredményt ad
ez a séma: a 8. dbrdn a referenciamegoldastol valo eltérés elenyészé. Igy ismét kifizetédnek bizonyult
a szimplektikus szerkezet megorzése, hiszen egy masodrendii séma hasznalatdhoz kevesebb szdmitasra
van sziikség, mint a referencidhoz hasznalt negyedrendii séma alkalmazasahoz.

4.3. Koordinata-rendszer hatasa a végeredményre

Ahogyan azt mar kordbban megmutattuk, a fazistérbeli trajektoriak mellett egy masik lehetdség a kii-
16nb6z6 sémak dsszehasonlitasara az Gsszenergia vizsgalata az id6 fliggvényében. Azt is megallapitot-
tuk, hogy a vizsgalt rendszeriink tulajdonsagai (holonom, szkleronom) miatt a rendszer Gsszenergiaja
megegyezik a Hamilton-fiiggvény értékével. Ismert tovabba, hogy a Hamilton-fliggvény kanonikus
transzformacidkra nézve invarians, azaz egy koordinata-transzformaciohoz megfeleléen valasztott alta-
lanosimpulzus-transzformacié megérzi a Hamilton-fiiggvény altal felvett értékeket.

0.04 1 szimpl. Euler (A), z—y «  szimpl. Euler (A), r—#0
« szimpl. Euler (B), x—y «  szimpl. Euler (B), r—@
—  0.02 A
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9. abra. Az osszenergia hibdja a szimplektikus Euler-modszer egyes valtozataiban, kiilonbozo
koordinatazasu léptetés mellett

Mivel tudjuk, hogy a szimplektikus sémakhoz is tartozik egy mogottes, torzult Hamilton-fiiggvény,
joggal varhatnank, hogy a szimplektikus rendszerek energiadrzése is fiiggetlen a koordinata-rendszer
valasztasatol. Meglepd mdodon azonban nem ez a helyzet: kiilonb6z6 koordinatazasok mellett végzett
szamitasok esetén mas lesz ugyanazon sémak hibaja az energiara nézve.

A 9. abran lathatd négy, tmax = 10000 iddtartamra, § = 0,2 paraméterrel és Af = 0,2 id6lépés mel-
lett végzett szamitas eredményébdl szamitott Gsszenergia hibajanak idébeli lefutasa, ill. ezen értékekbol
készitett statisztika. Mind a négy esetben a szimplektikus Euler-sémat alkalmaztuk, két esetben a (20)
szerinti polaris, két esetben pedig a (23) szerinti Descartes-koordinatazas mellett. Jol megfigyelhetd,
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hogy ebben az esetben a Descartes-koordinatakban valé 1éptetés jobban teljesit: az Gsszenergia maxi-
malis eltérése az A és B valtozatokban is alatta marad a megfeleld polarkoordinatas valtozatokénal.

A polérkoordinatakban vald szamitas hatranyosabb viselkedése azonban nem altaldnos: eltérd para-
méterekkel és kezdeti feltételekkel indulva eléallhat olyan eset ugyanebben a modellben, amikor a
Descartes-koordinatazas teljesit rosszabbul. Ezt a 10. abra szemlélteti, melyeken abrazolt szimulacios
eredmények g = 0,02 paraméterrel és pg(0) = —0,5 kezdeti feltétellel adodtak. Jol lathatd, hogy ebben
az esetben a polarkoordinatas szamitasok hibaja 6sszességében kisebb. Ezek alapjan nem adhat6 altala-
nos ajanlas a koordinata-rendszer valasztasahoz; ezzel egyiitt Iényeges észben tartani, hogy ez a jelenség
befolyasolhatja a megoldas pontossagat a digitalis szamabrazolasi hiban tdl is.

szimpl. Euler (A), z—y + szimpl. Euler (A), r—0
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10. abra. Az dsszenergia hibdja a szimplektikus Euler-modszer egyes valtozataiban, kiilonbozd
koordinatazasu léptetés mellett, mas kezdeti feltételekkel és paraméterrel

5. Osszefoglalas, kitekintés

A fentiekben a sziikséges fogalmak bevezetése utan attekintettiink két szimplektikus numerikus mod-
szert, a szimplektikus Euler és Stormer—Verler-sémat. Mivel a szimplektikus modszerek hamiltoni
mechanikara épitenek, ezért ezek a sémak altalanosan holonom, potencialis erétérben mozgd autondm
rendszerekre alkalmazhatoak. Lattuk, hogy megfelelden szétvalaszthatd Hamilton-fiiggvény esetében
ezek a sémak explicitté tehetdek, mely feltétel a legtobb, gyakorlatban el6forduld mechanikai rendszer
esetében teljesiil. Megmutattuk, hogy a szimplektikus Euler-modszer — mely elsérendi — torzitast vihet
a trajektoriak fazistérbeli alakjaba, azonban biztositja a kozelité energiadrzést és igy a hosszl tavon is
kvalitative helyes eredményt; szemben az explicit Euler- vagy a negyedrendii Runge—Kutta-modszer
altal nyujtott kvalitative is helytelen eredménnyel. A masodrendi, szimmetrikus Stormer—Verler-mod-
szer mar a fazistérbeli torzitast is kikiiszoboli. Végiil a rugos sikinga modelljére kapott szamitasok ered-
ményeinek segitségével azt is bemutattuk, hogy a szamitasokhoz hasznalt koordinata-rendszer megva-
lasztasa is képes befolyasolni az energiadrzés pontossagat.

A bemutatott szimplektikus sémakon tl természetesen szamos tovabbi, akar magasabb rendii szimp-
lektikus séma is 1étezik (Hairer et al., 2006; Geng, 1993; Jay, 1996; Takahashi és Imada, 1984; Forest
és Ruth, 1990). Ezekkel igen megbizhatd, hosszii tdvon is helyes szamitasok végezhetdek, feltéve, hogy
a szoban forgo rendszer leirhatd hamiltoniként. Bar ez sok esetben teljesiil, mégis szamos olyan rendszer
fordul el6 a gépészmérnoki gyakorlatban, mely nem fér bele a véges dimenzids (véges szabadsagi foku)
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Hamilton-egyenletek altal adott keretekbe: ilyenek példaul a csillapitast tartalmazo vagy egyéb disszi-
pativ rendszerek, a mas okbol nem potencialis er6térnek kitett rendszerek (surlodas, kontaktproblémak
stb.), az anholonom kényszerezésii rendszerek, és a parcialis differencialegyenletekkel leirhatd kontinu-
umok. A szerkezet6rz6 numerikus modszerek fejlesztésében ezek ma is aktiv kutatési teriiletek: a felve-
tett rendszertipusok valamelyikére valo kiterjesztést valositjak meg pl. a variacios integratorok (Morri-
son, 2017; Kane et al., 2019; Vermeeren et al., 2019), a Poisson-integratorok (Channell és Scovel, 1991;
McLachlan, 1993), a metriplektikus integratorok (Kraus és Hirvijoki 2017), a szemidiszkretizacion ala-
pulo kvazi-szimplektikus sémak (Fiilop et al., 2020; Pozsar et al., 2020; Takacs et al., 2024), és a kontakt
(Ez a terminologia nem 6sszekeverendd a kontakt-problémak megoldasara hasznalhaté numerikus sé-
makkal: a kontakt-integratorok a paros dimenziészami szimplektikus struktirahoz hasonlo, disszipativ
rendszerekre jellemzo paratlan dimenzidszamu kontakt strukturdt (Armold, 1985; Lee, 2012) hasznaljak
ki.) integratorok (Vermeeren et al., 2019; Wendlandt és Mardsen, 1997; Zadra et al., 2021). Szintén
szamos lehetOséget rejtenck az Gsszenergian tul valamilyen mas jellemz6 mennyiséget [pl. a perdiiletet,
vagy a Runge—Lenz-vektort (Shadwick et al., 1998)] is megtarto, altalanosabb értelemben szerkezetérzo
alapulnak, mely megfelel6 rendszerekben csupan a fizikai paraméterek elhangolasan keresztiil is meg-
valosithato (Takacs és Fiilop, 2024).

Mar néhany kereskedelmi forgalomban kaphaté miiszaki szoftver is tartalmaz szimplektikus mod-
szereket: a fentebb emlitett Newmark-sémat hasznalja az ANSYS és az Abaqus végeselemes szoftver is
(ANSYS, 2023; Abaqus, 2023), és altalanos szimplektikus numerikus DE-megoldot kinal a Wolfram
Mathematica (Wolfram Research, 2023).

A szerkezet6rz6 numerikus mddszerek szélesebb elterjedése részben szemléletvaltashoz is kotodik.
A hagyomanyos megkozelités ugyanis az adott problémabdl az eredeti mennyiségek zomét kikiisz-
Obolve general a meghagyott mennyiségekre egyenleteket, utana pedig ezeket atadja egy, valamely al-
talanos recept szerint miikodo numerikus megoldonak. Ebben a megkdzelitésben a numerikus megoldas
tehat lecsatolodik az eredeti probléma tartalmi szerkezetérol.

Ezzel szemben, ha a numerikus modszerekre nem mint egyenletmegoldékra, hanem mint modell-
megoldokra gondolunk, és tobbet fogalmazunk bele a rendszerbdl az egyenletekbe (a fent latott pél-
dankban: atorokitve a dinamika hamiltoni voltat), akkor az ezeket is felhasznalé numerikus megoldas
hiibben irhatja le a rendszer viselkedését. Az igy felépitett numerikus megoldasok értékes elorelépést
jelenthetnek a miiszaki gyakorlatban: a hagyomanyos modszerekhez hasonlitva gyorsasaguk, kompakt-
saguk és koltséghatékonysaguk miatt jelentds elényhdz juttathatjak azt a mérnokat, aki alkalmazasuk
mellett dont.
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