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Absztrakt

A klasszikus differencidlgeometria targya - tomoéren fogalmazva - az R3-beli gorbék és feliiletek
megfelelé differencidalhatosagi feltételek eldirasa mellett torténd vizsgdlata a differencial- és
integralszamitas eszkézeinek alkalmazasaval. Mivel erdsen épit a linedris algebrai, illetve az
analizisbeli ismeretekre, igy a differencidlgeometria elemei az otéves egyetemi szintii mérnokkepzés
magasabb évfolyamos analizis kurzusai kézott jelentek meg, amelyek a bolognai rendszer bevezetését
kovetden szinte teljesen kiszorultak az alapképzésbdl. A cikk célja betekintést nyujtani az osztatlan
képzes keretében oktatott differencialgeometriai témakordkbe, valamint néhany példat mutatni a
differencidalgeometria alkalmazadsaira.

Kulcsszavak: gorbeelmélet, kisérd triéder, feliiletek, alkalmazdsok

Abstract

The goal of classical differential geometry is to study curves and surfaces in R* uses the techniques of
differential and integral calculus. This mathematical discipline is strongly based on knowledge of linear
algebra and calculus, hence the elements of classical differential geometry appeared in advanced
analysis courses in former university-level education in engineering. The implementation of the Bologna
process, the admission of the two-cycle system have led almost completely to the exclusion of differential
geometry from bachelor’s degree programs. This paper is devoted to a short overview of the above-
mentioned topics and to give some applications.

Keywords: curve theory, Frenet frame, surfaces, applications

1. Bevezetés

A differenidlgeometria alkalmazasanak egyik legismertebb példaja az Einstein-féle relativitaselmélet,
de a mechanikan beliil is megjelenik a matematika ezen aganak felhasznaldsa. A szamitogépes grafika,
illetve a szamitogéppel segitett geometriai tervezés szintén differencidlgeometriai alapokra épit, a
digitalis jelfeldolgozas teriiletén felmeriilé problémak egy része is differencialgeometriai eszkdzokkel
oldhatd meg és tovabb sorolhatndnk a példakat a kiilonb6z6 tudomanyteriileteken torténd
alkalmazhatosagrol. Indokolt tehat a differencidlgeometria alapjainak megjelenitése a miiszaki képzési
teriileten is.

A klasszikus differencialgeometria egyik kiinduldépontja az a tény, hogy az elemi és az analitikus
geometria eszkozeivel csak az euklideszi tér specialis alakzatainak vizsgalatara nyilik lehet6ség. Az
analitikus geometridban az algebrai egyenletekkel leirhatdo alakzatok geometriai tulajdonsagainak
targyalasara kertiil sor, az ilyen tipusu gorbék ¢és feliiletek kdre azonban igencsak korlatozott. Kizarolag
az analitikus geometria eszkozeit hasznalva, tovabbi nehézséget jelent az alakzatok metrikus
jellemzoinek (pl. ivhossz, felszin, térfogat) meghatdrozasa is. A differencidlgeometria modszereivel
viszont az el6z6 problémak megoldhatéak, valamint magasabb szintli vizsgalatok (pl. a gorbék és a
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feliiletek gorbiileti jellemzése) is elvégezhetoek. [7]

A Miskolci Egyetem Gépészmérnoki Karan a korabbi otéves mérnokképzésben - a klasszikus
differencidlgeometriai témakorok koziil - az R3-beli gorbék elméletébdl targyaldsra keriilt az ivhossz,
a kisér6 triéder, a gorbiilet, valamint a torzio fogalma és Kiszamitasa, mig a feliiletelméletbdl a feliiletek
vektoregyenletes megadasa, a feliileti gorbék ivhossza és gorbiilete, az érintésik fogalma, valamint a
feliiletdarab felszinének meghatdrozasa épiilt be a haladobb matematikai kurzusok anyagéba. A
"Miszaki matematikai gyakorlatok" sorozatban irddott, a témakort érintd egyetemi segédkonyv [3]
jellegébol adododan szép szammal tartalmaz - elsGsorban mechanikai - alkalmazasokat.

A kovetkezékben visszatekintésként a mérnokképzés korabbi, differencidlgeometriahoz kapesolodo
tananyagabol szemelvényeziink, majd példakat adunk a témakor alkalmazasaira.

2.  Térgorbék differencialgeometriaja

Mechanikai szempontbol térgorbe alatt egy olyan leképezést értiink, amely egy tdmegpont térbeli
mozgasat irja le az id6 fliggvényében, azaz a leképezés tetszbleges t idpillanathoz a mozgd tomegpont
pillanatnyi helyvektorat rendeli. A leképezés képterét a gorbe palyajanak nevezziik, azaz a hétkdznapi
szOhasznalattal szemben jelen esetben a gorbe egy leképezést jelent és nem annak palyajat. A gorbe
geometriai jellemz0in a leképezésbdl szarmaztatott azon adatokat értjiik, amelyek csak a palya alakjatol
fiiggenek, invariansak a gorbe atparaméterezésével szemben, tovabba nem valtoznak meg akkor sem,
ha a gorbének egy térbeli izometriaval nyert képét vessziik. [7]
Siman paraméterezett térgorbe (vagy roviden sima gorbe) alatt egy C-osztalya

y:l - R3

leképezést értiink, melyet reguldaris parametrizalt térgorbének neveziink, ha Vt € I esetén teljesiil a
y(t) # 0 regularitasi feltétel.

2.1. Ivhossz

Az R3 euklideszi térben vett folytonos y gdrbe [a; b] € I részintervallumra torténd lesziikitését
rektifikalhatonak nevezziik, ha a y|[q;p) gbrbedarabba irt kozelitd poligonok (torottvonalak) hosszanak
létezik a szuprémuma, azaz a pontos fels6 korlatja. EKkor a gorbeszegmens hosszan ezt a szuprémum
értéket értjiik. (1. abra)

1. dbra. Kozelitd poligonok
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Ugyan vannak olyan folytonos gorbék, amelyek nem rektifikalhatoak, de ha egy gorbe folytonosan
differencialhat6 gorbe, akkor mindig értelmezheté a gdrbedarab ivhossza, melynek kiszamitasat a
kovetkez0 - az alapképzési szakok analizis kurzusaiban napjainkban is ismertetett - tétel adja meg:

1. Tétel Tetszbleges folytonosan differencidlhaté y:1 - R3 gérbe bdarmely [a;B] €1 zdrt
intervallumhoz tartozo y|(q;p) gorbedarabja rektifikalhaté és a gorbedarab ivhossza

s= [T y®lde (2.1)

modon szamithato ki.

Belathat6, hogy az ivhossz a gorbe geometriai tulajdonsaga, azaz az ivhossz fiiggetlen a
paraméterezéstél. Bizonyithato, hogy az ivhossz mindig bevezetheté paraméternek. Egy y:1 — R3
regularis sima gorbérdl azt mondjuk, hogy ivhossz szerint van paraméterezve, ha |y(s)| = 1 teljesiil
tetszdleges s € I esetén.

A y paraméterezésli regularis gorbeiv t paraméterii pontjaban a y(t) érintd irdnya t(t) =
RAOKPY egységnyi érintévektor. [vhossz szerinti paraméterezés esetén

ly©r
t(s) =y(s). (2.2)

Példa. Legyen a € RT és b= 0 € R. A y:R3 > R gorbét kozonséges hengeres csavarvonalnak
nevezziik, ha

y(t) = acoste; + asinte, + btes;. (2.3)

r3

2. dbra. Kozonseges hengeres csavarvonal

A y(R) péalya rajta van az x,%+ x,% = a? egyenletii hengerfelilleten. Amennyiben ezt egy
tomegpont mozgasat leird fliggvénynek tekintjiik, akkor az x; = 0 egyenletii sikra es6 vetiilete egy
egyenletes kdrmozgast, az x5 tengelyre esé vetiilete pedig egyenletes egyenesvonalii mozgast ir le.
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A hengeres csavarvonal ivhossz-paraméteresen adott egyenlete

y(s) = acos(ds)e; + asin(ds)e, + bdses, (2.4)
— 1 H
ahol § = N Mivel
y(s) = —adsin(ds)e; + adcos(ds)e, + bdes, (2.5)
igy
[7(s)| = /a282sin2(8s) + a282cos2(8s) + 252 = 1. (2.6)

2.2. Gorbiilet

A differencialgeometriaban fontos szerepet jatszik a gorbiilet fogalma, képletesen szolva a gorbiilet az
érintdirany ivhossz szerinti iranyvaltozasi sebessége a gérbe egy adott pontjaban.

1. Definicio. A gorbe ivhossz szerinti y paraméterezésének y(s) masodik derivaltja a gorbe
gorbiileti vektora, melynek hossza

Kk(s) = [¥(s)l (2.7)
a gorbe gorbiilete, iranya pedig az
n(s) = % (2.8)

egységnyi gorbiileti vektor, amelyet a gorbe (f6)normalis vektoranak is szokas nevezni.

A gorbiileti vektor merdleges az érintdre, igy az n(s) fonormalis egységvektor is merbleges a t(s)
egységnyi érintOvektorra. Egy gorbe akkor és csak akkor egy egyenes darabja, ha k(s) = 0.

A kovetkezo allitas alapjan a gorbiiletet ki lehet szamitani a paraméterez6 fliggvény elsé és masodik
derivaltjabol.

1. Allitas. A y gorbe gorbiilete tetszbleges paraméterezés esetén

k(t) = QIO

OIS
Bizonyitas. Ha s = s(t) jeloli gorbe ivhosszat, akkor
y(®) =y(s)-s'(t) és 7(&) =7(s) (S'®)* +y(s) - s"(D), (2.9)
igy
¥ Ox7 O] _ [y©xy@)Is/®OF _ . _
vor - werwep - TEI= K. (2.10)

Erdekes alkalmazas a gorbiilethez kapcsolodéan a kovetkezd: a vashti palyak esetén két eltérd,
allando gorbiiletli palyaszakasz csatlakozasanal a gyorsulés, illetve a harmadrendii jellemz6 ugrasszerii
valtozasanak kikiiszobolésére az eltérd gorbiileti iveket egy, a palya sikjaban fekvd és fokozatos
"gorbiiletvaltozast" biztositdo kozbensd gorbiiletatmenettel, az tigynevezett atmeneti ivvel kotik Ossze.

[5]
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2.3. Torzio

Amennyiben a y gorbe valamely pontjaban nem tiinik el a gorbiilet, akkor definialni lehet a gorbeiv
pontbeli simuldsikjat és simulokorét is.

2. Definicio. ([4]) Legyen az ivhossz szerinti ¥ paraméterezésii gorbe y(sq¢) pontjaban k(sg) # 0. Ha
§1,52 > Sg esetén a y(s1),¥(s2) ¢és ¥(sg) kijelol egy S(sg,S1,52) sikot, és ezeknek létezik
hatarhelyzete, akkor azt a gorbe y(s¢)-beli (vagy roviden sq-beli) simulésikjanak nevezziik.

A kovetkez0 tétel megadja a kapcsolatot az érintdvektor és a fonormalis vektor, illetve a simulosik
kozott.

2. Tétel. ([4]) A t(sg) és n(sg) dltal kifeszitett sik éppen az y(Sg)-beli simulosik.
A fentiekhez hasonlo elven vezethet6 be a simulokor fogalma is.

3. Definicio. ([4]) Legyen az ivhossz szerinti y paraméterezésti gorbe y(sg) pontjaban k(sy) # 0. Ha
S1,S2 = Sg esetén a Y(s1),Y(s2) és y(sy) pontokra illeszkedik egy K(sg,s1,52) kor, és ezen
koroknek 1étezik hatarhelyzete, akkor azt a gorbe y(sg)-beli (vagy roviden sy-beli) simulokiorének
nevezziik.

A simulokor mindig a simulosikban van, érinti a gorbe t érint6jét, tovabba a y(s,) pontban a
simulokor sugara

1

p(SO) = _K(SO)' (211)
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3. abra. Az atmenetiiv
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4. Definicio. A simulosik b(s) = t(s) X n(s) normalisat a gérbe binormalis vektoranak nevezzik.
Konnyen belathato, hogy a binormalis derivaltja parhuzamos a normalissal.
Ha a gorbe gorbiilete sehol sem tiinik el, akkor definidlhatjuk a gorbe torzidjat, amely azt méri, hogy
a gbrbe mennyire csavarodik.

5. Definicié. A 7(s) = —b(s)n(s) értéket a gorbe y(s) pontban vett rorzidjanak nevezziik.
Bizonyithat6, hogy a torzi6 a gorbe geometriai jellemzdje, azaz fiiggetlen a gorbe paraméterezésétol,
ugyanis a torzié a binormalis forgasanak szogsebessége a t tengely koriil. Megjegyezzilk, hogy egy
gorbe pontosan akkor sikgorbe, ha a torzidja azonosan nulla.
A torzi6 szintén fontos szerepet tolt be a a vastutépitésben az atmenetivek tervezésénél.

dB
ds

—(I!BI’dA\'}' N

s novekedési -~ |(dT/ds)|.

irdnya N
=
\

5 =0

4, abra. A torzio

2.4 Kiséro triéder

A (t,n,b) érint6-, fénormalis és binormalis vektorok alkotta harmast szokas a gérbe kisérd triéderének
nevezni, melynek derivaltjai kifejezhetéek a gorbiilet és a torzid segitségével:

3. Tétel. (Frenet-formulak).

t=kn (2.12)
n=—xt+7b (2.13)
b=—mn (2.14)

A Frenet-formulak felhasznalasaval a torzi6 felirhatd egy paraméterezésétol fiiggetlen alakban.

2. Allitas. A y gérbe torzidja tetszbleges paraméterezés esetén

_ O7O7O
“® = oxor (2.15)

A Frenet-formulék felhasznalasaval igazolhat6 a kovetkezd allitas, amely pongyolan fogalmazva azt
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jelenti, hogy a x(s) és a t(s) egyértelmlien meghatarozza a térgérbe alakjat, de térbeli helyzetét
szabadon hagyja. [3]

3. Allitas. Két gorbéhez akkor és csakis akkor létezik mozgds, mely Sket egymdsba viszi, ha ivhossz
szerinti paraméterezésben a gorbiilet és a torzio a két gorbén azonosan egyenlo.
A gorbeelmélet alaptétele az unicitas mellett az egzisztenciara vonatkozo allitast is megfogalmaz:

4. Tétel. ([7]) Egy I c R intervallumon legyenek adva a C*-osztdlyu
K.l - R

fiiggvenyek. Amennyiben k > 0 teljesiil, akkor irdanyitdstarto izometria erejéig pontosan egy olyan
ivhossz szerint paraméterezett y:1 - R3 valodi gorbe létezik, amelynek x a gorbiileti fiiggvénye és K
a torzio fiiggvénye.

A gorbiilet és a csavarodas tehat a koordinata-rendszertdl fliggetleniil hatdrozza meg a gorbét, igy a

K = Kk(s) és T =1(S5) (2.16)

egyenleteket a gorbe természetes egyenleteinek, a k-t és a t-t a gorbe természetes koordinatdinak
nevezziik.

Példa. A y(t) = acoste, + asinte, + btes kozonséges csavarvonal természetes egyenletei:

a ; _ b
K=— és  T=——. (2.17)
A Kk = 0 esetben a csavarvonal egyenessé, a T = 0 esetben pedig korré fajul.
Megjegyezziik, hogy egy térgdrbe pontosan akkor tolhatd el 6nmagaba, két tetszdleges pontjat
fedésbe hozva, ha a gorbiilete és a torzidja konstans, amely kritériumnak csak a kézonséges csavarvonal

felel meg.
3. Feliiletek

A koriilottiink 1évo vilagban szamos olyan objektum van, amelyre a felillet megnevezést hasznaljuk.
Ezen felilletek matematikai modelljének megadasa gyakorlati szempontbol fontos, példaul a feliilet
felszinének meghatarozasahoz, szamitégépes grafikai alkalmazasdhoz, mémdki szamitasok
elvégzéséhez.

A feliiletelméletbdl a feliiletek paraméteres megadasat emeljiik ki, majd példat adunk feliileti
gorbére. Megemlitjiik, hogy az els6 alapmennyiségek fogalma, a feliileti gorbék ivhossza, gorbiilete, a
feliiletek felszinének kiszamitasa, valamint a feliileti integralok tartoztak még az oktatott témakdrhoz.

3.1. Feliiletek paraméteres megadasa

Legyen D c R? nem iires nyilt halmaz. Egy r:D — R3 differencialhatd leképezés esetén
allapodjunk meg a kovetkezd jelolésekben: a valtozokat jeldlje u és v, a komponensfiiggvényeket
pedig x,y,illetvez, azaz

r(u;v) = (x(w; v); y(u; v); z(u; v)).
A 1 els6 és masodik valtozo szerinti parcialis derivaltjait jelolje 1, és r,.
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Azt mondjuk, hogy a r: D — R3 C®-osztalyt leképezés egy sima elemi feliilet paraméterezése, ha
teljesiil ra az alabbi két feltétel:
e Barmely p € D esetén az r,(p) ¢és r,(p) vektorok linearisan fiiggetlenek.
e Az r vektorfiiggvény injektiv, tovabba egy homeomorfizmust ad a D tartomany €s
az R3-beli r(U) alakzat kozott, azaz invertalhato és az inverze is folytonos.
Az R3 tér egy M alakzatat sima elemi feliiletnek nevezziik, ha megadhaté egy olyan el6zd
feltételeket kielégitd r:D c R? — R3, ahol r(D) =M. Az r=r(u;v) egyenletet a feliilet
paraméteres egyenletének, a koordinatakra bontott

x=x(wv), y=yWv), z=z(v) (3.1)
alakjat pedig a feliilet paraméteres egyenletrendszerének nevezzik.

A tovéabbiakban sima elemi feliileteket roviden feliiletnek nevezziik majd, de megjegyezziik, hogy
"feliilet" alatt altalanossagban nem feltétleniil sima elemi feliiletet szokés érteni, hanem egy olyan
Osszefliggd térbeli ponthalmazt, melynek minden pontja rendelkezik olyan gdmbkornyezettel, melyben
a ponthalmaz elmei feliilet. [4]

Példa. irjuk fel az
r(u; v) = ucosvi + usinvj + vk (3.2

paraméteres alakban adott feliilet implicit egyenletét! Mi ez a feliilet?
Mivel

X =ucosv, y=usinv és v =z
visszahelyettesitve és rendezve egy csavarfeliilet egyenletét kapjuk:

xsinz = ycosz. (3.3

5. dbra. Csavarfeliilet
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Ha egy gorbét ugy mozgatunk a térben, hogy minden pontja azonos tengelyli és menetmagassagu
csavarvonalat ir le, akkor gorbe pontjai csavarfeliiletet alkotnak. Csavarfeliiletekkel a miiszaki
gyakorlatban gyakran taldlkozhatunk; példaul csigafurdk, ferdefogu fogaskerekek, csigakerekek,
csavarok esetén.

Ha z a forgastengely, f(u) a csavarfelillet profilgérbéje, az A pedig a haladdé mozgas
sebességének €s a szogsebességnek az aranya, akkor a csavarfeliilet egyenlete:

r(u; v) = (ucosv; usinv; f (u) + Av). (3.4)

Egyenes csavarvonal esetén vonalfeliiletet kapunk, a v szerinti paramétervonalak a tengelyre
merdleges egyenesek, a csavarfeliiletek egyenlete ebben az esetben:

r(u; v) = (ucosv; usinv; Av),
azaz az el6z6 példaban szerepld csavarvonal egyenes csavarvonal, amelynél a haladé mozgas sebessége

¢s a szOgsebesség megegyezik.

Példa. [6] Bizonyitsuk be, hogy az alabbi két egyenletrendszer ugyanazt a feliiletet irja le!

u v 1
X = = zZ=—— 3.5
wrzr VT e u?+v2 (35)

_ R — 2
X =ucosv y=usinv z=u (3.6)

Mi ez a feliilet?
A két paraméterezés altal adott feliiletek egybeesését a paraméterek kikiiszobolésével igazolhatjuk.
Az els6 paraméterezés esetén:

_ _ _x —
X=uz y=vz=u=-, V==

Behelyettesitve u-t és v-ta z = # egyenletbe a feliilet egyenlete:
z=x%+y2
A masodik paraméterezés esetén:

x? =ulcos?v y? =u?sin?v = z = x? + y2.

A két implicit alak megegyezik, ezért a két feliilet is ugyanaz, mégpedig egy forgasparaboloid.

-

6. dbra. Forgasparaboloid
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3.2. Feliileti gorbék

Egy C*®-osztalyt y:1 — R3 leképezést az M egy sima feliileti gérbéjének neveziink, ha a gorbe
palyéja rajta van az M feliileten.
Példa. Igazoljuk, hogy az alabbi térgorbe egy origd kdzépponti gomb feliileti gorbéje!
y(t) = (costsint; sin®t; cost) (3.7)
Mivel
cos?tsin®t + sin*t + cos?t = sin?t + cos?t = 1,

igy a gorbe az origd kozépponta 1 sugarti gomb feliileti gorbéje.
\Z

7. abra. Gomb feliileti gorbéje

Igazolhato, hogy minden feliileti gorbe regularis. Teljesiil tovabba, hogy egy parametrizalt feliilet
egy adott pontjan athaladd feliileti gérbék ezen pontbeli érintGvektorai az adott pontbeli érintdsikban
vannak, valamint, hogy a feliilet minden érintévektora valamely feliileti gorbe érintdje.

4.  Osszefoglalas

Cikkiinkben a hagyomanyos egyetemi képzésben oktatott gorbe- és feliiletelméletbdl idéztiink fel
néhany alapvetd fogalmat, amelyek a miszaki alkalmazasok szempontjabdl kiilonds jelent6séggel
birtak. A differencidlgeometria alkalmazasa azonban napjaink technologia-vezérelt vilagaban is
megjelenik, gondolhatunk itt tobbek kozott a gépi latasra, a szamitogépi grafikara, az orvosi képalkoto
(CT, MRI, PET, SPECT) rendszerekre, a digitalis jelfeldolgozasra vagy példaul a nemlinearis
szabalyozaselmélet modern iranyzatara. A fentiek alapjan a differencialgeometria elemeinek
megjelenése a mesterképzésben, mind a miszaki, mind az informatikai képzési teriileten - példaul
szabadon valaszthat6 targy formajaban - indokolt.
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