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Osszefoglalas

A dolgozat allandosult dllapotii hémérsékletmezé hatasara kialakult elmozdulasok és
mechanikai fesziiltségek szamitasaval foglalkozik egy gomb alaku kivagdssal gyengitett
vegtelen kiterjedésii rugalmas testben. A gomb alaku kivagast alkoto gombfeliilet
homérseéklete eldirt, idében dllando. Feltevés szerint a rugalmas test végtelen tavoli
pontjaiban a homérséklet és a radialis normdl fesziiltség értéke zérus. A kidolgozott
analitikus megoldas szamol a rugalmassagi modulus homérsékletfiiggésével is.

Kulcsszavak: gémb alaku kivagas, hdfesziiltségek, dllandosult dllapot.

Abstract

The objective of this paper is the determination of the displacements and stresses in an
elastic space with a spherical cutting. The thermal stresses are caused by a steady-state
temperature field. It is assumed that the temperature of the surface of the spherical cutting
is given value and the temperature field and radial normal stress at the infinity vanish. The
presented analytical method takes into account the temperature dependence of the Young
modulus.

Keywords: spherical cutting, thermal stresses, steady-state.
1. Bevezetés

A dolgozat targyat képezd végtelen kiterjedésli rugalmas testet (teret) egy R sugari
gomb alaku kivagassal gyengitjiik, melynek peremén héterhelés hat. A hérugalmassagtani
feladat megfogalmazasat Orp$9 gombi koordinata-rendszerben adjuk meg. Az 1. abra
szemlélteti a gomb alaki kivagassal gyengitett rugalmas tér Opz sikba esé meridian
metszetét (p=allandd). A vizsgalt feladat gombszimmetrikus, valamennyi skalar mez6 csak

az OP=r (R <r< o) radialis koordinata fiiggvénye lesz. A kivagas r=R koordinataval
kijelolt gombfeliiletének homérséklete eldirt #;. A test természetes allapotahoz tartozd

hémérséklet értéke 7, tovabba a P pontbeli hdmérsékletet ¢ jeloli. A hdmérsékletkiilonbség-
fiiggvényt T jeldli, nyilvan

T(ry=t(r)—t,. (1)
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1. abra. A gomb alaku kivagassal gyengitett rugalmas tér meridian metszete.
Jelen feladatban a homérsékletkiilonbséghez kapcsolddo peremfeltételek az alabbiak:

T(R)=T, = elbirt (de T, #0), ()
lim,_ T(r)=0. (3)

A fenti el6irasokat kielégit6 allandosult allapothoz tartozd T=1(r) fiiggvény az alabbi
alakban adhat6 meg [1-5]:

T(r)=T]—rR, R<r<om, 4

A (4) eloirast kovetd hdmérséklet eloszlashoz analitikus modszerrel meghatarozzuk a
héokozta elmozdulasokat és fesziiltségeket a hérugalmassagtan vonatkoz6 egyenleteinek
felhasznalasaval [2-5].

Az elsé esetben eltekintiink a rugalmassagi modulusz hémérséklett6l vald fiiggésétol,
mig a masodik esetben szamolnunk vele. A v Poisson szamot valamint az « linearis

A (6), (7) egyenletekben E jeloli a rugalmassagi moduluszt. Jelen probléméaban a
mechanikai hétagulasi egytitthatot allandonak tekintjiik.

2. A hérugalmassagtani peremérték feladat megfogalmazasa

A probléma megoldasahoz gombszimmetrikus alakvaltozast ¢és fesziiltségmez6t
tételeziink fel. Jellje u=u(r) a radialis elmozdulast, tovabba
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_du

u
SV—E, 53:(5«,:;, (5)

ahol ¢,, ¢, és &y jeldli az Orp9 gombi koordinata-rendszerben definialt fajlagos nyulasokat
[2-4]. A fajlagos nyulasok és normal fesziiltségek kapcsolatat a Duhamel-Neumann torvény
irja le [2-5]

E

oco=——|1(1-V)e +2ve, —(1+V)T s 6

r 1 sz [( ) r 9 ( ) ] ( )
= = 1 T

c,=0, 1V—vz[vgr+gg—( +v)aT]. (7

egyensuly nem identikusan teljesiilé egyenlete:

49, 1 29:7% _, R<r<ow. (8)
dr r
Az E rugalmassagi modulusz 7=17{(r) hdmérséklettdl valo fiiggése az alabbi fliggvénnyel
adott:

E(T)=Ee”, (820 )

A (9) egyenletben szereplo [ faktort mérési eredmények felhasznalasaval tudjuk
meghatarozni. Legyen
E(T)

L(Ty=——"2 _=[Le", 10
1) 1-2v—v? e (19)
ahol
EO
I 11
O 1-2v—? (h

Az (5-8) egyenletek kombindlasaval az wu=u(r) radidlis elmozduldsra az alabbi
differencialegyenletet tudjuk levezetni:
2
ﬂ+l——2—+

————al=0,R<r<oo. 12
ar*  radr P Ldr (12)

du u l@@ 2vz_l+va£ 1dL1+v
1-v dr Ldrl-v

dr l-vr
A (4) és a (10) egyenletekbdl az kdvetkezik, hogy
ldL _1dLdI _pBTR

== . 13
Ldr LdT dr P (13)
A (12) és a (13) egyenletek kombinalasa adja a (14) Navier egyenletet:
2 2
d_?+(2+ﬁL21Rjﬂ+(_%+ v ﬂziRju+l+vaT1£;—l+—vaﬁleR—3=0. (14)
dr ror dr r l-v r 1-v rrl-v r

A fenti inhomogén, linearis, masodrendt differencialegyenlethez az alabbi fesziiltségi
peremfeltételek tartoznak:

o, (R)=0, lim , o (r)=0. (15)
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3. Megoldas hémérséklettol fiiggetlen rugalmassagi moduluszra

A (14) Navier egyenletbdl =0 helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

du 2du 2 1+v R
ot —ut—oal —
ar’ rdr r 1-v r

=0. (16)

A fenti differencialegyenlet altalanos megoldasa az alabbi fiiggvény

G I ore, (17)
2 2(1-w)

u=Cr+

ahol a C; és C, egyeldre ismeretlen integracios allandok, értékiiket a (15) fesziiltségi
peremfeltételek hatarozzak meg. Elemi szdmitassal az alabbi eredményekre jutunk:
I+v

C, =0, G, = 2w alR’. (18)

A (18) képletek (17) egyenletbe valo behelyettesitésével kapjuk a hé okozta terheléshez
tartoz6 elmozdulas mez6t:

u(r)

aT,R(r* +R* —=3vr’ +VvR?)
= > +a
2(v-Dr

TR. (19)

A (6), (7) és (19) egyenletek kombinalasaval nyerjiik a normal fesziiltségek képleteit:

E Y
O'r(r)=rv)aTl KEJ _E} (20)

E_ o1 Hi) +£}. 1)
2(1-v) R) R

A fenti képletek alkalmazasaval nyert numerikus eredményeket a 2. abra és a 3-4. abrak
szemléltetik. Az abrak megrajzolasahoz az alabbi adatokat hasznaltuk:

o, (r)=0,(r) =~

R=0.5m, 7, =100K, v =0.25, a:1.2~104’%, E=2-10"Pa.
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2. dbra. Az elmozdulas fiiggvénye E=allando esetén.

A 3. abran latszik, hogy a radialis fesziiltségmez6 kielégiti a fesziiltségi
peremfeltételeket, tovabba a 4. dbra gorbéje is igazolja, hogy a fesziiltségek a végtelenben a
zérus értékhez tartanak.
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3. d@bra. A radialis normal fesziiltség gorbéje E=dllando esetén.
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4. dabra. A tangencialis normal fesziiltség gorbéje E=allando esetén.

4. Megoldas homérséklettol fiiggé rugalmassagi moduluszra

Ebben az esetben a (14) egyenletben S#0. A (14) differencidlegyenlet altalanos
megoldasa Kummer fliggvények segitségével épithetd fel. A Kummer-féle U és M
figgvények értelmezését a [7-9] szakirodalom alapjan a tanulmany fiiggelékében adjuk
meg. A (14) masodrendii linearis inhomogén differencidlegyenlet altalinos megoldasa az
alabbi alakban adhat6 meg:

4v-2 TR 4v -2 T.R
M( 947ﬂ1j U( 949ﬂ]j
u(r)=C, 1+v2 C 1+v i r +(1+v)aT,Rﬂ+2aR(1—2v)’(22)
r r 2pv
A (6) és (22) egyenletek felhasznalasaval azt kapjuk, hogy
Qv +v-1) {(1 -v)aT’R’ BT (5_3;/) +4vC, }
lim, ,, 0,(r) = - , (23)
row 5 _3V
o —v)TﬁR%zr(j
v—1
ahol
T(x)=[e e dt (24)
0

formulaval jel6ltik az Euler-féle gamma fliggvényt [8-9]. A (15), egyenlet és az el6bbi
eredmény felhasznalasaval kapjuk, hogy
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v—1
C, = . 25
2 ™" (25)

(—1+v)az3R3ﬂ2r(5 _3Vj

A (15) egyenletbdl pedig az kdvetkezik, hogy

(1+V)aR® [Tﬁﬂ3r(5_3vju[sv_l3,4,ﬂz}—z}
o

1
C=- 4

(26)
4vﬂM[5V‘3 ,4,/3le
v—1

A C; és C, allandok ismeretében az elmozdulasmez6t a (22) képlet alapjan, a normal
fesziiltséget pedig az alabbi egyenletek felhasznalasaval tudjuk meghatarozni:

M[Sv—13’4,ﬂTlR) U(4v—12’4,ﬁTle
G NCTT O St S0 G P} V) S S
L(r) r v-Dr 27
(1-2v)a(2-v alR
+ + ,
1% p 2r
—VM(SV_3 ,4,,BQ)+(2V2 +v—1)M[4V_2 ,4,,8Ej
o,(7) _ v-1 r v—1 r
Liry (-1
2
(v +V)(4V_2)U(SV_3,4,ﬂEJ+(2v2 +V+1)U(4V_2,4,ﬁEJ
+C v—1 v—1 r v—1 rJ.
: (1-v)r
+(1—2v)(v+l)a{l+TlR} 28)
v g 2r
A (27) és (28) egyenletekben
-BLR
L(ry=Le " . (29)
A numerikus példaban a radialis elmozdulés szamitasat az
u(r) =——((1-v)o, —vo, )+ TR (30)

E(T)

képlet hasznalataval ellendriztiik. Nowinski tdmdr és iireges gombre gdombszimmetrikus
hémérsékletmezdt, elmozdulasokat és fesziiltségeket feltételezve, v=0.5 Poisson szammal
és homérsékletfiiggd rugalmassagi modulusszal szamolva oldotta meg az allandosult
allapotra vonatkozé hérugalmassagtani feladatot [6].

A bemutatott analitikus eljarast az alabbi adatokkal megadott példan szemléltetjiik:

R=0.5m, T =100K, v=025 ¢ =12-10" % E,=2-10"Pa, ﬁ:0.0S%.
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5. dbra. A radialis elmozdulds gorbéje homérsékletfiiggd rugalmassagi modulusz

esetén.
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6. dbra. A radialis normal fesziiltség gérbéje homérsekletfiiggo rugalmassagi modulus
eseteén.
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1. abra. A tangencialis normal fesziiltség gorbéje homérsékletfiiggd rugalmassagi
modulus esetén.
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E példaban a radialis elmozdulas az r=1.3167[m] helyen eljelet valt és u(c) nem

véges, ez lényeges eltérés az  E=allandd6  esethez  képest, ahol is
I+v

=——al R=0. .
u(o0) 20—y R =0 00005 ]
5. Osszefoglalas

A tanulmany egy egzakt (analitikus) eljarast ismertet a gomb alakd kivagassal
gyengitett ~ rugalmas  tér  fesziiltségallapotanak = meghatarozasara  allandosult
hémérsékletmezdt, mint héterhelést feltételezve. Két eset elemzése képezi a vizsgalat
targyat. Az elsd esetben a rugalmassagi modulusz allandd, a masodikban pedig a
hémérséklet eldirt fliggvénye. Az utdbbi esetre vonatkozd megoldasok megfogalmazasadban
dontd szerepe van a Kummer fiiggvények elméletének. A kidolgozott analitikus megoldas
altal el6allithatd numerikus eredmények egyik alkalmazasi lehetdsége egyéb kozelitd
moddszerek altal nyert numerikus szamitasok pontossaganak ellenérzése. Az ismertetett
analitikus megoldas tigynevezett "benchmark" megoldasok egy uj osztalyanak tekinthet a
hérugalmassagtani feladatok vonatkozasaban.
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7. Fiiggelék

Az alabbi

d’y dy
2 +(V—x)a—ﬂy(x) =0

X

differencidlegyenlet altalanos megoldasa [7-9]:
y(x) = KIM(/'l5 Va x) + K2U(ﬂ’ Va x)7

ahol M(u,v,x) és U(v,u,x) a p, v paraméteri Kummer fiiggvényeket jeloli. A dolgozatban
elsésorban az M(u,v,x) és az U(v,u,x) figgvények differencialhanyadosait hasznaljuk. Ez
utdbbiakra az alabbi képletek érvényesek [7, 8]:

dM_ (u—v+x)M (v, x)+(v— )M (u-1v,x)

dx X
dU _ (u—v+x)U(u,v,x)-U(u—1Lv,x)
dx X ’
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Minden véges, valos x értékre az M(u,v,x) az alabbi végtelen sorral allithato eld:

2 3
M(M’V,x)=1+gx+ﬂ(ﬂ+1)x_+ﬂ(#+1)(#+2)x_+
v viv+l 2! v(v+ID)(v+2) 3!

Ennél Iényegesen bonyolultabb a Kummer U(v,u,x) fiiggvény végtelen soros eldallitas, a
részleteket illetéen az irodalomra utalunk [7, 8].
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