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Absztrakt

A cikk roviden é&sszefoglalja a hierarchikus héj veges elemek felépitését, tovabba kiilonbozo forgashéj-
szerkezetekre vonatkozo szamitasi eredményeket mutat be, 6sszehasonlitva azokat elméleti és mads végeselem-
programok eredményeivel.
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Abstract
The paper briefly summarizes the structure of hierarchical shell finite elements, and also presents computational

results for different rotational shell structures, comparing them with theoretical results and other finite element
approximations.
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1. Bevezetés

A mechanikai mennyiségek meghatarozasahoz kot6d6 kozelité megoldasi modszerek koziil kitiinnek
hatékonysagukkal az un. energiaalaptt modszerek. Ezzel kapcsolatban a matematikai peremérték-
feladathoz kapcsolt minimalizaland6 funkcional minimumanak keresését véges szamu tagot tartalmazo
fliggvények soraval oldjuk meg, aminek otletét W. Ritz dolgozta ki (Ritz, 1908). Ez alapjan az elmoz-
duldsmezd kozelitését a potencidlis energia minimumabol nyert algebrai egyenletrendszerbdl nyert
polinomok, trigonometrikus fiiggvények szorzoparaméterein keresztiil hatarozzuk meg. Ha a paramé-
terek egy részét a vizsgalt test felosztasa révén nyert elemek csomoépontokbeli elmozdulasan keresztiil
nyerjiik, akkor az altalunk valasztott végeselem-modszerhez jutunk. A variacidos modszerek fejlodésé-
vel kapcsolatosan E. Stein alapos attekintést tesz (Stein, 2012) alatti munkajaban.

A végeselem-modszer megkiilonboztetd jellemzdje, hogy a megoldasi tartomanyt elemekre osztja —
altalaban gorbiilt tetraéder, hexaéder vagy pentaéder alakuakra —, melyeket sima leképezési fliggvé-
nyekkel egy megfeleld referenciaclemhez rendel. A referenciaclemeken definialt polinomialis bazis-
fliggvényeket, ugynevezett alakfliggvényeket, leképezik a felosztas elemeire, amelyet végeselem-
halonak neveznek, egyuttal biztositva a kozelitd fiiggvények elemek kozotti folytonossagat is. Ez
eredményezi az elemenként sima, folytonos fliggvények terét, amelyet végeselem-térnek neveznek.
A kozelité megoldast a potencialis energia minimalizalasaval kapjuk meg a végeselem-téren.
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A végeselem-tér dimenzidja a szabadsagi fokok szama (N). A végeselem-megoldasok N novelésé-
vel az egzakt megoldashoz konvergalnak. A végeselem-moddszer h-verzidjaban N ndvelése a hald leg-
nagyobb eleme méretének csokkentésével torténik; mig a p-verzioban N novelése az elemek polinom
fokanak novelésével valosul meg (Szabd és Babuska, 2011; Paczelt, 1999). Figyelemre mélto, hogy
megfeleld haldtervezéssel és a p-verzio kombinalasaval exponencialis konvergenciasebesség érhet6 el.
Ebben a cikkben az exponencialis konvergenciat demonstraljuk.

P-verzios véges elemek felhasznalasaval térbeli rad alaku testek hierarchikus modellezésére lattunk
példat a (Paczelt és Szabo, 2018; Paczelt et al., 2023)-ban. Vizsgalatainkban a linedris rugalmassagtan
elméletét alkalmaztuk. A modelleket a potencialis energia minimuma elv feltételébol vezettiik le oly
moddon, hogy az u elmozdulasmezot a keresztmetszetbeli €s a hosszmenti lefutast jellemz6 fiiggvé-
nyek szorzataval kozelitjiik:

u=u(x,y,s) = U(x, y)w(s) = U(x, ) {G(s)q + D(s)a}, 1)

ahol U(x,y) a Pascal-haromszog (Obadovics és Szarka, 2009) szerint rendezett hatvanyfiiggvényeket
(iranyfiiggvénynek nevezziik) tartalmazé matrix, y(s) a p-verzids végeselem-technika szerint kozelitett
un. mezdfiiggvényeket tartalmazo vektor. A modellt az (X,y,S) gorbe vonalt koordinata-rendszerben defi-
nialjuk. Az X és az y tengelyek a keresztmetszet ftengelyeivel esnek egybe, S a kozépvonal mentén mért
ivhossz. Itt G(s), ®(s) approximacios matrixok, g a csomoponti altalanositott elmozdulasvektor, a a
potlolagos allandok vektora. Az U(x, y) -ba foglalt polinomok szdmatdl fiiggden kiilonb6z6 hierarchidja
modellt tudtunk képezni. Vizsgalatainkban hatszint{i modell kertilt kifejlesztésre: h1-h6.

Tartoszerkezetek vonatkozasaban a klasszikus és magasabb szintli elméletekkel foglakozik a (Car-
rera et al., 2011) munka. Lemez- és héjelméleteket taglal szamos forras, lasd (Zienkiewicz és Taylor,
2005; Vasiliev, 2024; Tuan et al., 2017; Kurtatten et al., 2014; Vijayakumar, 2014; Rank et al., 2005;
Aghababaei ¢s Reddy, 2009; Freund, 2018; Echter et al., 2013; Té6th és Burmeister, 2020). Héj- és
lemezelmélet alapjait talalhatjuk meg Béda—Kozak: Rugalmas testek mechanikdja cimi. konyvben
(Béda és Kozak, 1987).

A jelen cikkiinkben forgashéjakra vonatkozdan épitjiik fel a hierarchikus modelliinket. Célunk,
olyan konvergens megoldassal bir6 hierarchikus szint elérése, ami egyuttal az alkalmazott modell leg-
pontosabb megoldasat is jelenti.

2. Gorbe peremii véges elemek leképezése, merevségi matrix eloallitasa

Mivel alapjaban p-verzioji elemeket fogunk haszndlni, a vizsgalt testek geometridjanak pontos
leképezése nagyon fontos. Vizsgaljuk az 1. abran vazolt forgasszimmetrikus test merididnjanak egy
véges elemét, aminek az els6 és a harmadik oldala kor. A korok sugarai r_, és r, ,. Bevezetve az

alabbi jeloléseket: o, =(o , +, 5)/2, a4y =(q , —, ;)1 2, a helyi gorbe vonalll £,¢ és a globalis r,z
koordinata-rendszer kozotti leképezés az alabbi (Szabo és Babuska, 2011):

r=(r_, ¢, s —1+§)cos(ak ~ay),z =(r_, =, Mos —lJrg)sin(ozk ~ay), (2)
2 2 2 2
1<E<l, 1< <1,

Legyen a globalis koordinata-rendszerbeli elmozdulas u; =Ue, +We, , mig a helyi u,_ =ue, +we, .

117



Paczelt 1., Szabo B., Baksa A. Hierarchikus forgashéjak

r e U=u,
R

1. dbra. Héjelem, a) héjvégeselem az IJ-csomokorok kozott, b) leképezés, helyi (u,w) és globalis (U,W)
elmozdulasok,b=r,_,—r_,, . -1<&<1, -1<{<1.

A helyi rendszerbeli elmozdulést az alabbi alakban kozelitjiik
u MM
uL:ue5+we§:>uL:|:W:|:Zum(§)|:m(é,)’ (3)
m=1

ahol U, (&) -ban a szokasos alakfliggvények szerepelnek, az F, () =(¢ )m*1 tag pedig a héj vastagsaga
menti elmozdulas megoszlasat van hivatva befolyasolni (az egyszerii hivatkozas és a programbeli
elagazasok miatt, réviden az F (J) fliggvényt a kévetkezo jeloléssel és értékkel jellemezziik:
ipolt = 1). Szamitasainkban még felhasznaljuk a Legendre-polinomokat (ipolt = 0), ill. azok kombina-
cigjat un. d(¢) fiiggvényeket (ipolt = —1) (Szabo és Babuska, 2011; Paczelt, 1999). MM valasztasatol
fiiggben kiilonb6zo szinth hierarchikus modellhez jutunk, vagyis kiilonb6z6 tipust héj-, lemezelmélet
eredményeit tudjuk elérni, ill. meghaladni. MM a vastagsag mentén a kozelitendd polinom fokszamat
hatarozza meg. MM = 2 -nél a Naghdi-féle héjelmélet feltételei szerint végezziik el a szamitast.

Az elem I, J csomépontjai miatt (1asd 1a. abra), célszerii e két csomokorhoz elmozdulasokat is ren-
delni. igy a teljes elmozdulas a vizsgalt véges elem helyi rendszerében

MM MM am
u =u (6,9 =2] Gn(&ar+Gi(& ) [+ G (6.9a",
m=1 m=1
ami az Osszegzést helyettesité matrixszorzasokkal a kdvetkezd alakba irhato at

u =u (£, =[ G/ (<) +G;(£,¢) ]B'L}rm( G(¢oa

(2,2MM) (2,2MM) 3 np-1)MM)  (2(np-1)MM 1)
(4MM 1)

u =u(£)=6¢¢) d + GEHa @)

(2,4MM) (4AMM 1) (2,2(np-1)MM)  (2(np-1)MM 1)
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A helyi rendszerbeli derivaltak

ou A R
u,=—==GLa+ G.(NHa L E=¢ (5)
65 (2,4MM) (4MM 1)  (2,2(np-1)MM) (2(np-1)MM 1)
ahol
G =GL(§,§)=[G.L(§,C)GE(§,C)}, G} =GL(¢) :|:G:_,§(§’§) Gﬁ,g(é:)] (6)
(2,2MM) (2,2MM) (2,2MM) (2,2MM)
tovabba
q:_,T :[umzl,Wm:l;um:Z,Wm:Z;m;um:i,Wm:i;m;um:MM,Wm:MM :||' | =] ' (7)

émVT _[alr’alz;a2r'aZZ;"';air'aiz;";anp—l,r’anp—l,z;] 1 m:l"'"MM'

@2(np-n)

éT _ |:ém:1,T ém:Z,T ;m;ém:i,T ;m;ém:MM T J ) (8)
L2(np-1)MM)

A (4) alatti kozelitésbol kovetkezik, hogy az | €s J csomokorokben az elmozdulast

MM ul ) ) .
u,=>.aqm1->J gq"= {w} Osszegz€s szolgaltatja, mivel a G (&,£) & tag hatasa zérus a felveendd
m=1 |

(9) alatti N, polinomok miatt. Legyen

N, =051-&)=N,, N,=051+&)=N,,
N, =(0.51+¢&))" -05(1+¢), p=2,3,...n -1

n,=np-1, 9

ahol np a kozelité polinom legmagasabb hatvanya.

A (9) alatti alakfiiggvényekbdl latszik, hogy a (4) alatti els6 tag az elem hossza mentén az elmoz-
dulés linedris valtozasat irja le.

Ekkor a csomokorokhoz rendelt approximacios matrixok és azok helyi koordinatarendszerbeli de-

N
rivaltjai N, =N, (&) ={0 I(gN) (5)}, I > J bevezetésével az alabbiak lesznek
|

. [NRONF, 0 NNR,O NF, 0 :.iNF,0 ]

G<'z,§5£§)_[0 N,F, O NJF, 0 NF 0NF:i.0 N,FMM}_ (10)
:[N|(§)F1Nl(é‘)Fz,...,Nl(f)Fi,...,Nl(f)FMM]:[G;(f,é')GIZ(f,é') vvvvv G:(‘fvé,)v“-ve:wm(éé,)],
-1

Gf,¢(§.§)={(’)\ll'§NFl OFN(I)'fl;Z OF N|'§OF3I\? El'§OF4NO FE';“S:’\IIJF&M OF } |53,

(2,2MM) et et 2 1603 1,604 wreeee 1, MM
G.L,g(ég“){oN T\fFO N(')Fz,'j FO N'Fg'gNOFN'F(;"gNOF EI:IIIS:N'OFM“,:,‘FO },HJ, (11)

(2,2MM) 111¢ 11 2,¢ 113¢ 15g,p erees 17Mm ¢
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tovabba a potldlagos allandokhoz kapcsolt matrixok

. N,F, 0 N,F, 0 :..iN_F, ON_.F 0
G,(5.¢)= . ,m=1..,MM,
(2.2(np-1) 0 N;F, O NJF, . 0 N,F, 0N, ,F
6(&.0) =[6.(£9) 6,50 G0 B (£0)], (12)
(2,2(np-1)MM)
illetve derivaltjaik
. N,.,F,ON,.F, 0 :.iN_.F ON_, .F 0
G, . &= " - S prie m=1...MM ,
Ssonsy, |0 Ny.F, O N, F i.:i0 N_.F, ON_,.F,
. N,F,,ON,F,, 0 i.IN_F _.ON_.F , 0
Gm,g(éé’):{ B e o ne o e },mzl,...,MM. (13)
Ssooy |0 NgF,, O NJF,, ii0 NoF,, 0 Np.F, .

Lathat6, hogy az elmozdulas kozelitése alakilag minden m-nél azonos, a kiillonbséget az
F.(O)=(¢ )m*l tag hordozza. Az MM hierarchikus szint novelésével a héjra vonatkozé megoldas a 3D-

s megoldas felé konvergal. A fentiek szerint elemiink az elmozdulés kozelitése szempontjabdl két (I és
J) csomokorrel rendelkezik, lasd la. abra, tovabba a bels6 & paramétereken keresztiil a héj hossza
(kdzépvonala) mentén magasabb rendli approximaciot is biztositani tudunk.

A koordinata-rendszerek kozotti transzformacio matrixat jelolje T° (globalisbol a helyibe), vagyis

a globalis rendszerbeli elmozdulas a T = (TLG )71 figyelembevételével

UED]_qa
= =TH(E, U (E,8) =
U {W (51 Q,J (©4)u 0

T (6016 (6:0) <(T2.L; L, Ty T}G>(43;j 1)+é<:, o)ag,
Y ’ ' (4MM ,4MM ) '

U (£,0) =TH(E0)(GHE T a® +G(£,0)a) =GO (£,£)a° + 14, (14)

GT AGT
UG :I:gléT:|qG +l:?z-r:|é'
Ow Gw
q(IS,T :|:U m:l’szl;U mzzlwmzz;.“;u m:i,Wm:i;m;U m=MM ,Wm:MM:| , I —)J ,

I
q°" :[q?'T thS’T]’ Ug, :TGLUL,I '

MM
T -t az | csomokornél szamoljuk. A feladathoz tartozo, egy elemhez rendelt ismeretlen paraméterek
szama: N —AMM +2(p-1)MM = (4+2(p-1))MM .

ismeretlen
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sina cosa

Az 1, =05(r,+r, ;)  kozépvonalon véve a T (&) =[ } elemeinek

—cosa sina
(sina=1z/r,cosa =x/r) derivaltjat, (2) figyelembevételével kapjuk, hogy
sina . =—a, cos(e, —$ay), Cosax , =+a, sin(e, —Say),

sinar . =0.5b sin(e, —&ay) /1, coser . = 0.5b cos(ey —Eary) /1, . (15)

Mivel ug(&,¢) =T (&, O)u, (£,¢) , ezért ennek helyi rendszerbeli derivaltjai

U (E.0)  TTHEQ) ope A UED)
T T MO T EO T e (16)
vagyis részletesebben
oug(§,¢) T (E.S) AL GL L LG G
e G T EBL T
H(C e T8, (.05
g (E,8) AT (EL) 0 o ] 6.6
e T B GO T OB E T
+<‘3Ta—(f’4’é<5,;)+TGL(§,4>é,¢(5,§»é
UG (£.4) {95,5 ] o {@5,5 ] 5 W(60) lgﬂf } o {@L,c } N an
o Ow G o Ow G

A kapott vektorok elsé tagjai U, ,U  -nek, ill. a masodik tagjai W, , W -nek felelnek meg.

Tengelyszimmetrikus alakvaltozaskor (Szabo és Babuska, 2011) kis elmozdulasanal és alakvalto-
zasnal forgastestek esetén az alakvaltozasi vektor

&, U,
£ w
&= g = ' . (18)
£, Ulr
7/I'Z U,Z +W,I’

Itt U =oU/or, U,=0U/oz stb. derivalast jeloli. Lathatéan az elmozdulasok r sugar és forgas-
tengely-iranyu z szerinti derivaltjara van sziikség.
Az [U, LU W W 4] derivaltak (16) szerint szamithatok, majd a J Jacobi-matrix segitségével (Sza-

U U
bo és Babuska, 2011; Paczelt, 1999) a globalis derivaltak [U‘r Uu,w, WZ] . ({U'r } =J7 {U'ﬂ ), azaz
: <

z
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(19)

o oa
. o0& o0& , . ..
Mivel a Jacobi matrix J = or o |’ ezért a derivaltak kozotti alabbi ismert Osszefiiggés all fenn
o o
al [aar wa] (o ala) [a
oc |_|orog aeog | |05 of | ax|_ g ax | 20)
ou|Tuar || o o fou| o
oc| |aroc aoc| |oc ac¢ |lax a
A kapott (16) alatti derivaltakkal az alakvaltozasi vektor (Paczelt, 1999)
8r U,l‘ h;rJl I::|-LrJl
g, W, h,, « Ay, .
£= =| = q°+ a=B(£,0)q° +B(£,0)a 21
g, | |UIr o5 It as I > > &)
Yol Y. +We] |hi,+hy, AL, +hT

alakban irhat6 fel. Homogén, izotrop anyagnal ( E — Young-modulus, v — Poissontényezd) az anyagal-
landok matrixa:

1-v v v 0
£ v 1-v v 0
Dzm 14 v 1-v 0 . (22)
0 0 0 1-2v
2
Az elem K merevségi matrixa
[quTaT]K{g }j [ (B(&9)a® +B(£,£)8) D(B(S,£)a° +B(&,£)a) detd d& dg (23)

energiabol nyerhetd, amit felhasznalva az & a szokasos modon az egyensulyi egyenletbdl elemi szin-
ten eliminalhat6 (Paczelt, 1999; Béda és Kozak, 1987).

Az r_, sugaru feliilleten a p, intenzitdsi nyomasbol kapott munkabol

+1

[a°Ta’ ]f=[ (G°(&,¢ =—Da° + G (£,¢ =—1)&) p°2zr detd;. d¢ (24)

-1
az f redukalt terhelési vektor vezethetd le.
Itt detJ, =1y, P = p,[cOsa sina],r=r_,cosa.
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3. Forgashéjakra vonatkozo szampéldak

3.1. Hengeres héj példija

Vizsgaljuk a 2. abran vazolt rugalmas hengerszerkezetet, ami egy vastag fali hengeres héjnak is te-
kinthetd. Rugalmassagi tényezd: E =200GPa, Poisson tényezd v =0,3. Terhelés p=p, =20.0 MPa
belsd nyomas. A henger felsd feliiletén a z tengelyiranyu elmozdulas zérus.

Vékonyhéj-elméletet hasznal a (Herpai és Paczelt, 1977; Paczelt, 1980) cikk p verzios szamitast le-
het6vé téve. Itt most a szamitasokat a fent ismertetett kiilonboz6 hierarchikus modellel (MM =2,...,9)
fogjuk elvégezni, a testet egy elemmel modellezve.

A fenti képletekben o =0, T®, T*® transzformacios matrixok allandoak, igy & és ¢

a
. e . . o0& 0 0 -45
szerinti  derivaltjuk  zérus. A  Jacobi  matrix J= ¢ 0o = , detJ=900,
o o | [20 0
o o¢
9 9¢
I or or _ 0 5 107 -I—GL:|: 0 1i|, TLG:|: 0 - :|
o8 0f| |-22222 0 -1 0 1 0
oz oz

n,=0(np=1) mellett végeztiik el a szamitasokat, igy az Osszes ismeretlen szam NDOF =4-MM .
Kiilonbo6z6 hierarchikus szinteken kapott radidlis elmozduldsok az r, és sugart helyeken a 2c. dbran
lathatéak, mig az alsé z = 0 sikfeliilet z iranyu elmozduldsanak m = MM fiiggvényeként észlelt valto-
zasat a 2d. abra tiinteti fel. A megoldas konvergencidja nagyon jol latszik. A o, és o, fesziiltsegek
konvergencia diagramjait a 3. dbra tartalmazza. A o, és o, 1z sik feletti megoszlsa a 4a,b. dbrdkon
lathatd. A mutatott fesziiltségek a z-ben nem valtoznak. Kozelitd megoldas ellenére az r, feliileten a
o, =—p, feltétel is nagyon jol kielégiil.

Ugyanezen testet Uigy is megvizsgaltuk, hogy a z = 0 feliileten is eldirtuk a z iranyu elmozdulés
zérusértékét. A megoldasban minden z sik pontjai csak sajat sikjukban mozognak. A radialis el-
mozdulasok kevesebbek, mint az el6z6 megtamasztasndl kapottak. Pl. z = 25 mm-nél
u, =u, (u, =0a peremeken) = 0.0040399, mig
U, =u, (u, =0csak a z=90peremen) =0.0041181 mm.

ABAQUS programmal (www.abaqus.com) is megnéztiik a feladatot SAX8R — 8 csomdponti ten-
gelyszimmetrikus elem, 8 x 18 elemes felosztdssal. Kaptuk, hogy o, (r,) = 26,59 MPa, o, (r,) =6,93MPa.
StressCheck programmal (https://esrd.com), p verzios elemekkel, p=8 -nal,
o,(r,) =26,95MPa, 5 () =6,946 MPa . A rugalmassagtani elméleti megoldas (sikalakvaltozast feltéte-
lezve) vastagesére o, (r,) = 26,94MPa, o, (r, ) = 6,94 MPa .

Elvileg a z iranyu normal fesziiltség zérus, ez is jo kozelitéssel fennall, 1asd 4 c. abra.

A fesziiltségek konvergencidjat tartalmazza az 1. tablazat. Jol lathatd, hogy egy elem felvételével a
StressCheck program /p = 8-nal, product térnél / altal kapott eredményeket kevesebb ismeretlen felvé-
telével a mi hierarchikus modelliink szolgaltatja.
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Kiilonbozd falvastagsagnal kapott o, fesziiltségeket tartalmazza a 2. tablazat MM =2 és MM =9
esetén az ipolt = -1 iranyfiiggvényeknél. MM hatéasa jelentés, MM = 9 mellett a hierarchikus modell
eredményei azonosak az elméletiekkel. Itt o, (elmélet) = a vastag falt csé rugalmassagtani analitikus
megoldasa , =25, ., =65; 1, =30, r, =60 stb. belsd, kiils6 sugar paroknal.

Kovetkeztetés: MM novelésével konvergens megoldashoz jutunk, vagyis a modelliink biztositja az
elmélet altal kiszamolt értékeket.

2. dbra. A hengeres test a) terhelése, geometridja, b) Lobatto-pontok alkotta szamitasi halo, ¢) radialis elmoz-
duldsok valtozdsa a hierarchiaszint fiiggvényében, (d) a szabad 7 = 0 sik fiiggdleges elmozdulasa, (ipolt = 0)

3. dbra. A hengeres testben fesziiltségek konvergencidaja az m = MM fiiggvényeként, a) o, radialis

o, IMPa]

z 100+
90+
80+
70
60+
E
E 50
~
40+
30
20+
r 10
0
0 20 40 60 80 100
r [mm]
Radial displacemem‘lr}5 Vertical displacement*10”
4500 2200
U, (r=25,2=0) : - u,(r=252=0) : -
I 2000
4000 o | u=65,2=0) - -
1800/ !
3500, \
T T 1600
E, 3000 E .
=" =" 1a00f '\
2500 \
1200, !
2000 et 1000 X o -
U, (r=65,2=0) = — [ ~
1500
1 2 3 4 5 6 800; 2 3 4 5 6 7 8 9
M m

Radial stress [MPa]

\ )\ or=652=90) - -

Gircumferential stress [MPa)

o{(r=25,2=90) : -

30, S~
25

0(r=65,2=90) - -

b)

fesziiltség, b ) a o, koriranyi fesziiltség vonatkozdsdaban, (ipolt = 0)
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1. tablazat. Fesziiltségek konvergencidja (np = 1)

StressCheck MM, NDF =4MM | o, (r, = 25) [MPa] o, (r, = 25) [MPa]
P, NDF (Hierar)
StressCheck Hierar StressCheck  Hierar
2 3 12 32,21 -8,031
3 28 4 16 28,7749 28,76 -15,692 -15,85
4 45 5 20 27,5821 27,56 -18,563 -18,54
5 66 6 24 27,1377 27,14 -19,563 -19,55
6 91 7 28 27,0034 27,00 -19,871 -19,87
7 120 8 32 26,9610 26,96 -19,963 -19,96
8 153 9 36 26,9492 26,95 -19,990 -19,99
2z [mm] 100 20 30
r[mm]
a) b)
0.02 2.000e+00
- oo ;:‘;:
g :
e 0 -5.000e+00

-0.01-L
20

-1.000e+0L
-1.200e+01
~1.400e+01
-1.600e+01
-1.800e+01

2.000e+01

4. dbra. Fesziiltségek valtozdsa 8 hierarchikus szinten: a) o, vdltozasa
(o,(r,)=26,96MPa ), b) o, vdltozdsa (o, (r,) =—19,96 MPa ), C) o, vdltozdsa, (MM = 8, ipolt = 0),
d) p = 8-ndl a StressCheck altal szamitott o, fesziiltségek
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il
€0 “0 2 [mm]

a) b)
5. dbra. Elmozdulasok: a) radidlis iranyban, b) axidlis iranyban (MM = 8, ipolt = 0)

2. tablazat. o,[MPa] fesziiltségek kiilonbizd falvastagsdgnal

Sugarak | °° % o, (elmélet) | sugarak | °° %o o, (elmélet)
MM =2 | MM =9 MM =2 | MM =9

=25 |32,38 26,95 26,944 =30 |4031 33,33 33,33

=65 | 3,831 6,946 6,944 r.=60 |9,029 13,33 13,33

r,.=35 | 55,02 47,22 47,22 r.=40 |99,05 91,11 91,11

r.=55 | 21,70 27,22 27,22 r.=50 | 64,47 71,11 71,11

3.2. Kiipos héjak példdja

3.2.1. Kapos héj 1

Vizsgajuk a 6. abran vazolt tengelyszimmetrikus testet.
Itt a képvonalon tane¢, =20/90, mig a tobbi helyen

o = arctan &> (% —rz)—Z(r4 —6)-(+¢)) =arctan(A(¢)), -1<¢<1. Ha az « a ¢ fliggvénye, akkor

sziikség van ennek a derivaltjara:

9a _ 58 rotan /I(g))% 1 - 0.5(5-1)
oc oA o 1422 g

a) b)
6. dbra. Kupos héj a) geometridja, b) koordindtavonalak a Lobatto-integrdldsndl
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Mivel a helyi &¢ koordinata-rendszer ferdeszogli ezért kiilon megfontolast igényel az rz és a £ rend-

szerekben értelmezett elmozduldsok transzformalasa.
Legyenek a & és ¢ tengelyek iranyaban felvett bazisvektorok g,, g, . Ekkor

g, =sinae —cosae,, ¢,=e€,, g;=€,.

Az elmozdulasmez6k: ug; =Ue, +We,, u_=u'g, +W’g,, U_, =Ug" +wW,g°.
A reciprok bazisvektorok az alabbiak

g = 9,%09; _ €, g’ = U;x0, _—sinae, —cosae, g = 8x0 __cose,
- - L - - 1 - - )

Yo 70 70 70 7o 7o

ahol y,=9,-(9,xg,)=—Cosa .

9 e
w, —_— — —

— g w2 U

¢
A
W
7. dbra. Koordinata-rendszerek és az elmozduldsok értelmezése ( g, -et a numerikus Lobatto féle integ-
ralas ¢ = 0 koordindtavonala jeloli ki).
Ily modon a 7. abra felhasznalasaval
u'=Usina-Wcosa, W’ =U,tovabba u, =-u'cosa, W,=-W’COSc.

Ebbdl kovetkezik, hogy a globalis elmozdulasok €s a reciprok bazison értelmezettek kozott allnak

az alabbiak:
u 1 |-sinacosa cos’e ||U
uL'rb — 1 — - — -I-LGq ,
W, | €0s®«|—cosa 0 W

illetve a reciprok bazison kapottaknak a globalisba valo visszavitelét az alabbi transzformacio szolgaltatja:
0 -—cos u U
q = TGLUL = H * ' = '
' 1 —sina || w, W

127




Paczelt 1., Szabo B., Baksa A. Hierarchikus forgashéjak

10 . . "
Természetesen fennall TS T = [0 J eredmény, az elmondottakat igazol6 egyenldség.

Kiilonb6zé MM és np értékeknél lefuttatott programunk altal kapott eredmények konvergenciajat
jol érzékeltetik a 3. és 4. tablazatba foglalt adatok. Jol lathato, hogy MM =6 ¢és np = 5 felett mar az
eredmények lényegesen nem valtoznak, bar a radialis fesziiltségnél a dinamikai peremfeltétel csak az
MM = 8-nal elégiil ki.

3. tablazat. o, (r = 25,2 =90) [MPa]

MM np=3 np =4 np=>5 np==6 np=7

4 -16,024 -15,562 -15,783 -15,845 -15,752
5 -18,629 —18,246 -18,414 -18,154 -18,114
6 —-19,598 -19,511 -19,700 -19,645 -19,792
7 19,854 -19,824 -19,860 -19,769 -19,759
8 —-19,951 —-19,950 —-19,982 -19,979 -20,027

A potencialis energia az 5. tblazat szerint valtozik az MM ¢és np valasztasatol fiiggden. A konvergen-
cia feliilet a 8c. abran lathat6. A potencidlis energiat az r =r, sugaru feliileten hat6 p, nyomas munka-

jébol szamoltuk ki az U(r, z, <z < z) radidlis elmozdulas segitségével, numerikus integralas révén.

4. tabldzat. o, (r = 25,7 = 90) [MPa].

MM np=3 np =4 np=>5 np==6 np=7
4 26,792 26,909 26,943 26,895 26,950
5 25,727 25,886 25,877 25,998 26,044
6 25,326 25,364 25,325 25,368 25,314
7 25,215 25,230 25,254 25,314 25,320
8 25,174 25,175 25,202 25,223 25,326

[MPa]
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8. dbra. Konvergencia feliiletek a o, (r =25,2=90) és a o,(r =25,2=90) fesziiltségekkel és
a potencidlis energiaval kapcsolatosan

5. tabldzat. 11, [Nmm]

MM np=1 np=2 np=3 np=4 np=>5 np==6 np=7

4 -524,03 -520,23 | 519,21 | 515,29 -514,74 -514,32 -514,28
5 —529,24 -533,95 | -533,63 | -531,75 -531,55 -530,95 -530,67
6 -530,04 -536,85 | -536,95 | —536,36 -536,52 -536,23 -536,18
7 -530,16 -537,30 | -537,59 | 537,40 -537,80 -537,65 -537,61
8 -530,17 -537,36 | -537,70 | -537,67 -538,06 —538,01 -538,01

Az MM =8, np =5 esetén kapott elmozdulas mezoket a 9. abra, a fesziiltségeket a 10. abra tartalmazza.

T06-

100

u-*1o0® mm)

z 02+ :

20

80

100 2 [mm)]

120 0
r [mm]

9. dabra. Az elmozdulasmezok r és z iranyu U, W skalar koordinatadi.
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=10+

o, [MPa]

-156+ -
100

r [mm]

10. dbra. Normalfesziiltségek megoszidsa az rz meridian sikban

Amennyiben a kip felsé és alsé feliiletén a fiiggdleges elmozdulas zérusra van elbirva, akkor a
MM = 8, np = 5 esetén kapott fesziiltségek lefutasa a 11. abran bemutatott mdédon valtozik.

A kupos test kétfajta megfogasa az elmozdulasmezdk és a fesziiltségmezok kiilonbozoségét okoz-
za. Kiilonosen jol lathato ez a z irany normalfesziiltség lefutasaban.

A kipos héj Z=90 es peremének fliggdleges megfogasanal a StressCheck programmal kapott
eredményeket az alabbi 12. dbra mutatja.

Konvergencia az r = 25, z = 90 helyen szamolt korirany fesziiltségre vonatkozoan a 13. abran lathato.

Osszehasonlitva a sajat eredményiinket a StressCheck altal kapottakkal, a hiba mértéke

o, (r=25,z=90, StressCheck) —o_(r=25,z=90, MM =8,np=7)
error =100—-2 2
o, (r =25,z =90, StressCheck)

25,694 - 25,326
25,694

::100 ::1,4396

ami azt hangsulyozza, hogy a hierachikus modell is igen jo kozelitéssel oldotta meg a feladatot. Az
ismeretlenek szama 153 (StressCheck) ill. 128 (Hierar).
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[MPa]

o

-154 100

120 0 z [mm]

100

60

40
r [mm]

80 20

100 1207 0 2 [mm)

r [mm]

11. abra. Normalfesziiltségek és z iranyu elmozdulasmezd megoszlasa az rz meridian sikban also és
felsd peremek zérus fiiggdleges elmozdulasakor (MM = 8, np = 5)

- Units = MM/N/SEC/C
u"“sm )’M.fs[c.-’( LINEAR ID=5S0L
LINEAR TOmSOL Run=6, DOF=153

Fé. =S Fnc. =St

- Max=  2,569e+01

:::;f ggg:-gi Min=  2.595e+00
0.00e+00 2.569e+01
=2.00e+00 2.338e+01

~4.00e+00 2.107e+01
~6.00e+00 1.876e+01
-8, 000400 1.645e+01
=1.00e+01 1.414e+01
-1.20e+01 1.183e+01
~1.40e+01 9.5240+00
~1.60e+0L 7.215e+00
~1.80e+01 4.905e+00
=2, 00e+0L 2.595e+00

a)

12. dbra. Radialis és koriranyu fesziiltségek p verzios véges elemmel szamolva, p = 8
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Points: Solution = SOL, runs #1 to #6
R.Z.T = (2.500000e+01,9.000000e+01,1.500000e-02), System=Global, 3 midsides (.Block)
u .
St Limit

27.04
265

26.0-

L1l F'I'I'f'l'l“"l'['I'T'I’I'ITI']T'I'I"I'I'l"l'l'TI'I'L'I"I‘I_I‘f'l'l'"l']"l'r i A T II 1L IT - TTT - Il W
30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
DOF

Est.Limit=2.569026e+01 ( 0.01%)

un DOF St Limit

2% 2.7009¢+01 2.5690e+01
45 2.6173e+01 2.5690e+01
66 2.5831e+01 2.5690e+01
9 2.5736e+01 2.5690e+01
120 2.5702e+01 2.5690e+01
153 2.5694e+01 2.5690e+01

- SRV R ST -

13. dbra. o, (r =25, z = 90) konvergencidja 3< p <8 polinom fokszamoknal

3.2.2. Kiipos héj 2
Vizsgaljuk a 14. abran vazolt szerkezetet. Ellentétben a Kupos héj 1-gyel itt az 1-es, 2-es peremeken a
fesziiltségallapot szingularitassal rendelkezik. Az 1-J alkotta kozépfeliiletre merdlegesen alkalmazott
F.(¢{) tag pedig a héj vastagsdga menti elmozdulds megoszlasat van hivatva befolyasolni.

A megoldas folyaméan az np a kozépfeliilet elmozdulasmezejénél hasznalt polinom fokszamat adja
meg, a hierarchikus szinteket az m=1,..,MM tagok képviselik a (4)—(13) -es Osszefiiggésekben.
A transzforméacios matrixok

sina cosa sine  —-cosa | , , , , _ e ,
T = . , T = ] allandoak, igy & és ¢ szerinti derivaltjuk zérus:
—cosa  sina cosa  sina

Varhato, hogy egy elem felvételével a szingularitast nem tudjuk lekezelni.

Ezt j6l mutatja a o, normal fesziiltség megoszlasa (15a. dbra). Az 1-es és a 2-es csomokoroknél a
fesziiltség megemelkedik, mig a test kozepén az lecsokken. Elvileg —20 MPa kellene, hogy legyen a
feliileti nyomasi terhelés miatt.

Konkrét fesziiltségek és elmozdulasok értékeit az MM és np fiiggvényeként a 6—10. tablazatok tiin-
tetik fel.

Az elmozduldsra és a o, -re vonatkozolag a konvergenciafeliileteket a 16. abra tiinteti fel, a
6 <MM ¢és 5<np esetekben nincs 1ényeges valtozas.

6. tablazat. o, (r=r,,z=2,) [MPa]

MM np=3 np=4 np=>5 np==6 np=7

4 —16,665 —15,998 —15,549 —14,984 —14,560
5 —19,208 19,097 —-18,919 18,574 17,869
6 —-20,101 —20,308 —20,406 —20,407 19,724
7 —20,338 —20,595 —20,958 -21,179 —-20,817
8 -20,411 —20,685 -21,141 -21,391 —21,322
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7. tablazat. o (r=r,,z2=0,5(z,+z,)) [MPaq]

MM np=3 np=4 np=>5 np==6 np=7
4 12,678 12,376 12,322 —12,459 —12,477
5 -16,383 -16,193 -16,186 -16,369 -16,330
6 —17,956 —-17,805 -17,734 -18,011 -17,879
7 -18,614 -18,488 18,274 -18,664 -18,425
8 —18,866 18,743 -18,403 —18,869 —18,545
8. tabldzat. c,(r=r,,z=12)[MPa]
MM np=3 np=4 np=>5 np==6 np=7
4 19,302 19,810 19,227 19,349 19,307
5 18,225 18,882 17,931 18,222 18,235
6 17,811 18,421 17,145 17,444 17,376
7 17,705 18,308 16,803 17,085 16,759
8 17,674 18,270 16,679 16,990 16,419
9. tablazat. c,(r=r,,z2=0,5(z,+z,)) [MPa]
MM np=3 np =4 np=>5 np==6 np=7
4 27,512 27,355 27,302 27,306 27,313
5 26,083 25,923 25,834 25,816 25,838
6 25,427 25,256 25,168 25,126 25,188
7 25,147 24,968 24,923 24,845 24,963
8 25,040 24,859 24,862 24,757 24,921
10. tdblazat. U(r =r,,z=12)-10" [mm]
MM np=3 np=4 np=>5 np==6 np=7
4 32437 32143 31830 31707 31620
5 32532 32324 31993 31899 31779
6 32522 32326 31995 31890 31765
7 32517 32323 31991 31866 31752
8 32517 32323 31990 31855 31751
w

I, =r, = 25.47625879 I, =104.5237412
z,=85.66139084 2z, =8.78305360
7,=-8.78305360  r, =64.5237412

z, =94.33860915
a =0.218668945873942 rad

constraint W, =0

14. dabra. Kupos héj 2 geometridja, a globalis és a helyi rendszerben értelmezett elmozdulasok
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A StressCheck altal kiszamolt eredmények a 17. abran lathatoak.

i

o [MPa]

2 [mm] 100 20

r [mm]

r [mm]

c)

15. @bra. o,,0,,0,, fesziiltségek megoszlasa MM = 8, np = 5 értékeknél

VP2

Z

U107 (r=r z=2,) [mm]

16. dbra. Konvergenciafeliiletek az r iranyu elmozdulasra és a o, (r =r,,z=1,) fesziiltségre
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Units = Other
LINEAR ID=SOL
Aun=6, DOF=577

Kuposhej2 Radial stress

Fnc, =St

Max=  3.529e+01
Win=  3.196e+00

Maxe 6e-02

wins -2.190e+01

3.529e+01
5.3860-02

3.208e+01
-2.1420400

-4.3370400 2.8878401
~6.533e+00 2.566e+01
-8:7206400 2.2454401
Ao 1.924e400
=1.312e+01

1.6058+401
-1.531e401

1.2828+01
17510401

19710401 9.6158+00

-2.1908+01 6.4068+00

5.1966+00

Kuposhej2 (30)

Harmadik ffeszilitség L 3
Solutionwith Stresstheck 12.1
25-degreesector

x l

c)

17. dbra. Kup2-ben ébredd fesziiltségek. a) radidlis, b) korirdany fesziiltségek 4 db gyiirii alaki elem-
mel (NDOF = 577), c) hexahedron elemekkel 45-6s szeleten végzett szamitds legkisebb fifesziiltség
megoszidasa (NDOF = 14168)

A kétfajta modellezéssel kapott potencialis energiak konvergenciajat a 18. abra tiinteti fel. A StressCheck
megbizhatobb konvergencidja a pontosabb megoldast mutatja. A kétfajta megoldas kozotti eltérés kicsiny,
1% kornyéki. A radialis fesziiltségekben az 1-2 peremen a —20 MPa-t6l valo eltérés kb. 7.5% -os, ami ra-
mutat arra, hogy ezzel a modellel szingularis fesziiltségallapotot nem lehet megbizhat6an megkdzeliteni.

Convergence of the ® [Nmm]

-530
@
-540f
' StressCheck p=3-8: -, Hierar np=7, MM=3-8: - —
5500
|
)
E -5601 ‘
g :
w>-570F !
,
580 3
.
o
590 beoo
-800,
0 100 200 300 400 500 600

NDOF

18. d@bra. A kétfajta modellel szamolt potencidlis energiak konvergenciagorbéi
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3.3. Vastag fali gombhéj példija

Vizsgaljuk a 19. dbran vézolt, a bels6 gombfeliileten p, =20 MPa nyomadssal terhelt vastag falt héjat.
Anyagallandoi megegyeznek a 3.1. példaban megadottakkal.

Geometriai méretek: belsé sugar r, =r,_, =25mm, kiils6 sugar r, =r, , =65mm.

Geometriai peremfeltételek: radialis elmozduléds zérus a z tengely mentén, ill. a fliggdleges elmoz-
dulas a z = 0 tengelyen.

Ismeretes a feladat rugalmassagtani pontos megoldasa.

Vagyis bevezetve az alabbi nyomast: p, = p,r’ /(7 —1.) , a fesziiltségek

o.(r)=p,@-r/r%), o,(r)=p,A+r/2r%
Osszefiiggések szerint valtoznak, amelyek a belsd, kiilso feliileteken
o, () =—p,, 0,(1,)=p,A+r12), o,(r)=-15p,.
A sugariranyti elmozdulasok a belsé és kiils6 feliileteken
u,(r) = p,L(K+r2/4Gr?), u (r,) = p.r (K +1/4G),
ahol a szokasos anyagallandok G=E/2(1+v), K=(1-2v)/2G@1+V).

Adatainkkal G = E/2(1+v) =0.7692307692307692-10° N/ mm?
K =(1-2v)/2G(1+v)=2.0-10° mm*/ N,

p, =1.206563706563707 MPa , o (r,) =—20 MPa, o, (r,) =0.,
o, (r,) =11.809845559845559 MPa , o, (r,) =1.809845559845560 MPa

u, (r,) = 0.001783361486486 mm, u, (r,) = 4.117398648648649-10~* mm
e}

b @, =90

19. dbra. Vastag falu gémbhéj
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A StressCheck program altal kapott megoldast a o, vonatkozasaban a 20. abra tiinteti fel.

Sajat modelliinkkel MM = 8, np =5 mellett a fesziiltségek és elmozdulasok a helyi koordinata-
rendszerben a 21. abrakon lathatoak.

units = MM/N/SEC/C Units = MM/N/SEC/C

n“.,‘:‘-?" coreis Rin; 00r-153
i ] o L
0.000e+00 1.183e+01

- -2.0006+00 1.083es01
~4.000e+00 9.625e+00
-6.0006+00 §.8248+00
-§.0000+00 7.8226+00
-1.000e+01 6.8218+00

- =1.200e+01 5.819e+00
=1.400e+01 4.818e+00
-1.600e+01 3.816e+00
-1.800e+01 2.8150+00
-2.000e+01 1.813e+00

20. dbra. StressCheck dltal kapott o, és o, vadltozasa a ggmbhéjban np=_8 értékénél NDOF = 144,
illetve 153 ismeretlennél

21. abra. Fesziiltségek a helyi rendszerben a) o, tangencialis, b) o, radialis iranyban, tovabba a

koriranyu o, fesziiltség. A gombszimmetria miatt o, = o,
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22. dbra. Elmozduldsok,

80
60

a) helyi rendszerbeli sugdriranyu elmozdulds, b) r iranyu U,
¢) z iranyu W elmozdulas

11. tablazat. Gombre vonatkozo konvergencia adatok,
np=1,np=2,np=3,np=4,np=5np=6, o;[MPa], u [mm]

MM o, o, o, oy u,
(r=0,z=25) (r=0,2=65) (r=0,z2=25) (r=0,2=65) (r=0,z2=25)

4 14,825 1,1308 -12,038 -1,5318 0.0017487
5 13,105 2,0783 -16,863 0,63307 0,0017790
6 12,286 1,7093 -18,876 -0,23306 0,0017829
7 11,971 1,8443 -19,622 0,08041 0,0017833
8 11,862 1,7986 -19,878 0,02626 0,0017834
9 11,829 1,8123 -19,956 0,005754 0,0017834

A kapott eredmények egyrészt az elmozdulas és a

megoldast, masrészt szamszerisitve
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o,(r=0,z =25)-c, (exact)
o, (exact)

nél a hiba 0.136%, amelyek tgyszintén igen jonak tekinthetok. Mivel a gombnél a kdzépvonalon az

elmozdulasok az £ koordinatatol fiiggetlenek, az elmozdulast elegendo6 linearis fiiggvénnyel kozelite-

ni. E miatt az np novelésével az eredmények nem valtoznak. Vagyis a feladatot MM =9, és np = 1-et
felvéve, NDOF = 36 ismeretlennel lehetett a feladatot megoldani. A gémbre vonatkozé konvergencia-
adatokat a 11. tablazatba foglaltuk.

A Kkiilsé sugar hatasat jol érzékelteti a 23. dbra. Az eredeti gomb belsé sugarat r, =r,_, =25mm
megtartva, Ar=25mm-es lépcsdkben azt ndvelve, a Kapott r =r, , =25+isug-Ar, isug=1,...,16
kiils6 sugarti gombhéjakat megoldva szemléljiik a bels6 feliileten dinamikai peremfeltétel teljesedését.
Elvileg o, =-20MPa kell, hogy legyen. Lathat6, hogy vékonyabb héjaknal (r =50 mm-ig), mar
MM =5, 6- nl tejesiil ez a peremfeltétel, de a nagyobb falvastagsagnal, mar fentebb kell menni, s6t az
r, =65mm-es héjnal az MM =9 érték —20 helyett csak —19,956 MPa szolgaltat. Az is jol latszik na-

gyobb kiilsé sugarnal a konvergencia lassubb.

=0.162%, mig o,(r=0,z=65)-

o,(r=0,z=25)-nél a hiba: error o, =100

" 20 ‘1p A
r,, fadius [mm] MM 1, radius [mm]

70 2

MM
23. dabra. Konvergencia feliileteK kiilonbozé gombhéjaknal, az MM hatasat vizsgalando, a) o,,, b) o,

MM = 2-nél (ami linearis kozelitésnek felel meg), igen rossz a o, kozelitése, még a negativ értékil
tartomanyba se esik bele. A legelsd héjnal (r, =25, =27.5) a o, irdnyu normal fesziiltség a vizsgalt
helyen (r =0,z=r,=25) MM =2-nél 108,23 MPa, a pontos 100,64 MPa helyett, mig a radialis el-
mozdulés a belsd feliileten 0.0095039 mm, a pontos 0,0095555 mm helyett. Ez a szokasos vékony

héjaknal hasznalt kozelitésnek felel meg, amely a héjat terhelé nyomasi peremfeltétellel nem foglako-
zik. MM > 2-nél a pontos megoldast kapjuk az elmozdulasra.

3.4. Korlemez példdja
Allandé vastagsagli korlemezt vizsgalunk (lasd. 24. abra), amelyre alulrél z=—b/2=-10 mm feliile-
ten p, =5 MPa nagysagu nyomas hat. Az R = 100 mm-es peremen kétfajta megtamasztas lehetséges: 1.

befalazott, azaz U =W =0, 2. gérg6sen alatamasztott, azaz W =0 végig a lemez vastagsaga mentén.
A hierarchikus modellezéssel jol lehet majd érzékelni a vastagsagmenti elmozdulas kiilonb6zo fokt

crer

Osszevetésére ad kivalo lehetdséget. A lemez vastagsaga b =20 mm, ezért mar a lemez vastagnak te-
kinthetd, b/R=0.2.
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1. 2.
tw 3 3
e, J J{) W, =0
. fw 2 2
3 é/I UJ ZWJ :O
‘ e
4. < 3
| Pl > v —
e. ¢ J re .y
16 2
}'1420
! r,,=R .
a)
100~
80
60+
=)
E
~ 40_

20+

24. dbra. Koralaku lemez egy elemmel modellezve, a) geometria, koordindta-rendszerek és
elmozduldsok, b) végeselemes szamitasnal hasznalt Gauss integraldsi vonalak

1. varians megoldasa

t [mm]

b)

25. dbra. o, = o, valtozasa MM = 2,5 fiiggvényeként
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o, [MPz]

r fmml ¢ [mm]

[MPa]]

eq

o

r [mm)

28. dbra. o, redukalt fesziiltség valtozasa MM = 2,5 fiiggvényeként
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W * 10° [mm]
@D @
2 2
5

n -~
o o o
£ -

c) d)
29. abra. U (a,b) és W (c,d) valtozasa MM = 2,5 fiiggvényeként

2. varians megoldasa

A lemez szélén gorgds tamasztast alkalmazva az elmozdulasok, fesziiltségek nagyobbak lesznek.
Az eredményeket nem részletezve, MM = 8 hoz tartozoan mutatjuk be azokat.

r [mm]

30. d@bra. Elmozdulasok a gorgds alatamasztasu lemeznél
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o, [MPa]

80 100 -10 2 [mm]

[MPa]

eq

L

80 0 10 2 [mm)

3l. dbra. o,,0,,1,, 0y fesziiltségek a gorgds alatamasztasi lemeznél

A hierarchikus szintt6l fiiggéen a nyirofesziiltség megoszlasa jelentésen valtozik. Mig MM = 2 mellett
a lemez megfogasanak peremén linearis, MM =3, 4,... mar parabolikus lesz a vastagsagmenti meg-
oszlas. A o, megoszlasat a modelliink nem tudja pontosan lekdvetni (lasd a 32. abrat). A meridian
keresztmetszet sarokpontjaiban a szingularitds miatt a fesziiltség abszolut értéke megnd, a z = 10
peremen kb. a -5 MPa fesziiltséget megkapjuk, mig a z = 10 peremen jol kozelitjiik a zérusértéket.
Mivel a tobbi normal fesziiltség joval nagyobb, a redukalt fesziiltség megoszlasa (28. abra, 31d. abra)
megbizhatonak mondhato.
A potencialis energidk vonatkozasaban a konvergenciagdrbék a 33. abran lathatok.

80 0 10 z[mm]

r [mm]

32. d@bra. o, fesziiltség megoszlasa gorgds alatamasztasu lemeznél (MM = 8)
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Convergence of the z_ [Nmm)]

-100
plate(r=100,b=20), sealed plate

-105
\

—110f

[Nmm]

= 115

\
\

-120 \

\

-125,

Convergence of the L [Nmm]

-1.258

-1.26|

-1.262

-1.264

x_[Nmm]

(]

-1.266

-1.268

-1.27|

plate(r=100,b=20), roller-supported plate

-1.27 S

b)

33. dbra. 11, potencialis energia konvergencia gorbéje a vizsgalt lemezeknél,

a) befalazott lemez, b) gérgés megtamasztasu lemez

Modifikalt megfogasok
A klasszikus lemezeknél hasznalt befalazas és a gérgds tamasz klasszikus megfogasa helyett, a szingu-
laritasok csokkentésére, modelliinknél az R=100 mm-es peremen parabolikusan megoszld nyiréd fe-

sziiltséget helyeziink el a fiiggdleges terheld erdt ellensulyozva, tehat

b/2

27R | 7,(1-?)dS = Rorp, egyenletbél 7, = %% R =185 MPa adédik.

—b/2

Vagyis az 1-es befalazasnal, a W(R,z=0)=0 fliggéleges elmozdulas és U(R,—b/2<z<b/2)=0
radialis elmozdulas eldirt és a fenti megoszloterhelés hat —z iranyban, mig a 2-es gorgds tamasznal az
elébbiek az U radialis elmozdulas megkotése nélkiil. Ezeket a megfogasi eseteket Modifikalt megfo-
gas 1-nek, ill. Modifikalt megfogas 2-nek fogjuk elnevezni.

12. tablazat. Megfogdsi varidciok fobb eredményei (np =6, MM = 8, p, =5MPa).

u, =W o, 7, O Oy

Variacio (r=0,z=-10) | (r=0,z=-10) | (r=R,z=0) (r=0,z=-10) | (r=R,z=-10)
mm MPa MPa MPa MPa

1 0,0611 41,61 8,40 92,98 79,73

Mod 1 0,0624 —67,33 —15,00 62,62 98,00

2 0,2233 —155,50 -16,87 150,95 62,60

Mod 2 0,2233 —-155,31 -18,75 150,34 63,59

Elmélet 1. v. | 0,05312 61,25 93,5

Elmélet 2. v. | 0,2187 154,68 155

Osszehasonlitva a megfogasi varidciok néhany eredményét a 12. tablazat tartalmazza. Lathato, hogy
habar az elmozdulasok kozott nincs 1ényeges eltérés, a fesziiltségeknél az 1-es megtamasztasnal
azonban mar igen. A megfogasi nyirofesziiltség hasznalata segitette a simabb megoldas elérését.
Vékonylemez-elmélet szerint szamitottak (Ponomarjov et al., 1965) az Elmélet soraiban talalhatok.
Mivel az altalunk vizsgalt kdrlemez vastagnak tekinthetd, az eltérések érthetdek.
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A 34. dbra a 2. megtamasztads modositott esetében mutatja a 7z, nyir6- és o, normal fesziiltség
megoszlasat, jol kielégitve a dinamikai peremfeltételeket. A o,,0,, 0, fesziiltségek gyakorlatilag
azonosak a 31. abran, az elmozdulasok pedig a 30. abran latottakkal.

L]
oy ey
vy

o, [MPa]

80
_ z[mm
100 -10 [mm] r [mm]

r[mm]
34. dbra. A 2. modositott megtamasztasnal keletkezo t,, és o, fesziiltségek megoszidasa
A modositott 1-es befalazasi feladatnal a radialis elmozdulast, a redukalt, radialis és a koriranyu fe-
sziiltség megoszlasat lathatjuk a 35. abran. Vékony lemezeknél a befalazasnal az M, =vM, (Ponomar-

jov et al., 1965), ezért a keletkez0 fesziiltségek is egymassal v Poisson tényez6vel vannak kapcsolat-
ban. Ez globalisan megfigyelhet6 a mi esetiinkben is.

[MPa]]

eq

c

r [mm]

35. dbra. Az 1. modositott megtamasztasndl ébredd a) radidlis elmozdulds, b) o,, redukdlt fesziiltség,
C) o, radidlis, d) o, korirdnyu fesziiltség megoszldasa
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Hasonléan a gémb feladatahoz itt is megvizsgaljuk a lemezvastagsag hatasat a megoldas konvergenci-
ajara a 2. modositott megtamasztdasnal (gorgos alatamasztas). A vékony lemezek miatt a terheld nyo-
mast p, =0.5MPa -ra valasztjuk. A 36. dbran a o, fesziiltségre, a forgastengelyen 1év6 also pont fiig-

gbleges elmozdulasra vonatkozo megoldasok értékeit, illetve a potencialis energiat szemléljiik a vas-

“ ey

Minden fiiggvénynél az MM >5 valasztassal az értékek gyakorlatilag allandosultak, a o, -re vonat-

koz6 peremfeltétel teljesiil. Az elmozdulas erdsen fligg a lemez vastagsagatol.

Az is vilagos, hogy a dinamikai peremfeltétel kielégitéséhez MM >5 értékeket kell valasztani.
A 13. tablazat megmutatja, hogy az o,(r=0,z=-b/2) és u,(r=0,z=-b/2) értékei az MM =2 ¢s
MM = 9 nél kevéssé térnek el egymastol, ami alatamasztja a klasszikus lemezelméletek hasznalatat.

13. tablazat. Tipikus eredmények kiilonbozé falvastagsagu lemeznél

b [mm] 5 10 15 20 25
u,(r=0,z=-bh/2)
[mim], MM = 2 1,0618 | 013395 | 0,042999 | 0,017365 | 0,009134
MM = 3 13931 | 017482 | 0,052156 | 0,022219 | 0,011524
MM = 9 15935 | 017506 | 0,052302 | 0,022327 | 0,011609
o,(r=0,z=-b/2)
25714 | —64286 | -28571 |-16,071 |-10,286
[MPa] 24795 | —62.423 | 28046 | -15965 |-10,331
MM = 2 24756 | -61,935 | -27,563 | 15533 |-9,9631
MM = 3
MM = 9

0,(r=0, 2=-b'2) [MPg]
u,(r=0, z=-b/2) [mm]

_— 4

b)

Thickness [mm]

Thickness [mm] 25 2 MM

36. abra. 2. modositott megtamasztasu lemez konvergenciaeredményei a) o,(r =0,2=-b/2), b)
u,(r=0,z=-b/2), ) I, mennyiségekre vonatkozoan.

146



Paczelt 1., Szabo B., Baksa A. Hierarchikus forgashéjak

4. Osszefoglalas

A hierarchikus végeselem-modellek felépitésének gondolatat el6szor a (Stein, 2012) publikacioban
talaljuk meg. E kozelitési moddal a tartok, lemezek, héjak elmozdulasallapotat egyrészt a hosszmenti,
masrészt az erre merdlegesen felvett fliggvényekkel, azok szorzataval tudjuk megkozeliteni. A kereszt-
iranyt elmozdulasfiiggvények (polinomok) /iranyfiiggvényekl/ fokszamanak novelésével kiilonbozo
hierarchikus szinteket tudunk elérni, egyre kozelebb jutva a haromdimenzids fesziiltségi allapothoz.
A jelen munkaban ezt az elevet forgasszimmetrikus testekre, héjakra alkalmaztuk. Az elméleti egyen-
letek levezetését kovetden konkrét testeket vizsgaltunk: vastag falu hengeres testet, kupos testeket,
gombhéjat, koralaka lemezt. A szdmitasoknal a kozelitést a hossziranyban bealld valtozast kifejezo
polinom /mezdfiiggvények/ np fokszamaval és a keresztiranyban alkalmazott polinomok MM szamanak
felvételével tudjuk jellemezni. Bevezetést nyertek a kiilonb6z6 mechanikai mennyiségek konvergenci-
ajat szemléltetd konvergenciafeliiletek az np, MM fiiggvényében.

A jelen modell eredményeit rugalmassagtani elméleti megoldasokkal, ill. 3D-s végeselem prog-
rammal kapottakkal vetettiik 6ssze. Ha a szerkezet nem tartalmazott szinguldris fesziiltségi pontokat,
akkor igen jok a kozelitések, kb. 2%-nal kisebb eltéréssel dolgoztak, mig szingularitasoknal mar ke-
vésbé remekeltek (lasd kup 2 esetet). Nagy elénye a modelliinknek, hogy kevés ismeretlennel is célhoz
ériink nagy pontossagii megoldasokat kapva. A konvergens megoldast ad6 hierarchikus szint megadja
azt is, hogy milyen tipust hé¢jmodellek alkalmazhatok a kérdéses szilardsagtani feladat megoldasara. A
konvergens megoldasok igazoljak a modell alkalmazhatdsagat, a kapott eredmények gyakorlat szama-
ra elfogadhato voltat. A modelliinkhoz kapcsolodo szamitasokat FORTRAN programnyelven készitett
laptopon futatott programmal végeztiik el. Osszevetve eredményeinket a térbeli megoldasokkal, helyes
eredményekrdl beszélhetiink, ugyanis a kapottak jol megkdzelitik a térbeli feladatok megoldasait.
Természetesen még pontosabb eredményeket a hierarchikus modellezés helyett célszeriibb a mar ki-
dolgozott és kiprobalt 3D-s végeselem programok hasznalataval biztositani, hisz ezek mar egy lapto-
pon is nagyszamu ismeretlennel képesek dolgozni, pl. (https://esrd.com).
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