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Absztrakt

A linearis horugalmassagtan anyagmodelljei nem alkalmasak a gumiszerii polimerek alakvaltozasa
soran megjelend termoelasztikus inverzios jelenség modellezésére. Ugyanez vonatkozik a logaritmikus
nyuldsokra épiilé, Hencky-tipusi linedris modellekre, noha utobbiak elénydsen alkalmazhatok
meérsékelten nagy rugalmas alakvaltozdasok leirasara is, a fesziiltségek és a nyulasok kozotti
exponencialis fiiggvénykapcsolatnak koszonhetéen. Ez a cikk a Gibbs-féle szabad energian alapulo, a
Kirchhoff-féle fesziiltségtenzortol és a hémérséklettél, mint termodinamikai alapvaltozoktol fiiggd,
Hencky-tipusi: hérugalmas anyagmodell egy lehetséges modositdsat mutatia be. Az anyagi paraméterek
homeérséklettol valo fiiggésének bevezetésével a modositott modell alkalmassa valik a gumiszeri
anyagoknal megjelend termoelasztikus inverzios jelenség és a kapcsolodo hatasok modellezésére is,
meérsékelten nagy alakvaltozasoknal. A nyulasokra és az entropiara szdarmaztatott anyagegyenletek
alkalmazhatosaga az egytengelyii és a kéttengelyii huzas feladatain keresztiil keriil bemutatasra, illetve
osszevetésre a linedaris modellel, valamint a nemlinearis Ogden—Holzapfel-féle anyagmodellel.

Kulcsszavak: hdrugalmassdigtan, Gibbs-féle szabad energia, logaritmikus nyilds, térfogatallandosdig

Abstract

It is well-known that linear thermoelastic models are unable to predict the thermoelastic inversion effect
and related phenomena in rubber-like polymeric materials. This limitation also applies to the
logarithmic stretch-based Hencky-type linear models, even though they can be advantageously applied
to moderately large deformations due to the exponential relationship between stress and strain
variables. This paper presents a slightly modified Hencky-type thermoelastic constitutive model based
on the Gibbs free energy, which is considered a function of the Kirchhoff stress tensor and temperature
as independent constitutive variables. By introducing temperature dependence into the material
parameters of the linear model, modified constitutive equations for stretch and entropy are derived. The
capability of the proposed model to predict the thermoelastic inversion phenomenon and structural
heating is investigated for uniaxial and equibiaxial tension problems. The results are compared with
those obtained using the nonlinear Ogden—Holzapfel thermoelastic model for incompressible rubber-
like materials.

Keywords: thermoelasticity, Gibbs free energy, logarithmic strain, incompressibility

1. Bevezetés

Gumiszerli anyagok, polimerek és biologiai szdvetek hérugalmas viselkedése jelentOsen eltér a
fémeknél tapasztaltakkal. Régota ismert példaul, hogy egy gumiszalag gyors (adiabatikus) nyujtasa
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soran felmelegszik, ha pedig allando6 terhelés (fesziiltség) alatt tartjak, akkor ho hatasara 6sszehuzodik.
Ezeknek a jelenségeknek a leirdsara a linearis hérugalmassagtan anyagmodelljei nem alkalmasak
(Nowacki, 1986). A nemlinearis hérugalmassagtan keretein beliil elsésorban a Helmholtz-féle szabad
energian alapuld anyagmodellek alkalmazésa terjedt el, amelyeknél az alakvaltozasi jellemzdk és a
hémérséklet jelenik meg fiiggetlen termodinamikai alapvaltozoként, az anyagegyenletek pedig a
fesziiltségi jellemzokre és az entropiara, mint masodlagos termodinamikai valtozokra vonatkoznak
(Silhavy, 1997).

A Gibbs-féle szabad energian alapuld nemlinedris hérugalmassagtani anyagmodelleknél a
fesziiltségi jellemzOk és a homérséklet jelentik a fiiggetlen termodinamikai alapvaltozokat, az
anyagegyenletek pedig az alakvaltozasokra és az entropiara vonatkoznak. A Gibbs-féle szabad energian
alapul6 modellek elterjedését elsésorban a nagy rugalmas alakvaltozasok leirasara alkalmas inverz
anyagmodellek viszonylagosan kevés szama magyarazza. Gumiszeri, 0sszenyomhatatlan és izotrop
anyagokra az utobbi években tobbek kozott a (Bustamante et al., 2021; Bustamante, 2021; Bertoti, 2023)
publikaciok, hérugalmassagtani alkalmazasokra pedig a (Prasa et al., 2020; Bustamante et al., 2024;
Bertoti, 2026) cikkek mutattak be 1j, nemlinearis anyagmodelleket. Ezekben a modellekben
termodinamikai alapvaltozokként a Hencky-féle logaritmikus nyuldstenzor és a Kirchhoff-féle
fesziiltségtenzor jelennek meg az entropia €s a homérséklet mellett. A Hencky-féle nyulastenzor
alkalmazasanak egyik elénye az, hogy linearis alaki anyagegyenletek esetén is lehetdvé teszi a
mérsékelten nagy alakvaltozasok leirasat (Anand, 1979; Anand, 1986; Bruhns et al., 2001), masik nagy
elénye pedig abbol az egyediilalld tulajdonsagabol fakad, hogy additiv felbontdsa nemlinearis esetben
is alkalmassa teszi a térfogati és a torzulasi alakvaltozasok fiiggetlen, nem kapcsolt leirasat (Flory, 1961;
Criscione et al., 2000).

Ebben a cikkben egy olyan, a Gibbs-féle szabad energian alapulé anyagmodellt vizsgalunk, amely a
linearis hérugalmassagtanban alkalmazott Hencky-tipust, logaritmikus nyuldstenzorra vonatkozo
inverz anyagmodell kis mértékii modositasaval alkalmas a gumiszeri anyagoknal megjelend
termoelasztikus inverzids jelenség és a kapcsolodd hatdsok modellezésére, mérsékelten nagy
alakvaltozadsok esetén. A 2. fejezet roviden attekinti a Gibbs-féle szabad energian alapuld
hérugalmassagtani anyagegyenleteket és bemutatja a Hencky-féle linearis anyagmodell — logaritmikus
nyulasokra és entropidra vonatkozd, részlegesen inverz — anyagegyenleteit. A modositott, Hencky-
tipusu horugalmassagtani anyagmodell a 3. fejezetben keriil bemutatasra, felhasznalva a (Bertoti, 2026)
cikkben ismertetett elméleti eredményeket. A modell alkalmazhatosagara vonatkoz6 szamitasokat és
eredményeket a 4. fejezet ismerteti, amelynek soran a modositott anyagmodell egytengelyli és
kéttengelyli huzas feladatain keresztlil keriil Osszevetésre a linearis modell, valamint az Ogden—
Holzapfel-féle hatparaméteres, nemlinearis anyagmodell eredményeivel.

2. Horugalmassagtani bevezeto

2.1. A nemlinearis horugalmassagtan anyagegyenletei Gibbs-féle szabad energiaval

Hoérugalmas szilard test nagy alakvaltozasanak leirasa soran jelolje X és X egy tetszdleges anyagi pont
kezdeti és pillanatnyi konfiguracioban elfoglalt helyét; kapcsolatukat az X = y (X, t) mozgasfiiggvény
irja le, ahol t az id6t jelz6 paraméter. A deformaciot jellemz6 F = 0x/0X alakvaltozasi gradiens polaris
felbontasat az

F=R-U=V-R @
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Osszefiiggés értelmezi, ahol R egy ortogonalis forgastenzor, U és V pedig a szimmetrikus, pozitiv definit,
jobb- és bal oldali nyulastenzorok, amelyek determinansait a

J = detF = detU = detV = 1;1,4; > 0 2

kifejezés értelmezi, ahol ;> 0, 1 =1, 2, 3 a vizsgalt pontbeli fényulasokat jeldli. Az InU és InV materialis
és a térbeli Hencky-féle logaritmikus nyulastenzorok sajatértékeit In 4; > 0, i = 1, 2, 3 jeldlik, amelyekre
fennall az

InJ = tr(InU) = tr(InV) = InA; + Ind, + Ini, 3

Osszefiiggés, ahol tr(.) a trace operatort jeloli. A Hencky-féle logaritmikus nyulastenzorok
alkalmazasanak egyik legfontosabb, egyediilallo elonye az, hogy additiv, deviatoros és gombi részekre
torténd felbontasuk nagy alakvaltozasok esetén is lehetdvé teszi a térfogatvaltozasi €s a torzitasi részek
nem kapcsolt leirasat (Flory, 1961; Criscione et al., 2000). Ez a cikk a térbeli (bal oldali) Hencky-féle
nyulastenzorra vonatkozo6 anyagegyenleteket targyal, amelynek additiv felbontasa az

1
InV = tr(InV)1 + dev(In¥) 4)

modon adhaté meg, ahol 1 a masodrendii egységtenzor, a dev(.) pedig a deviator operatort jeloli.

Izotrop anyag esetén az InV logaritmikus nyutlastenzor energia értelemben konjugalt parja a
Kirchhoff-féle = = Jo fesziiltségi tenzor (Hill, 1968; Hoger, 1987), ahol J az alakvaltozasi gradiens (2)
szerinti determinansa, ¢ pedig a Cauchy-féle fesziiltségi tenzor. A Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor
additiv felbontasat a

T=Jo=p1+7% p. = (trt)/3, T=devt %)

kifejezések értelmezik, ahol p, a hidrosztatikus Kirchhoff-fesziiltség, # pedig a = tenzor deviator része.
Hérugalmas, nagy alakvaltozasok Gibbs-féle szabad energidjanak materidlis id6 szerinti derivaltja a

G=InV:t+nT (6)

moédon adhaté meg (1asd pl. Prisa et al., 2020), ahol G a kezdeti térfogategységre esé Gibbs-féle szabad
energia, 7 a kezdeti térfogategységre vonatkozo entropia, T pedig a Kelvin-féle abszolut hémérséklet
(egy mennyiség jele feletti pont annak materialis id6 szerinti derivaltjat jeloli). A (6) 6sszefiiggés szerint
a G=G(z, T) fiiggvény egy termodinamikai potencialnak tekinthet6, amelybdl, behelyettesitve annak
materialis id6 szerinti derivaltjat (6)-ba és figyelembe véve 7 és T tetszOlegességét, az

aG

G
= — - 7
V=3¢ =9 Q)

altalanos érvényli anyagegyenletek szarmaztathatok (Xiao et al., 2003; Xiao et al., 2004).

2.2. Az alakvaltozasi gradiens multiplikativ felbontasa
Hoérugalmas alakvaltozasok esetén az F alakvaltozasi gradiens multiplikativ felbontasa az
F:FM'FH, FH=/1H1' (8)

modon adhaté meg (Holzapfel, 2000), ahol Fu a mechanikai terhelésbél, Fu pedig a héterhelésbél
szarmazo6 rész, An (T) > 0 a héterhelés altal okozott nytlas. A (8) felbontasbol kdvetkezéen az F tenzor
(2) szerinti determinansa a
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]ZdethjM]HZIMA?J (9)

szorzat szerint bonthato fel, ahol Ju = det Fm > 0 és Ju = det Fu = 23, > 0.
Mivel a héterhelésbdl szdrmazd deformécio forgdsmentes, az alakvaltozasi gradiens (1), alaka
polaris felbontasa hérugalmas alakvaltozdsoknal az

F=V'R=VM'VH'R, VZVM'VHZ}{HVM (10)
\

alakban irhat6, ahol Vu a mechanikai terheléshez, Vi = A4 1 pedig a hoterheléshez tartozé nyulas-
tenzorok. Mivel V pozitiv definit és A4 (T) > 0, a (10)2 szerint felbontott nytlastenzor logaritmusa nagy
alakvaltozasok esetén is felirhato az

InV =InVm + InVy = InVy + In An 1 (11)

additiv formaban, ahol InVm és InVy = In An 1 a logaritmikus Hencky-féle nyulastenzor mechanikai és
hétani része.

2.3. A linearis hérugalmassagtan Hencky-tipusu, részlegesen inverz anyagegyenletei

A linearis hoérugalmassagtan Hencky-tipusit anyagegyenletei a (7) altalanos egyenletekbdl
szarmaztathatok a G(z, T) Gibbs-féle szabad energia ¢ = 0 és T = Ty referencia értékek koriili Taylor-
sorba fejtésével, feltételezve, hogy G(z, T) analitikus fiiggvénye a r és T valtozoknak. A Gibbs-féle
energia Taylor sora — masodrendii tagokkal bezarolag — a kovetkez6képpen irhato:

0%G

aG 1
lo :T+ﬁ|o(T_To)+—T’—|0:T

G(t,T)=aG oG
(T' )_ 0+_ 2 Jdtot (12)

Jt
2 2

+ T (T —T, +1BG T —To)?
a‘taTlo'T( 0) 26T2|°( 0)%

ahol a o jeldlés az elétte 4116 mennyiség referencia allapotban vett értékére utal. Figyelembe véve a Cjt
negyedrendi rugalmassagi tenzor, valamint a hotagulasi egyiitthatok ao masodrendli tenzoranak és az
allando fesziiltségen vett, kezdeti térfogategységre vonatkoztatott C, fajlagos hékapacitasnak a

0% 0% _ 9%
0 = Frac o % = Gog7 o % =Togzlo

képletek szerinti — kezdeti allapotbeli — értelmezését, tovabba az alakvaltozasi tenzor és az entropia (7)
egyenletek alapjan értelmezett

(13)

aG aG

InV, = T lo» Mo = aT lo (14)
kezdeti értékeit, a (12) Gibbs-féle szabad energia a
1 _ 1
G T)=Gy+InVy:T+no(T—Tp) + ST Colit+apt(T—T,) + 5;—”(T —Tp)? (15)
0

alakot veszi fel. A hétagulasi egyiitthatok tenzoranak e, = al szimmetrigja és a rugalmassagi tenzor
(€Y = (€3 i = (€5 szimmetria tulajdonsaga a (13) dsszefliggésekbdl kdvetkeznek.

A logaritmikus nyuléastenzorra €és az entrdpiara vonatkozd (7) szerinti anyagegyenletek a (15)
potencidl alkalmazéasaval a kovetkezd alakot veszik fel:
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InV(z,T) =InV, + (Cal: T+ ay(T —Ty), (16)

T—T,
n(r,T)=n0+a0:‘t+cpT—0. a7

Ezek az anyagegyenletek linearis Osszefiiggéseket adnak a Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor és a
hémérséklet, mint fiiggetlen allapotjellemzdk fiiggvényében. Ugyanakkor a (16) egyenlet nemlinearis
(exponencialis) nyulas—fesziiltség fliggvényt jelent, amely alkalmas nemlinearis alakvaltozas—fesziiltség
kapcsolat modellezésére is mérsékelten nagy nyulasok esetén (Anand, 1979; Anand, 1986; Bruhns et
al.,, 2001). A (17) entropia fesziiltségekt6l valo linearis fliggése azt jelzi, hogy a (16)—(17)
anyagegyenletek nem alkalmasak a gumiszerii anyagoknal tapasztalhaté hérugalmassagtani inverzios
jelenség modellezésére.

2.4. Izotrop, hérugalmas anyagok Hencky-tipusu anyagegyenletei

Izotrop anyag esetében a (13); szerinti negyedrendil rugalmassagi tenzor a

c—lzi(ﬂ—111>+i11 (18)
o T 2u, 3 9K,
alakban irhat6 (Nowacki, 1986), ahol uo és Ko a To referencia hémérsékleten vett nyirasi és térfogati
rugalmassagi modulusokat jeloli, (1) = (didj + didix)/2 a negyedrendili egységtenzor, dija Kronecker-
delta, (11)ij=dijon pedig a masodrendii egységtenzorok tenzorialis szorzatat jeloli. A hétagulasi
egyiitthatok (13), masodrendi tenzora izotrop esetben az

oy =apl (19)

alakot veszi fel, ahol oy az anyag hotagulasi egylitthatoja. A (18)—(19) Osszefiiggések figyelembevétele
utan — a Gy és az InVy értékét az altalanossag megsértése nélkiil zérusnak valasztva — a Gibbs-féle (15)

szabad energia a kovetkez alakban adhaté meg izotrop, hdrugalmas anyagra:

G(t,T) = Gy(®) + Gy(p,, T) (20)
G()—it~2+LZ 21
W) = gt (21)
1c
Gy (P, T) = no(T — Ty) + 3agp (T —Tp) + ET—Z;(T - To)z' (22)

ahol Gy (r) az energia mechanikai terhelésekbdl, mig Gy (p,, T) az energia héterhelésekb6l szarmazd

részei. Az elozoek figyelembevételével a logaritmikus alakvaltozasi tenzorra vonatkozé (16) szerinti
inverz anyagegyenlet izotrop esetben az

1 1
InV(t,T) =InVy(z) + InVy(T) = — T+ —p, 1 + ao(T — Ty)1 (23)
240 3K,

formaban adhat6 meg, ahol InV)y (t) = 0G\ /0t és InVy (T) = 0G /0t az InV tenzor mechanikai és hétani
részét jelolik. Az entropiara vonatkozo (17) anyagegyenlet az
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T - TO
(e T) = 10 + 3aopr + ¢ —5— (24)
0
alakot veszi fel. A (23) anyagegyenlet szerint a Hencky-féle alakvaltozasi tenzor harom, egymastol
fiiggetlen (nem-kapcsolt) rész dsszegeként képezhetd: InVy (7) egy deviator és egy gombi részbdl all,

InVy (T) pedig egy gombi tenzor.

3. Moédositott Hencky-tipusu hérugalmas anyagmodell

A 2.4. részben ismertetett Hencky-tipusu, linearis, horugalmas anyagmodell nem alkalmas a gumiszert,
inkompresszibilis anyagokra jellemzd hoérugalmassagtani jelenségek (pl. termoelasztikus inverzio,
alakvaltozéssal kapcsolt melegedés, illetve hiilés) modellezésére, amely az entropia fesziiltségtol és
hémérséklettol valo linearis fliiggésével magyarazhato. Ez a fejezet a Hencky-féle modell kis mértékii
modositasaval egy olyan anyagmodellt mutat be, amely nemlinearis entropia—fesziiltség és entropia—
hémérséklet fliggvénykapcsolatot eredményez. A nemlinearis modell egyszeriisége lehetdvé teszi olyan
zart alaku kifejezések szarmaztatasat, amelyek alkalmazhatdéak a termoelasztikus inverzios pontot
jellemz6 értékek kozelitd meghatarozasara.

3.1. A modositott Hencky-tipusu, részlegesen inverz anyagmodell

Alkalmazva a (Bertoti, 2026) cikk elméleti eredményeit, a médositott Hencky-tipusu anyagmodell
Gibbs-féle szabad energidja olyan modon is szarmaztathato, hogy a Kirchhoff-féle 7 = Jo fesziiltség és
a logaritmikus nyulastenzor kapcsolatat meghatarozo nyirasi és a térfogati rugalmassagi modulusok
hémérséklettol valo fliggését a

T

T
u(T) =Jy T_OHOv K(T) =]Ju T_OKO: (25)

alakban tételezziik fel, ahol uo = u(To) és Ko = K(To) a nyirasi és a térfogati rugalmassagi modulusok
kezdeti, To referencia hdmérsékleten vett értékei, Ju pedig az alakvaltozasi gradiens hétani részének (9)-
beli determinansa, amelynek hémérséklettol valo fliggését a széles korben alkalmazott

Ju(T) = e3%(T-To) > 0 (26)

Osszefiiggés irja le (lasd pl. Holzapfel, 2000). Behelyettesitve a (25) anyagjellemzéket a (20)
potencialba, a Gibbs-féle szabad energia a kdvetkezd alakban adddik:

G(T,T) = Gy(T,T) + Gu(pr, T) 27)
LY
Gy(t,T) =TT <4M0 tri? + 2K, p,), (28)
lc
Gy(Pe, T) = no(T = To) + 3aope(T = To) + 5= (T = To)?, (29)
0

amelyben a Gu (p:, T) fiiggvény azonos a linearis modell (22) potencialjaval. A modositott Hencky-féle
hérugalmas modell anyagegyenletei a (27)—(29) potencialbdl (7) alkalmazasaval szarmaztathatok, ha
figyelembe vessziik a (26)-bol kovetkezd OJu/O0T = 3 aodu derivalasi szabalyt. A logaritmikus
nyulastenzorra vonatkoz6 inverz anyagegyenlet és az entropidra vonatkozo anyagegyenlet az
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InV( T)—1T°<1~+1 1)+ T —Ty)1 30

W) =g T g P ao(T = To)1, (30)
1+ 3a,T T—T

(T, T) =g — ———— Gy + 3P, + ¢y —— (31)

T To

alakban adodik. Az entropiat meghatarozo (31) anyagegyenlet a jobb oldalon all6 masodik tagban
kiilonbozik a linearis modell (24) egyenletétdl. Ez a tag mutatja a modositott modellben az entropia
nemlinearis fliggését a fesziiltségmez6tl és a homérsékletmezotél. Inkompresszibilis, hérugalmas
anyag esetén fennallnak az

1/Ko =0, m=1, J=Jx (32)

Osszefiiggések.

3.2. Egytengelyii htizas anyagegyenletei inkompresszibilis anyagra

Az egytengelyi huzas feladatdt Descartes-i derékszogli koordinata-rendszerben vizsgaljuk, a
koordinatakat X;, a bazisvektorokat €; jelolik. A terhelést jelentd e; iranyu Cauchy-féle huzofesziiltséget
jelolje o > 0, a Kirchhoff-féle htzofesziiltséget pedig 7 = Ju o > 0. A Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor,
valamint annak gémbi és deviator részei a kovetkezok:

T
T=tee,  p=37 T= g(Zele1 —e,e, —eze;). (33)

Figyelembe véve a (33) alatti Osszefiiggéseket és a tr¥? = 2t2/3 értéket, valamint (32)1-et, a (27)—
(29) szerinti Gibbs-féle szabad energia r htizofesziiltségt6l és T hémérséklettol fliggd alakja a kdvetkezo:

G(t,T) =15ir2 + (o + ap)(T —Ty) +1C—p(T—T0)2. (34)
Ju T 6u 2T,
Az axialis iranyt logaritmikus nyulasra vonatkozé anyagegyenlet (30) alapjan az
InA(z,T) = lﬁir + ao(T — Tp) (35)
Ju T 3po
alakban, az entrdpiara vonatkozé (31) anyagegyenlet pedig az
n(t,T) =n0—i%%rz +a0T+CPTTOTO (36)

alakban adodik egytengelyli huzas esetén.

3.3. Kéttengelyii huzas anyagegyenletei inkompresszibilis anyagra

A kéttengelyli huzés feladatat Descartes-i derékszogli koordinata-rendszerben vizsgalva a terhelést
jelentd, e1 és e iranyl, azonos nagysagu Cauchy-féle htuzofesziiltséget o > 0, a Kirchhoff-féle
huzofesziiltséget pedig 7 = Ju o > 0 jelolik. A Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor, valamint annak gémbi
¢s deviator részei ebben a terhelési esetben a kdvetkezok:

T
T =1(e e, + e,e,), Pe=3T T= §(e1e1 + eye, — 2eze3). (37)
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Figyelembe véve a (37) Osszefiiggéseket és a tr#? = 21%/3 értéket, valamint (32)1-et, a (27)—(29)
szerinti Gibbs-féle szabad energia t huzofesziiltségtdl és T homérséklettdl fliggd alakja a kovetkezo:
6o =~ L2 (4 2000)(T = To) + 2 (T — T, (38)
,T)=———1 a,t)(T — == (T — .
Ta T 61g Mo 0 )T, 0
A terhelési iranyokkal parhuzamos, azonos nagysagl logaritmikus (f6)nyulasra vonatkozo
anyagegyenlet (30) alapjan az

InA(z, T) 1o 1, (T —Ty) (39)
nA(t,T) = ——71+ ao(T —
JuTeuy — 70
alakban, az entropiara vonatkozo (31) anyagegyenlet pedig az
_ 1T01+3a0T2 T_TO
n(t,T) =1, T 6 1% 4 2007 + ¢, T (40)

alakban adodik kéttengelyii huizas esetén.
4. Eredmények és osszevetések inkompresszibilis anyag esetén

A 3. fejezetben ismertetett, modositott Hencky-féle anyagmodell alkalmazhatosagat ebben a fejezetben
egy olyan gumiszerii anyag viselkedésén keresztiil mutatjuk be, amelynek anyagi paramétereit az 1.
tablazat tartalmazza. Ezek a paraméterek azonosak a Treloar-féle kisérletekben (Treloar, 1944; Treloar,
1975) alkalmazott, széles korben vizsgalt és tesztelt anyag paramétereivel. Inkompresszibilis anyagrol
1évén sz0, az allando alakvaltozason és allando fesziiltségen vett fajlagos hokapacitas értékei azonosnak
tekinthetok.

1. tablazat. Referencia homérséklet és anyagi paraméterek

To [K] po [kg/m?] 10 [MPa] a0 [1/K] ¢ [Nm/kg/K]
293,15 950 0,4225 2,2333 e-4 1830

Mivel a 3.2.-3.3. fejezetekben targyalt terhelési esetek anyagegyenletei azonos szerkezetiiek,
részletesebb analitikus vizsgalatot és numerikus eredményeket, illetve Osszevetéseket csak az
egytengelyll hizds esetére mutatunk be.

4.1. Egytengelyi huzas vizsgalata

Az axialis irdnyt, (35) szerinti nyulds alland6 hémérsékleti értékekhez tartozo, izoterm gorbéit és
allando fesziiltségi értékekhez tartozo, izobar gorbéit az 1. dbra szemlélteti és veti ssze a linearis modell
(23) szerint szamitott gorbéivel, illetve értékeivel. A (36) entropia allandé homérsékleti értékekhez
tartozo, izoterm gorbéit és allando fesziiltségi értékekhez tartozo, izobar gorbéit a 2. abra mutatja és
hasonlitja 6ssze a linearis modell (24) alapjan szdmithato értékeivel.

Az 1.b) abra szerint a médositott modellben a termoelasztikus inverzids pont ziny fesziiltségi értékéhez
tartoz6 nyulas a hémérséklettdl fiiggetleniil allando, 7 < 7inv konstans fesziiltségnél a nyuilas a homér-
séklet fliggvényében nd, 7 > tiny allando fesziiltség esetében pedig csdkken, ellentétben a linearis modell
jelleggorbéivel. Ez azt jelenti, hogy a modositott modell alkalmas a gumiszeri anyagoknal tapasztalhato
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Gough—Joule-féle jelenség modellezésére, amelynek egyik jellegzetes megnyilvanuldsa a h6 hatasara
allando fesziiltségnek kitett gumiszalag 6sszehtizodasa.

2.4 T T T T 24 T T T T T T
77777 linearis Hencky . e
22+ —  modositott Hencky L% 2.2 A
P T=1 MPa
20} - 20} |
18F | - lineris Hencky |
181 ———  madasitatt Hencky
—<
= 16 .
1.6 N
T =10,5 MPa
1.4+ b
14 E
) 1.2+ —
12} - 4 il
i 10 T=0MPa
1.0 - 1 L 1 1 L L Il L 1 1 1
[} 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
T [MPa] T-Ty K]

1. abra. Egytengelyii huzas: a) izoterm nyulas—fesziiltség gorbék T—To = 0, 45 és 90 K homérsékletnél
b) izobar nyulas—homérséklet gorbék t = 0, tiny = 0,06936, T = 0, 5 és 1 MPa fesziiltségi értékeknél

800 T r T 05 T T T T T T T
600 04+ 6,‘&3“ B
40,
03 o AN 7
— =3
£ 0 = 02F = i
e EE‘
= 01t W i
= 200 ] 5"
(=} Z, %
= = 0
‘ =
=0 é_ 01k Pl ]
Zz»
0.2F T |
oor A i ——-—-linedris Hencky
""" o3 masonnoets | 1
-400 ‘ : . ! ‘ 0.4 ! L . : \ ‘ ! .
0 Tinv 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
T [MPa] T-Tp [K]

2. dbra. Egytengelyii huzas: a) izoterm entropia—fesziiltség gorbék T—To = 0, 0,05 és 0,1 K homér-
sékleteknel; b) izobar entropia—homeérséklet gérbék T = 0, 5, 10 és 15 MPa fesziiltségi értékeknél
A termoelasztikus inverzid vizsgalata szempontjabol a 2.a) 4abran lathaté diagramnak van
szemléletesebb jelentése: az eredeti, linearis modell entropia—fesziiltség gorbéi egyenesek, a modositott
anyagmodell entrépidjanak viszont a terhelés fliggvényében — minden izoterm gorbe esetén —
maximuma van. A gdrbék alapjaul szolgald (36) anyagegyenlet szerint az entropia a Kirchhoff-féle z
huzofesziiltség masodfoku fiiggvénye, amelynek maximalis értéke a hémérséklet fiiggvényében a
on(t,T)  1Ty1+3a,T B
o T LT 3 T+a,=0 (41)

egyenletbol szamithato, a
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Baguy T?

1+ 3a,T Ty (42)

T(T) |7Imax = ]H
Osszefliggésnek megfeleléen. Ez azt jelenti, hogy minden izoterm goérbéhez tartozik egy olyan
(inverzios) fesziiltségi érték, amelynél az entrépianak maximuma van. Ezek az értékek az 5 = 5o entropia
kozelében gyakorlatilag megegyeznek, és a 2.a) dbra entropia—fesziiltség sikjan berajzolt, a maximalis
entropia pontjait 0sszekotd fliggdleges egyenesen helyezkednek el (a fesziiltségi pontok vizsgalt
homérsékleti tartomanyon kiviil is nagyon jo kozelitéssel fliggbleges egyenest alkotnak). Az entropia
kiilonb6z0 homérséklethez tartozd maximalis értékét a (36) egyenlet adja a (42) fiiggvény
behelyettesitése utan:

3“5#0 T2 T - TO

20+ 3a,T) T, ¢ (43)

nmax(T) =To +]H P T—
0

Ez a fiiggvény az n = 5(z, T) feliileten a maximalis értékek ,,gerincvonalat” adja, amelynek vetiilete

a 2.b) abran lathato entropia—homérséklet sikon gyakorlatilag azonos a 7 = 0 izobar gorbével (legfelsd

gorbe), az entropia—fesziiltség sikra vonatkozo vetiilete pedig a mar emlitett, 2.a) abra szerinti

fiigg6leges egyenest adja. A logaritmikus nyulas maximalis entropia melletti izoterm gorbéi a (42)

Osszefiiggés (35) anyagegyenletbe torténd behelyettesitésével kaphatok meg:

aT
InA(T =— T —T,).
NA(T) ymax 1+ 3a,T + ao( 0) (44)
A termoelasztikus inverzids pont adiabatikus folyamatra van értelmezve: az 5(z, T) = 5o sik egy olyan
T = T(r) (sik)gorbét hataroz meg, amelynek minimum pontja adja a termoelasztikus inverzids pont
T = Tinv hdmérsékleti értékét és 7 = ziny fesziiltségi helyét. Ez az inverzids pont a 2.a) 4bra szerinti sikon
egy olyan T = Tinv hdmérsékleti értékhez tartozo izoterm gorbén talalhatd (legalsd gorbe), amelynek
Nmax= 70 pontja az y—no = 0 abszcisszan helyezkedik el, a hozza tartozo fesziiltség pedig a 7 = Tinv
inverzios érték. Az inverzios pont Tiny hdmérséklete a (43) fliggvény T = Tinv helyen vett #max (Tinv) =
no értékébol szamithatd, amely atrendezés utan az
2¢,(Tiy — To)
a2 T2, + (1 + 3a,Tipy) ———2=10 (45)
oo O 3], (T o
nemlinearis algebrai egyenletre vezet. A Tin inverziés hdmérséklet ismeretében az inverzios pontbeli
fesziiltség értéke a (42) Osszefiiggésbdl a

3Q(O:MO Tliv (46)
1+ 3agTiny Ty

Tinv = T(Tinv)lno = ]H(Tinv)

moddon, az inverzios nyulas pedig a (44) osszefliggésbol, a

aOTinv

Indiny = NA(Tin )|y, = T4 32,

+ @o(Tiny — To) (47)

képlet szerint szamithatd. Az 1. tablazat anyagi paramétereivel szamolt inverzios pontbeli értékek a
kovetkezok:

Ty — To = —1,306 € — 03 K, Tiny = 6,936 e — 02 MPa, Ink,, = 1,0562. (48)
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Az adiabatikus huzashoz tartozo fesziiltség—hémérséklet fiiggvény, illetve gorbe az entropiara
vonatkoz6 (36) anyagegyenletbdl, az 5(z, T) = 5o alland6 feltétel alkalmazasaval szarmaztathato, illetve
abrazolhat6. Bevezetve a

_ Ho
pr(T) = 1+ 3a,T (49)

jelolést, az n(zr, T) = no sik altal meghatarozott adiabatikus gorbén a Kirchhoff-féle fesziiltség és a
hémérséklet kapcsolatat a 7-ra vonatkozd, (36) szerinti masodfoku egyenlet megoldasaval a

2¢,(T —Tp)

3Jultr (50)

T
74,,(T) =]H3#TT_ aT + \/“g T2 +
0

fliggvény adja meg, a logaritmikus nyulas ¢és a homérséklet kapcsolata pedig (50) behelyettesitése utan
a (35) anyagegyenletbol adodik:

2¢,(T = Tp)

3 + ao(T — Tp). (51)

Ind2(T) = 15357
0

aoT + \/ as T? +

Az (50) fliggvény altal meghatarozott sikgdrbe két részbdl tevodik Ossze a fesziiltség—homérséklet
sikon: minden T hOmérséklethez két fesziiltségi érték (71 és 12) tartozik, kivéve a gorbe T szerinti
minimum pontjahoz tartozé T = Tinv hémérsékleti értéket és a hozza tartozo, egyetlen zinv = 71 (Tinv) =
7> (Tinv) fesziiltségi értéket. Ez a pont az 7(z, T) = 5o gdrbéhez tartozd, egyetlen termoelasztikus inverzios
pont, Tin pedig a ponthoz tartozé inverziés hdmérséklet, amelynek pontos értéke az (50) dsszefiiggésbol,
az

Zcp (Tinv - TO) —
3]H (Tinv) MT(TinV)

nemlinearis egyenlet megoldasaval szamithat6. Ez az egyenlet természetesen megegyezik az entropia
maximuma alapjan kordbban szdrmaztatott (45) egyenlettel. Az (51) fiiggvény altal meghatarozott
sikgdrbe ugyancsak két részb6l tevédik Ossze a nyulas—hémérséklet sikon, és a gorbe T szerinti
minimum pontja ugyancsak az (52) egyenletbdl szamithato, mivel az (50) és az (51) fiiggvényekben a
gorbeagak kozotti eltérést meghatarozo gyokjel alatti kifejezés ugyanaz.

A termoelasztikus inverzios pont Tiny hémérsékletének ismeretében a ponthoz tartozo ziny Kirchhoff-
féle fesziiltség és az In Ainv logaritmikus nytlas értéke az (50) és (51) dsszefliggésekbol szamithato; ezek
értelemszerien megegyeznek az entrépia maximumanak vizsgalataval szarmaztatott, (46) és (47)
szerinti 0sszefiiggésekkel.

Az elézéekben szarmaztatott fesziiltség—homérséklet €s nytalas—hdmérséklet fliggvények gorbéit —
az 1. tabladzatban megadott anyagi paraméterek alkalmazasaval — a 3. dbra szemlélteti az inverzids pont
kornyezetében. Az abra feltiinteti a 2.4. pontban 0sszefoglalt, a Hencky-féle eredeti, linearis modellel
szamitott, inverzids pont nélkiili gérbéket, valamint a Helmholtz-féle szabad energian alapuld, Ogden—
Holzapfel-féle hatparaméteres, nemlinearis anyagmodellel (Holzapfel, 2000), mint referencia modellel
szamitott fesziiltség—homérséklet és nyulas—hémérséklet gorbéket. Lathato, hogy a mérsékelten nagy
nyulasok tartomanyaban (4 < 2) a mddositott Hencky-tipusu hérugalmas modell jo egyezést mutat a
nemlinearis referencia megoldéssal.

2 2
ap Tinv+

(52)
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Megjegyzés. A Helmholtz-féle szabad energian alapulé modelleknél a nyulas a fiiggetlen valtozo,
ebben az esetben a T(4) fiiggvény szarmaztathato. Az (51) szerinti A(T) fluggvénnyel valod
Osszevethetdség céljabol a (Holzapfel, 2000) alapjan szamitott T(4) referencia megoldas a 3. abran
felcserélt tengelyeken kertilt brazolasra.

0.7 2.2
---------- linedris Hencky weeseeeeee linedris Hencky
06+ —-—--  médositott Hencky ] ‘ —-—-- mddositott Hencky //
: Ogden-Holzapfel /_/’ 2+ 4 Ogden-Holzapfel -
05 T
3 18}
= 04
s}
= 161
~<
= 031
14
0.2
01 121
Tinv
0 1 1 1 1
-0.02 T ThO 0.02 0.04 0.06 0.08 -0.05 Ty 0.2
T - Ty [K] T-T K]

3. abra. Adiabatikus egytengelyii huzas: a) fesziiltseg—homérséklet diagram,; b) nyulas—hémérséklet
diagram

4.1.1. Analitikus kozelito osszefiiggések a termoelasztikus inverzios pontra

A termoelasztikus inverzids pontra vonatkozo (46)—(47) és (52) dsszefiiggésekbdl kiindulva analitikus,
nagy pontossagu kozelitd osszefliggések szarmaztathatok, ha figyelembe vessziik, hogy az inverzids
pont hdmérsékleti értéke nagyon kozel esik a To referencia hdmérséklethez (gumiszerii anyagok esetén
Tinv— To 4ltalaban 10 nagysagrendii). Alkalmazva a Tiny = To kdzelitést, az inverzids pontbeli fesziiltség
és logaritmikus nyulas kozelit6 értéke — tekintettel a Jy (To) = 1 értékre is — a (46) és (47) képletekbdl
szamithatok:

_ 3uoeaeTy
Tinv = 1 + 3a0TOJ (53)
aoTy
InAi,, & ———,
Minv = 17334, T, (54)

a két kozelito érték kozott az In Ainv = tinv /3uo kapcsolat all fenn. A Tiny — To hémérsékletre vonatkozo

kozelitd érték az (52) nemlinearis egyenletbdl a Ju (Tinv) = 1, ut (Tinv) = 1 (To), T2, ~ T¢ kozelitések

alkalmazasaval szarmaztathato a

3o Ts To

Tiny — Ty = T 26,01 + 3aTy) = s [Mmax(To) — 1o (55)

alakban. Az inverzios homérséklet és az inverzios fesziiltség, valamint az inverzids nyulas kozelito
értékei kozott az elozéek alapjan a
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aoT, 3uoa, T,

Tiny —To = — %:Tinv = %Ainv (56)
kapcsolat all fenn. A kozelitd képletek pontossaga a 2. tablazat alapjan itélheté meg, amely az inverzios
pontot jellemzd, (46)—(47) és (52) Osszefiiggésekkel szamitott értékeket Osszeveti a (53)—(55)
kozelitésekkel, valamint az Ogden—Holzapfel-féle modell alapjan szamitott értékekkel.

2. tablazat. Egytengelyii huzas: a termoelasztikus inverzios pontot jellemzo értékek

modell/inverzios pont Ainv Tinv [MPa] Tinv—To [K]
analitikus kozelités 1,0562 0,069359 —0,001306
numerikus megoldas 1,0562 0,069360 —0,001306
Ogden—Holzapfel (Holzapfel, 2000) 1,0637 0,079856 —0,001484

Megjegyezziik, hogy az inverzids pontbeli nyulasra vonatkozdan az Ogden—Holzapfel-féle modell a
Jiv = (1 + 3a0To )¥® = 1,0616 becslést adja (lasd Holzapfel, 2000, p. 351), mig az ugyancsak a
Helmholtz-féle szabad energian alapuld6 Chadwick-féle modell (Chadwick, 1974) a Ainv = 1 + aoTo =
1,0655 becslést adja. A 2. tdblazat alapjan megallapithato, hogy a Gibbs-féle szabad energian alapulo,
modositott Hencky-tipust (illesztési paramétereket nem tartalmazd) modell az egytengelyii htizashoz
tartozo inverzios pontbeli nyulast 0,7%-os hibaval kozeliti a hat illesztési paramétert tartalmazé Ogden—
Holzapfel-féle modellhez képest.

4.2. Kéttengelyii hiizas eredményei

Az egytengelyll és a kéttengelyli huzas 3.2 és 3.3 pontokban szarmaztatott anyagegyenleteiben az
egyiitthatok csak konstans szorzokban kiilonbdznek egymastol. Ez azt jelenti, hogy kéttengely(i hiizas
esetén a terhelés iranyaba es6, (39) szerinti nyulasok izoterm és izobar gérbéi ugyanolyan jellegiiek, mit
az 1. dbran szemléltetett gdrbék. Ugyanez vonatkozik a (40) szerinti entropia izoterm és izobar gorbéire
is, amelyek jellegre a 2. dbra gorbéivel egyeznek meg, igy ezen abrak kozlésétol eltekintiink.

A termoelasztikus inverzids pontra vonatkozo 0sszefiiggések szarmaztatasa ugyancsak megegyezik
a 4.1 pontban elmondottakkal; az inverzids pontot jellemz6 nyulas, fesziiltség és homérséklet értékeket
a 3. tdblazat foglalja 6ssze. Megallapithato, hogy az inverzios nyulas értéke megegyezik az egytengelyii
huzasnal szamitott értékkel, mig a fesziiltségi érték a kétszerese, a referencia homérséklethez
viszonyitott inverzids homérséklet értéke pedig négyszerese az egytengelyi huzasnal szamitott
értekeknek. Az Ogden—Holzapfel-féle referenciamodell értékei ugyanilyen aranyokat mutatnak.

3. tablazat. Kéttengelyti huzas: a termoelasztikus inverzios pontot jellemzo értékek

modell/inverzids pont Ainv Tinv [MPa] Tinv—To [K]
analitikus kozelités 1,0562 0,13872 -0,0052239
numerikus megoldas 1,0562 0,13872 —0,0052238
Ogden—Holzapfel (Holzapfel, 2000) 1,0604 0,14372 —0,0055263

Adiabatikus kéttengelyli hiizas esetén a fesziiltség—homérséklet és a nyulds—homérséklet fiiggvények
gorbéit — az 1. tablazatban megadott anyagi paraméterck alkalmazasaval — a 4. abra szemlélteti az
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inverzios pont kdrnyezetében. Az abra feltiinteti a Hencky-féle linearis modell (2.4. fejezet) inverzios
pontot nem tartalmazo jelleggorbéit, valamint a Helmholtz-féle szabad energian alapuldé Ogden—
Holzapfel-féle hatparaméteres, nemlinearis anyagmodellel (Holzapfel, 2000), mint referencia modellel
szamitott gdrbéket. Megallapithato, hogy amig egytengelyli huzas esetében a nyulasok voltak kozelebb
a referencia megoldashoz (a vizsgalt, mérsékelten nagy nyuldsok tartomanyaban), addig ebben a
terhelési esetben a fesziiltségek mutatnak pontosabb egyezést a referencia modellel szamitott értékekkel.

0.7

06

05

—— Ogden-Holzapfel

linedris Hencky
.- mddositott Hencky

-0.02
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lineris Hencky
modositott Hencky
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4. abra. Adiabatikus kéttengelyii huzas: a) fesziiltség—homérséklet diagram; b) nyulas—homerséklet
diagram

5. Osszefoglalas

A logaritmikus nyulastenzor alkalmazasaval felépitett, Hencky-tipusi linearis anyagmodellek
elénydsen alkalmazhatok mérsékelten nagy rugalmas alakvaltozasok modellezésére és fémes anyagok
horugalmassagtani viselkedésének leirasara. Ugyanakkor a gumiszerli anyagoknal tapasztalhatod
nemlinedris hérugalmassagtani jelenségek — mint pl. a termoelasztikus inverzié és a kapcsolodo,
Gough—Joule-féle jelenségként ismert hatasok — eldrejelzésére és modellezésére a Hencky-tipusu
anyagmodellek sem alkalmas, annak ellenére sem, hogy a termoelasztikus inverzié kornyezetében az
alakvaltozasok viszonylag kicsinek, a hdmérséklet valtozasa pedig kifejezetten kicsinek mondhatok. Ez
a cikk a Gibbs-féle szabad energian alapuld, Hencky-tipust, részlegesen inverz anyagmodell olyan
egyszeri modositasat mutatja be, amely alkalmas az emlitett nemlinedris termoelasztikus jelenségek
modellezésére és vizsgalatara. A javasolt modell viszonylagos egyszeriisége lehetévé teszi olyan zart,
analitikus 0Osszefliggések szarmaztatasat is, amelyek a gumiszer(i, Gsszenyomhatatlan anyagok
termoelasztikus inverzids pontjanak fesziiltségi, nyalasi és homérsékleti jellemzdire jo kozelitéseket,
illetve megoldasokat szolgaltatnak.
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