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Osszefoglalas

A jelen tanulmany f6 célja kiilso peremén kérhengerhéjjal merevitett korlemezek esetén a
szerkezet stabilitasvizsgdlata. Feltételezziik, hogy a szerkezetet a kérlemez sikjaban fekvd
konstans sugariranyu erorendszer terheli. Feltételezziik tovabbd, hogy a kihajldsi alak
tengelyszimmetrikus és hogy alkalmazhatdok a vékony lemezek és héjak elméletének Ossze-
fliggesei. A ket szerkezeti elemmel kapcsolatos mezéegyenletek dttekintése és a folytonossa-
gi feltételek tisztazdasa utan meghatarozzuk a szerkezet kritikus terhelését. Az eredmények
alkalmazhatosagat numerikus példak szemléltetik.

Kulcsszavak: stabilitds vizsgalat, kritikus terhelés, héjjal merevitett korlemez, korhengerhéj

Abstract

The main objective of the present paper is the stability investigation of shell-stiffened circu-
lar plates subjected to a constant radial load in the middle plane of the plate. We shall
assume that the deflections due to the load are axisymmetric. It is also assumed that we can
apply theory of thin plates and shells. After presenting the field equations of the plate and
shell and clarifying the continuity conditions between the two structural elements we shall
determine the critical load of the structure. The numerical examples presented prove the
applicability of the results.

Keywords: stability investigation, critical load, shell-stiffened circular plate, cylindrical
shell

1. Bevezetés

Meérnoki szerkezetekben szamos esetben talalkozhatunk sajat sikjukban is terhelt szerkezeti
elemekkel: rudakkal, lemezekkel avagy héjakkal. Ezek kozill a feladatok koziil jelentdségét,
és lehetséges alkalmazasait is tekintve kitiintetett szerepe van a sajat sikjaban terhelt leme-
zek stabilitasi feladatainak.

Ami a korlemezek stabilitasi problémajat illeti, érdemes megemliteni, hogy a kérdéskor-
rel foglalkozo az els6 cikk 1891-ben jelent meg [1]. Kiemeljiik ehelyiitt még Nadai stabili-
tasi kérdésekkel foglalkozo cikkét [2]. Megjegyezziik tovabba, hogy a kérdéskorben sza-
mos tanulmany sziiletett azota, de a jelen bevezetésben csak azokat emeljiik ki, amelyek a
szerkezeti merevitések hatasaval is foglalkoznak.
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A korlemez merevebbé tehetd, ha azt kiilonb6z6 moédokon, pl. bordazas, avagy az atmé-
r6 mentén elhelyezett merevités, avagy a lemez peremére rogzitett gyiirii — ezt gérbe rud-
ként érdemes modellezni — avagy a lemez peremén elhelyezett kdrhengerhéj segitségével
ellenallobba tessziik a horpadassal szemben.

Ami az irodalmi elézményeket illeti kideriilt, hogy relative alacsony a merevitett korle-
mezek feladataival foglalkozo publikaciok szama. Rugalmas megfogassal ellatott korlemez
feladatat Thevendran vizsgalta [3]. Korlemez pereme mentén elhelyezett merevités hatasa-
val Turvay és szerzotarsai foglalkoztak [4]. Az idézett cikk kisérleti eredményekrél is be-
szamol, de stabilitasi kérdésekkel ugyanakkor nem foglalkozik. A szerz6 és munkatarsai
egy masik tanulmanya az atmérdje mentén merevitett korlemez egyes feladatait vizsgalja,
de stabilitasi kérdésekkel ez a cikk sem foglalkozik [5].

A korlemez peremén elhelyezett merevitd korgylri hatasat a korlemez stabilitasara
Frostig és Simistes tanulmanya vizsgalja [6]. Kideriil azonban e cikk irodalomjegyzékébdl,
hogy a szerz6k nem ismerik Szilassy Istvan idevagd eredményeit [7], [8]. Szilasy Istvan
egyetemi doktori értekezésében [7] és egy késobbi cikkében [8] foglalkozott a kiilsé pere-
mén korhengerhéjjal merevitett korlemez egyes stabilitasi feladataival. Az els6 feladat egy
tomor, a masodik feladat, pedig egy lyukas korlemez egy peremértékfeladata volt. A szerz6
feltételezte, hogy (i) a lemez sikjaban miikddo terhelés merev és tengelyszimmetrikus (ii)
tovabba, hogy a korlemez és a korhengerhéj alakvaltozasa ugyancsak tengelyszimmetrikus,
illetve kozolt egyenleteket a nem tengelyszimmetrikus alakvaltozas esetére is. A szerzo a
korlemez esetén a szdgelfordulasra felirt differencidlegyenlet megoldasat, a korhengerhéj
esetén pedig vékony héjak elméletén alapulé megoldast hasznalta fel. A kdrhengerhéj a
lemez két oldalan, a kozépsikjara szimmetrikusan helyezkedik el. Szilassy vizsgalatai utan
a kovetkez0 kérdések vethetdk fel: (a) érdemes a megoldhatd peremértékfeladatok korének
bévitése miatt a korlemez esetén a lemez sikjara merdleges elmozdulésra felirt differencial-
egyenletet hasznalni, mivel (b) az elmozdulaskoordinatara felirt lemezegyenlet segitségével
tovabbi megtamasztasok (peremértékfeladatok) esetén meg lehet hatarozni a kritikus terhe-
lést; (c) érdemes lenne megvizsgalni mi torténik, ha a terhelés tengelyszimmetrikus, de a
vele tarsulod alakvaltozas azonban nem, (d) és végiil tovabbi kérdésként vetddik fel, mi
torténik, ha a terhelés sem tengelyszimmetrikus.

A jelen tanulmany az (a) és (b) alatt megfogalmazott feladatok megoldasat tekinti fela-
datanak, arra az esetre, amikor a merevitd korhengerhéj pereme csatlakozik a korlemez
kiilsé pereméhez, azaz a héj csak a lemez kozépfeliiletének egyik oldalan helyezkedik el. A
tanulmany szévegét 6t szakaszba szerveztiik. A 2. A feladat megfogalmazasa cimii szakasz
roviden ismerteti a megoldando fizikai feladatot. A feladat egyenletei cimi 3. szakasz mind
a korhengerhéj, mind pedig a korlemez esetére attekinti a feladat mezdegyenleteit, valamint
a vonatkozé perem és illesztési feltételeket. A 4. szakasz a merevitett tomor korlemez stabi-
litas-vizsgalataval foglalkozik. Megadja zart alakban a kritikus terhelést szolgaltatdé nemli-
nearis egyenletet, és kozli a megoldasokat is

2. A feladat megfogalmazasa

Az 1. abra a vizsgalt szerkezet metszeti képe. Maga a szerkezet tomor vagy lyukas korle-
mezbdl — az abra az utdbbi esetre szemlélteti a viszonyokat — és a lemez kiilsé peremére
erdsitett merevitd héjbol all. A lemez és a héj kozépfeliiletei az R, sugart korben metszik
egymast. Ezt sugarat tekintjiik a korlemez kiilsd pereméhez tartozd sugarnak. A lemez

22



Merevitett korlemezek stabilitas vizsgalata

vastagsagat b, a korhengerhéj vastagsagat pedig b, jeloli. A kérhengerhéj lemez kozépsikja
feletti (alatti) mérete /. A szerkezetet a lemez kdzépsikjaban fekvé sugariranyu és allando
intenzitasi merev (iranytartd) megoszlo erérendszer terheli. Ennek f, a stirisége.

L
by, by
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fo 4 y R
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1. dbra. Geometriai és terhelési viszonyok

Feltételezziik, hogy a lemez és a héj egyarant vékony, kovetkezésképp hasznalhatjuk a
Kirchhoff-féle lemez- és héjmodellt. Tovabbi feltevés hogy a feladat linearis mind a geo-
metria, mind pedig az anyagtorvény tekintetében. Hohatasoktol eltekintiink. A lemez és a
héj ugyanabbol a homogén izotrop anyagbol késziilt: £ a rugalmassagi modulus, v a Pois-
son szam.

A szerkezet tengelyszimmetrikus és kismértékil rugalmas alakvaltozasat vizsgalva a ko-
vetkezé két kérdésre keressiik a valaszt: (a) mekkora a szerkezet kritikus terhelése; (b)
milyen mértékii a merevité korhengerhéj hatasa a kritikus teherre.
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2. abra. 4 szétvalasztott szerkezeti elemek

A kitlizott feladat megoldasa érdekében szétvalasztjuk gondolatban két részre a szerke-
zetet. Ennek megfelelen a 2.a. abra a korlemezt, a 2.b. abra pedig a korhengerhéjt szemlél-
teti.

A korlemezhez kotott jobbsodrati (R,p,z) henger-koordinatarendszerben a z=0 sik a le-
mez kozépfeliilete. A 3.a. abra az R, koron szemlélteti a vonatkozo koordinatavonalakat. A
kozépfeliilet pontjainak R és z iranyll elmozdulasat rendre u és w jeloli. A 2.a. abra feltiinte-
ti a korhengerhéjrél atadodo f sugariranyu és allando intenzitasu bels6 erbt: Ny=-f, tovabba
a korhengerhéjrél atadédo M, hajlitonyomatékot is.

A korhengerhéj esetén a ({,p,¢) hengerkoordinata-rendszert hasznaljuk majd. Ebben a
koordinatarendszerben =z és (=0 a korhengerhéj kozépfelilletén. A ¢ polarszog mindkét
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koordinatarendszerben azonos (de a tengelyszimmetria miatt nem lesz szerepe). A 3.b. dbra
ismét az R, koron szemlélteti a koordinatavonalakat.

a. b.

3. abra. Koordindatavonalak a két koordindtarendszerben

A korhengerhéj tengelyszimmetrikus alakvaltozasa esetén egyediil az u, elmozdulas-
koordinata nem zérus. Nyilvanvalo, hogy u=u(R), w=w(R) és u~u{¢). A 2.b. abra, &ssz-
hangban a 2.a. abraval, feltiinteti a kérhengerhéjra miikodé kiilsé és belsé erdket is.

3. A feladat egyenletei

3.1. Egyenletek a korhengerhéjra

Ismeretes, hogy tengelyszimmetrikus viszonyok mellett az u, sugariranyu elmozduldsmezd

d* N,
LY - (—p—VS?ngim (1)

¢ 1, E,, .
differencial-egyenletnek kdteles eleget tenni [9], ahol p a héj kdzépfeliiletén miikddo sugar-
irany megoszlo terhelés allandonak tekintett siirtisége (a jelen esetben zérus), N a & irany-
ban miikddd élerd (a jelen esetben ez is zérus), v, és E; pedig a héj anyaganak a Poisson
szama ¢és rugalmassagi modulusa — egyel6re nem hasznaljuk ki, hogy azonos a két szerke-
zeti elem anyaga —, tovabba

v, =30-v), B=v,

Az (1) egyenlet megoldasat a kovetkezo alakban keressiik a £ [0, 4] intervallumban:

u;(§)=;a,~V,~(ﬂ§)+u4p s o, =-plBLE, =0, (€)

e

e

R
; %’ 1,=b/12, E, =E /(1-v}). @)

s

sagait illetden lasd a Fliggelek (33) és (34) képleteit.
A megoldas ismeretében
¢ ; d’u,
Q§ = [lsEls d_§3 €S M.f = _[lsEls F (4)

képletekkel szamithato a nyirderd illetve az élnyomaték.

du
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A héj kozépfelilletének v elmozdulasat két részfeladat szuperpoziciojabdl allitjuk eld.
Az alabbiak feladatonként tekintik at a perem és illesztési feltételeket:
1. részfeladat: A héjat csak az f, és fterheli. A vonatkoz6 peremfeltételek a

Qé’ |5:0 :f_f;, s M,f |§:0:Oa (5)
Q; |§:h =0, Mg |§:h:O

alakban irhatok fel.

2. részfeladat: A héjat ez esetben csak az M, nyomaték terheli. A vonatkozo6 peremfel-

tételek a
Qg |5=o =0, M; |§:o=_M0 > 6)
O ey =0, M|.,=0

alakban irhatok fel.

A részfeladatok megoldasai ismeretlen paraméterként tartalmazzak az f megoszlo terhe-
lést és az M, élnyomatékot. Ezek a mennyiségek elvben az illesztési feltételekbdl szamitha-
tok. Az illesztés helye a korlemez és korhengerhéj kozépfeliileteinek metszésvonala. Ezen
R, sugart koron, vagy ami ugyanaz a kdrhengerhéj =0 keresztmetszetében a kinematikai
mennyiségek az

u ‘R:Re TU, FU, = UL Lf:o (7
és
d du
o = _ﬁ |R:R(A = d_gi ‘5:0 (3

illesztési feltételeknek kotelesek eleget tenni.
A részfeladatok megoldasa sordn a Kriilov-fiiggvények értelmezését is kihasznalva,
ugyanakkor elhagyva a formdlis szdmitasok részleteit kapjuk, hogy

u¢(§=0)=K1MU+al(fo—f),

9, =M, +a,(f, - 1), )
ahol
a sin(2ﬂh)—sinh(2ﬂh) 1
%= cosh(2h)+cos(28h)-22B°1 E,,
cosh(28h)—cos(2/h) 1
A cosh(28h)+cos(28h)—-2 21, E, ’ (10)

_ cosh(23h)—cos(2/h) 1
%= cosh(28h)+cos(28h)—2 28’1, E,
—sin(2h)—sinh (2h) 1
"2 = cosh (28h) + cos(25h) 2 21, E,.

E

3.2. A korlemez alakvaltozasa, egyenletek a korlemez sajat sikjaban milik6dé
terhelésre

Jeldlje rendre E, and v, a kdrlemez rugalmassagi modulusat és a Poisson szdmot. A pere-
mein sajat sikjaban fekvd konstans sugariranyu erérendszerekkel terhelt korgyiirii alaki
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lemez esetén tengelyszimmetrikus  viszonyok  kozdtt az  (R,p,z)  henger-
koordinatarendszerben

2

B B
Np=—dt—s, Ny=—d-—s & Ny =Ny, =0 (11)

a harom élerd (Ng, eltiinése a tengelyszimmetria kdvetkezménye), ahol az 4 és B allandok a
peremfeltételek fiiggvényei [7].
Legyen p=R/R, dimenzidmentes sugarirany koordinata. JOl ismert a szilardsagtanbol
[7], hogy tomdr kdrlemez esetén
A=f é&  B=0. (12)
A perem menti radidlis elmozdulas pedig a

, :—(1—1/)11:"%, (13)

P

Osszefiiggéssel szamithato [7].

3.3. A korlemez alakvaltozasa, egyenletek a stabilitisvesztés utani
elmozdulismezére

Vezessiik be a

A= A ; és B= B , (14)
A A
valamint a
Ilp:bZ/IZ, EIP:E,,/(I—vi) (15)
jeloléseket. Megmutathato az utobbi jelolések felhasznalasaval, hogy
£ |dw 1dw
A A, w=— R (16)
I,E, |dR° RdR

a sajat sikjaban terhelt koralak( lemez w lehajlasanak differencialegyenlete. A w-re vonat-
koz6 megoldas ismeretében

dw d’w 1 dw
=——, My=-1 E |—+v———0
dr oo “’(dR2 Rde
d(dw 1d d 4
w w w
O =t By a[dRz *mj‘ N
a szogelfordulas, az élnyomaték, és nyirdero értéke.
4. Merevitett tomor korlemez stabilitasvizsgalata
4.1. A Kkritikus terhelést ado nemlinearis egyenlet
Bevezetve a
2
=R f és AH:LZ d_2+li :%A (18)
[lpE]p Re dp 10 dp Re

jeloléseket a (16) egyenlet a
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AAW+FAw=0 (19)
alakra hozhato, illetve a
2
IlpEl[ IlpEl[ b R
G =a—"-, a=0a-2"L é AI=—-|-L| ——— 20
R PR R, ) 12(1+v) 20

jelolésekkel a (9) egyenletek a
AF =M, +6,(3,-F)

. (2]

8 =M, +0,(3,-3)

formaba irhatok at. A (19) egyenlet altalanos megoldasa az
w(p)=cZ +c,Z,+c,Z,+c,Z, , )

Z,=1, Z,=hp, Z,=J,3p). Z =Y(3p)
alakban irhat6 fel, ahol ¢, c,, ¢; és ¢, az integracids allandokat, Z,, Z,, Z; és Z, pedig a
partikularis megoldasokat jeloli. A fenti és késobbi képletekben allo J, (\/§ p) ¢és
Y, (\3p),n=0,1,2,3,... egész indexti Bessel-fiiggvények. A Z, (i=1,...,4) partikularis

megoldasok tovabbiakban felhasznalt derivaltjait a B. Fiiggelék tartalmazza — 1asd a (35) és
(36) képleteket.

Mivel p-ra fenndll, hogy (a) Y, (\/3 p) = z1n(\/§ p) és, hogy (b) J,(0)=1 a megoldas
T
korlatossagahoz a p=0 helyen teljesiilnie kell a

¢, =—2¢c,/x (23)
egyenletnek. Ez azt jelenti, hogy

w(p) =, +c{&(¢§p>—§ln<ﬁp>}+cm 3 p). (24)
Kihasznalva a jol ismert
gJl(x)=J2(x)+Jg(>c) és EYl(x)=Y2(x)+K,(x) (25)
X X

Osszefiiggéseket, a Z; partikularis megoldasok derivaltjait ado (35) és (36) képleteket, to-
vabba helyettesitve a Bessel-fiiggvények hatarértékét, ha az argumentum zérushoz tart, a
Or-t ad6 (17); képletbdl itt nem részletezett atalakitasokkal kapjuk, hogy
R} d o~ 2 1
limQ, ——=lim—| A+J |[w=——F—. 26
lim Qe Mdp[ 5] P (26)
Mivel zérus a O élerd ereddje az R=pR, sugaru kordén, ha R—0 a vonatkozé
27RO, =—4c,f =0 27
egyenletbdl ¢,=0, és igy
w(p) = +¢J, (3 p) (28)

alakt a megoldas. Nem sérti az altalanossagot, ha a c; konstans értéket zérusnak valasztjuk
— ezzel valdjaban a lemez elvben hatdrozatlan merevtestszerli mozgasat irjuk eld. A fenn-
marado6 integracios konstansokat a p=1 helyen el6irt illesztési feltételekbdl szamithatjuk.

A (21) egyenletrendszerbél §, eliminalasa utan kapjuk, hogy
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9, :[Kz—zq@jMomﬁg. (29)
a, 2
Itt egyrészrdl, tekintettel a (17); képletre, valamint a (36), 0sszefiiggésre

o o L, =

9=

dR
tovabba masrészrdl, kihasznalva a (17), képletet, a megoldas tekintetében pedig az eddigie-
ket és a partikularis megoldasok a Bessel-fliggvények derivaltjaival kapcsolatos (36) dssze-
fliggéseket

M, = —q%{(l—v)ﬁ%(ﬁ)—&@(ﬁ)}. 31
A (29), (30) és (31) képletek egyb;vetéséb& a
1%
¢ == Tz (32)
z V5 (J%){Kz K j‘;zez”’[<1—v)J§Jl<J§)—&J@(J§)}

egyenlet adodik a fennmarado c; konstans szamitasara. A szerkezet kritikus terhelését ak-
kor kapjuk, ha a w(0) elmozdulas adott terhelésre végtelenhez tart [10]. Mivel a (28)
elmozdulasmezdben szerepl6 J, korlatos, a c; konstans értékét vizsgaljuk. Ezen tag végte-
lenhez tart, ha a képletben szerepld kifejezés nevezdje zérus.

4.2. Numerikus eredmények
Fortran 90 forraskodt program késziilt a kritikus terhelés (5, ) meghatdrozasara. A szerke-

zetre hato tényleges terhelésének kritikus értékének (§ ) megallapitasara a (21) egyenlet-

ocr

rendszer szolgal.

b/R. =0.01

:SO or
—

10

e

0 h
0.2 0.4 0.6 0.8 1 e

4. &bra. Merevitd héj hatdsa egy- illetve kétoldali merevités esetén
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A kapott szamitasi eredményeket a 4. abra szemlélteti. A szamitasokat
by/R~=b/R~0.01, E,=E~200 GPa, v=0.3 és R,=50 mm adatok mellett végeztiik. Leolvasha-
td az abrardl hogy a i magassag novelésének egy bizonyos érték felett mar nincs hatasa a
kritikus terhelés értékeére.

A 4. dbran két gorbe szerepel. Egyik a jelen cikkben vizsgalt szerkezet, mig a masik egy
szintén korhengerhéjjal merevitett kdrlemez kritikus terhelését abrazolja, viszont a merevitd
héj elrendezése szimmetrikus a lemez kozépsikjara. Az utdbbi eredmények is a szerzd
eredményei [11].

5. Osszefoglalas

Osszhangban a tanulmény bevezetésében megfogalmazott célkitiizésekkel tengelyszimmet-
rikus viszonyok feltételezése mellett attekintettiik a tomor és lyukas korlemezek stabilitas-
vizsgalataval kapcsolatos differencial-egyenleteket, valamint a korlemez és az azt merevitd
korhengerhéj kozotti illesztesi feltételeket. Levezettiik a kritikus terhelést adé nemlinearis
egyenleteket, és szamitasokat végeztiink a kritikus terhelés meghatarozasara.

Tomor korlemez esetén végeztiink szamitasokat. A kapott eredmények szerint a merevi-
td korhengerhéj jelentésen noveli a kritikus teher értékét, ha a 4/R, hanyados nem halad
meg egy a b/R,-t6l fiiggd korlatot.

Végezetill megjegyezziik visszautalva itt a Bevezetésre, hogy izgalmas kérdés (i) vajon
mi torténik, ha tengelyszimmetrikus a terhelés, de nem tengelyszimmetrikus a vele tarsuld
alakvaltozas (ii) és végiil tovabbi kérdésként vetheto fel, hogy mi torténik, ha a terhelés sem
tengelyszimmetrikus.

6. Koszonetnyilvanitas

A bemutatott kutatéo munka a a TAMOP-4.2.2.B-10/1/KONV-2010-0008 jelii projekt ré-
szeként — az Uj Magyarorszag Fejlesztési Terv keretében — az Eurdpai Uni6 timogatasaval,
az Eurdpai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valosult meg.

7. Fiiggelék

7.1. Kriilov-fiiggvények

Az alabbiakban megadjuk a Kriilov-fiiggvényeket, valamint a ¢ helykoordinata szerinti
derivaltjaikat:

V, =coshpécospE, V, = %(cosh BEsin BE +sinh Bz cos BE),

(33)
v, = %sinh BEsinpE, vV, = %(cosh Bé&sin BE —sinh Sz cos BE).
A fiiggvény derivaltjai pedig az alabbi mdédon szamithatok:
Vio=ApV, Y, =BV, TV =P Ve =P
Woo=-aBW. V. =-4BW, V. =fT.  V =pV (34)
W= aB,. V=R, W =R, T =B

29



Burmeister D.

7.2. A (22) megoldas derivaltjai

Az alabbiak 6sszefoglaldoan megadjak a (19) differenciadlegyenlet (22) megoldasaban allo
Z\,...,Z4 partikularis megoldasok p szerinti derivaltjait:

70 =7 =1, z =0, 7 =0, z' =0;

' . » 3/2 (35)
79 =7,=0(3p). Z _ 5 A B

n3P) NET Sp 5 p°
70 =2,=J,3p), z, ==3/,(3p).
AN AN A S PAN R ANEToY:
, (36)

79 =7,=1,(3p), z, ==3%\3p),
7z =SncEo-neEe) z =L [ndEn-3mWEn )
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