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Osszefoglalas

A jelen cikk célja néhany homogén, izotrop, linearisan rugalmas anyagi gérbe rudra
vonatkozo képlet altalanositasa inhomogén anyagu rudak esetére. Ennek tiikrében feltevés,
hogy az anyagjellemz6k csak a keresztmetszeti koordinatik fiiggvényei. A vizsgalatok
magukban foglaljak a normalfesziiltség (a Grashof-féle formula), a nyirdfesziiltség és a
gorbiiletvaltozds képleteinek az dltaldnositasat. Erdekesség, hogy az vjonnan feldllitott
osszefiiggések szerkezetiiket tekintve megegyeznek a klasszikusokkal. A cikk végen
szampeéldakon keresztiil keriil bemutatasra az eredmények alkalmazhatosaga.

Kulcsszavak: sikgorbe rud, heterogén anyag, Grashof-formula, gorbiiletviltozads,
alakvaltozdsi energia

Abstract

The main objective of the present paper is a generalization of some classical results for
curved beams made of heterogeneous materials. We consider a beam made of
nonhomogeneous, isotropic, linearly elastic material. The elastic parameters depend on the
cross-sectional coordinates only. Our investigations include the determination of the
normal stress (i.e. the generalization of the Grashof formula), the shearing stress and the
curvature change. Interestingly, our newly established formulae have the same structure as
the classical ones. We conclude with numerical examples which illustrate the applicability
of our results.

Keywords: curved beam, heterogenous material, Grashof formula, curvature change, strain
energy

1. Bevezetés

A legtobb szilardsagtani kérdésekkel foglalkozo egyetemi tankdnyv kiilon fejezetet szentel
a homogén izotrdép anyagu sikgdrbe rudak mechanikai kérdéseinek — a teljesség igénye
nélkiil emeljikk ki ehelyiitt az [1] konyv 4.15 szakaszat, avagy a [2] tankdnyv 10.1.
szakaszat. Az idézett konyvek a mindennapi mérnoki gyakorlatban jol alkalmazhato
formulakat k6z6lnek a radban ébredé normal- és nyirofesziiltség, a gorbiiletvaltozas és a
radban tarolt alakvaltozési energia szamitasara. A jelen tanulmany f6 célja az idézett
klasszikus eredmények altalanositasa heterogén anyagu sikgoérbe rudakra. Ami a
heterogenitas jellegét illeti, azt fogjuk feltételezni, hogy a rugalmassagtani anyagallandok,
azaz a Young modulus és a Poisson szam (késobb kideriil, hogy az utébbi nem jelenik meg
kozvetleniil a fesziiltséget add képletekben) csak a keresztmetszeti koordinatak fiiggvénye,
azaz fliggetlen az axialis koordinataktél — ezt az inhomogenitast keresztmetszeti
inhomogenitasnak nevezziik majd. Ami a tervezett vizsgalatok kozvetlen el6zményeit illeti,
Ecsedi és Baksa [3], valamint Ecsedi és Dluhi [4] tanulmanyai érdemelnek kiemelést —
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ezekben tovabbi, az elézményeket illetd hivatkozasok talalhatok. A [4] tanulmany a
keresztmetszeti inhomogenitasu egyenes rudak szilardsagtananak oktatasban is jol
felhasznalhato Osszegezése. A [3] tanulmany sikgorbe rudakkal foglalkozik. Az idézett cikk
elmozdulasmezore alkalmazott hipotézise ekvivalens a jelen tanulmany elmozdulasmezdvel
kapcsolatos hipotézisével. Az utdbbi a klasszikus Love-féle hipotézis. Ennek hasznalata
mellett nézetlink szerint az szo6l, hogy a fizikai mennyiségek (pl. fesziiltségek) szamitasara
adodo képletek szerkezetiiket illetden megegyeznek a homogén izotrép rudak estére
érvényes képletekkel.
A gondolatmenet ismertetése soran alkalmazott feltevéseket az alabbiak foglaljak
roviden Ossze:
1. az elmozdulasok és alakvaltozasok kicsik;
2. arud allando keresztmetszetii;
3. ugyancsak allando az E-vel sulyozott kdzépvonal — ennek értelmezését illetéen elore
utalunk az (1) képlethez kapcsolodd magyarazatra — gorbiileti sugara;
4. a keresztmetszet mind geometridjat, mind pedig anyagi felépitését tekintve
szimmetrikus a ¢ tengelyre — lasd az 1. abrat a geometriai viszonyokat illetéen;

5. az F rugalmassagi modulus és a v Poisson szam cleget tesz az
En,0)=E(=1,¢); v(1,¢)=v(=1.¢)
Osszefiiggéseknek, vagyis csak az m,{ keresztmetszeti koordinatak fiiggvényei;
6. atengelyiranyl o, normalfesziiltség mellett elhanyagolhaté a tobbi féfesziiltseg;

7. ahohatasokat figyelmen kiviil hagyjuk.

2. Kinematikai egyenletek

1. &bra. Az alkalmazott koordinata rendszer

A vizsgéalatok soran alkalmazott egységbazisu ortogonalis gorbevonala &nd
koordinatarendszert az 1.4bra szemlélteti. A bazisvektorokat e.(s).e, e (s) jeldli. Itt s az
E-vel sulyozott kozépvonalon mért ivkoordinata — az E-vel sulyozott kézépvonal a rud
szimmetriasikjaban fekszik és a C, pontban dofi az 4bran szemléltetett keresztmetszetet, a
doféspont helye pedig a

0, = | Em.¢)¢da=0 (M)

feltételi egyenletbdl szamithato — Q

en

az 71 tengelyre szamitott E-vel sulyozott statikai
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nyomaték. Az E-vel sulyozott k6zépvonalnak — a tovabbiakban roviden kézépvonal — R a
sugara. A C pont a keresztmetszet, mint sikidom geometriai kdzéppontja.
Az E-vel sulyozott A4, teriletet és az E-vel sulyozott 7 tengelyre szamitott 7,

masodrend{i nyomatékot az alabbi képletek értelmezik:

A4, =[E@.)da, 1, =[E@.¢)sd. )
A rud kodzépvonaldhoz kotott gérbevonala koordinatarendszerben
de, de
Vziie5+ie, +ief, = :—leg , _C:l% 3)
Os R+¢ on " o ° ds R ds R

a V differencialoperator. Osszhangban a Love-féle hipotézissel, a rud tetszoleges
pontjanak elmozdulasvektorat az

u= uo + W0,7§e5 = Wueg“ + (uo + l//oné’)eﬁ (4)
keéplettel szamitjuk. A képletben u, =u e, +w,e, a kozépvonal elmozdulasvektora,

pedig a keresztmetszet merevtestszer(i szogelfordulasa. Ennek tetszdleges pontban

1
=——(uxV
5 wxV)
az értéke, kovetkezésképp (elhagyva a formalis atalakitasokat)
Li(u, dw,
'//4’:0 = ‘//myel] = E|:(E_ dS ]eq + (//w]el]:|3 (5)
ahonnan
u dw dl//o,, d({dw u
=_9° __ 9 éS — T =K =—— o __©° 6
Vor TR as s ds(ds Rj ©)

a kozépvonal szogelfordulasa és a gorbiilete. A ¢ tengely iranya fajlagos nyulas az E
alakvaltozasi tenzorbol szamithaté — o a diadikus szorzas muveleti jele:

£5=e5-E-e§=e§%(ro+Vou)oe§. 7
Innen kapjuk, hogy
R (d d R
g = u, +W{) i Vo é/ — (go§ +§K‘0), (8)
R+ZJ\ ds R ds R+¢
ahol
du, w
g, =—24+—2 9
24 dS R ( )

a kdzépvonal & irdnyu fajlagos nytlasa.

3. A normalfesziiltség szamitasa

3.1. A Grashof formula altalanositasa

A klasszikus Grashof-formula altalanositasahoz sziikség lesz az
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- AR—{E(U &) jAﬁEm OeU 1, =] e

integralokra, melyek az E-vel sulyozott A4, redukalt teriiletet, az E-vel sulyozott O,

E(1,£)¢”d4 (10)

redukalt statikai nyomatékot és az E-vel stlyozott [, redukalt masodrendii nyomatékot

értelmezik. Tekintettel a normalfesziiltségekkel kapcsolatos |0

0. = E(1.¢)s; an
az egyszeri Hooke torvény, kovetkezésképp felhasznalva a (8) és (9) Osszefiiggéseket,
adodik az N raderd

N=¢ j RRgE(U g’)dA+zcj —E(77 O)Cdd =g, Ay +5,0, (122)
valamint az M hajlitényomaték
M=e, LR é,E(n ?)CdAﬂcj E(77 O¢dd=¢,.0,+x,1,  (12b)

a kinematikai jellemzdk fiiggvényében. A (12) egyenletrendszer megoldasa az ¢, fajlagos
nyulast és a x, gorbiiletet a belsd erdk fiiggvényében eredményezi:
— MQeR — NIeR _ N QyR _MA
¢ T2 7 > KT
QeR - AeR [ eR QeR - AeR IeR
Visszairva az utobbi két képletet a (8) egyenletbe
R 1
g = 1,- N-M -¢A 14
& R+é/ AeRIeR _QezR I:( eR é’QeR) (QeR é/ eR ):| ( )
a fajlagos nyulas alakja. Ezt behelyettesitve az egyszer(i Hooke torvénybe
1
= E0.¢)z: = E01.$) —— (; o LU =€ 0u)N =M (Qu = 4)] (19)
eR
a normalfesziiltség. A tovabbiakban celunk a normalfesziiltség képletének egyszeriisitése, a
Grashof-féle formula altalanositdsa érdekében. Ehhez irjuk fel az 4,, O, és I,

(13)

mennyiségek ¢és az 4,, O, ¢és [, jellemzék kozodtti kapesolatot. Kihasznalva a

tovabbiakban az R/(R+¢) tort sorfejtését valamint a O, =0 Osszefliggést, kapjuk

rendre, hogy

Ae =] 150 Bz - %’=Ae,

I
4 R T R R

. :L(l—£+...jg”2E(77,§)dA;16,7. (16b)

Tekintettel a fenti képletekre és az 1>> 1, /(R*A,) egyenlétlenségre, atalakithato a (15)

en

(16a)

illetve hogy

képlet nevezdje:
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2 I? 1
A»RIBR (1_&J = AeR]eR 1_% = AeRIeR [1_26—]7j = AL’RIL’R’ (17)
I eR A@R R AeR ] eR R AeR

Mindezeket felhasznalva a (14) dsszefiiggésbol

goxf1-¢Qu| RN [ Qu 6| R 4 (18)
IeR R + g AyR AyR [yR [yR R + g
a fajlagos nyulas értéke. Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy
Ow . 1o 1 1 R M M (19)
I, RI, R  RR+({A, R4,
akkor a Hooke torvénybe helyettesitve a fajlagos nyulas értékét a
N M M R
0. =E@m )| —+ +—— ¢ (20)
A@R RABR IeR R + g

formulat kapjuk a normalfesziiltségre. Ez a képlet a Grashof formula altalanositasa
keresztmetszeti inhomogenitasu sikgdrbe rud esetére.

3.2. A normalfesziiltség szamitasa a zérusvonal ismeretében

Az angol nyelvl szakirodalom homogén anyagu sikgorbe rudak tiszta hajlitasara a Grashof-
formulatdl eltérd (de azzal ekvivalens) Osszefliggést kozol a normalfesziiltségre — lasd
példaul a (4.71) képletet az [1] konyvben. A jelen szakaszban ezt a képletet altalanositjuk
keresztmetszeti inhomogenitas feltételezése mellett. A 2. abra a rad egy kiragadott

keresztmetszetén szemléltet néhany 0j jelolést: £, a zérusvonal koordinatija, R pedig
zérusvonal sugara. A keresztmetszet tetszGleges P pontjahoz tartozo sugar R+¢ . Ez
utobbit az egyszeriibb irdsmdd miatt r -rel jeloljiik majd.

[\,
C. n
=

Y S
r=R+{
=]
ol
Ll'“\g'
[w]

2. bra. Néhdny uj jelolés
Mivel tiszta hajlitas esetén zérus az N ruderd, egyszerlisodik a normalfesziiltség (15)
képlete:
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(77 é/)R é, Qz (é’AeR _QeR)M ° (21)
A zérusvonalon eltlinik a normélfeszultseg, kovetkezesképp

Or =, 4% :(R""/;o_R)AeR =(E—R)—>ﬁ=%

eR

+R. (22)

Ide helyettesitve (10) alapjan az A‘ z -t és O, -t ado integralokat
E

[Fa Oclaa rf FTEgq.pf o HE)

E(.)
j CEG, ou RJ =)

E(77 O a4

23)
) RLLZ’QC‘“L? L e e

E(1n,%) T EMO,, [ EmO)
[, [ [

a zérusvonal sugara. Ennek birtokaban irhat6, hogy
é’AeR_QeR :(F_R)A6R+RAER _RAeR :(r_R)ABR‘ (24)

Ha ezen feliil élink az 4,1, > Q7, egyenlétlenség adta elhanyagolasi lehetéséggel (21)
esetén kapjuk, hogy
M R —
= E(,$)——(r—R). (25)
r 1,

Egyetlen tovabbi teendénk az R/, hanyados egyszerlibb alakra hozasa. Ennek nevezdjét

a (10); és a (16a) értelmezéseket, a (23) levezetés végeredményét, valamint a 2. abra
jeloléseit is felhasznélva az

w=[E@.OE S| g orTEE

gda=| E, g)R—;dA =

= R[ E0.$)¢dA~[ Em.O)R* = RdA RQ,, ~R*[ E(,¢)dA+ (26)

2
+R B0 g - gy sp3 e AeRz(—H j ar| Bk R 4 &
4 r R R R R
1épésekben lehet kedvezébb alakra hozni. Ha a —¢, helyett e-t irunk, akkor ez utdbbi
eredményt (25)-be helyettesitve kapjuk a normélfeszﬁltségre a
M r-R
=E®.¢ 7

formulat. A (23) és a fenti (27) képlet az [I ] konyv (4.67) és (4.71) képleteinek
altalanositasa keresztmetszeti inhomogenitasu sikgérbe rud esetére. (Ha allandd a
rugalmassagi modulus, akkor visszakapjuk a (23) és (27) képletekbdl az idézett konyv
(4.67) és (4.71) képleteit.)

@7n
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4. A nyirofesziiltség szamitasa
4.1. Képlet a nyirofesziiltségre
A jelen szakaszban a rad egy infinitezimalis hosszlisagh részének egyenstlyat véve alapul,

zart alakban kiséreljik meg kifejezni a nyirofesziiltséget. A 3. abra vastag korvonalakkal
emeli ki a tekintett radrészt. Ezt a radrészt (tartoméanyt) az A,, A véglapok, az R+¢

sugart hengerfeliilet és rad terheletlen palastja hatarolja. A tartomany magassagat &)

jeloli, v(&) a tartomany szélessége. A bal oldali s, ivkoordinata rogzitett, az s pedig
paraméter. A tovabbiakban az alabbi feltevésekkel éliink:

e a riad barmely keresztmetszetében a ¢ =§A egyenesen a 7, =7,.€ +7.€,
nyirofesziiltségek hatasvonalai egy ponton metszik egymast. Ezt a keresztmetszet
konturja és a ¢ = é: = allandé egyenesek metszéspontjaiban a konturhoz rajzolt
érinték metszése adja. Ennek kovetkezménye, hogy a 7,. nyirofesziltség 7
paratlan fliggvénye;

e ugyancsak allando az E-vel sulyozott kézépvonal — ennek értelmezését illetden

visszautalunk az (1) képlethez kapcsolddd magyarazatra — gorbiileti sugara;
e az M hajlitbnyomatek és 7, nyiroerd kozott fennall, hogy

dm
e dlland6 a 7, fesziiltség, ha dllandd a ¢';
e nincs hatassal a nyirofesziiltség-eloszlas a normalfesziiltség-eloszlasra.
3.8bra. Infinitezimalis hossziisagunak tekintett ridszakasz
Az abran kiemelt ridszakasz egyensulyat az
s - R+( &
[ (0. +7.)d4 ‘L;, (o.e.+7,)dd —LB% (©)e. (§)T§v(§)d§ =0 (29
d4

egyenlet fejezi ki. Ha derivaljuk ezt az s ivkoordinita szerint, és beszorozzuk az
eredményt skalarisan e, -vel, akkor kapjuk, hogy
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d o N
[ [ - & =0, (30)

Jelolje e, a keresztmetszet sz¢élsd szalanak maximalis tdvolsagat a C, ponttol. Ez mindig

ax

kisebb, mint R . Az A4 teriilet mindig megadhat6 a v(g: )h((A ) alakban, ahol h(f ) kisebb,

mint e_ . Ezek szerint
max

Tee 773; 1 2 ° %
L{%dﬁl ~ Eh(é’)v(é’)rgg (é’) > (31)

a (30) egyenlet masodik tagjanak felsd korlatja, mivel a nyirofesziiltséget nem az A

"o,
R

tartomany bels6 pontjaiban, hanem a ¢ vonalon felvett értékével helyettesitettiik. Utobbi
egyenlet alapjan elhanyagoljuk a (30) é')sszeﬁiggésben allo masodik integralt. Ekkor a

@--R Lg%
= R+4v(z;) A ds

Osszefiiggés adja a keresett nyirofesziiltséget. Ide helyettesitve a (20) alatti
normalfesziiltséget, a derivalas elvégzése és az
1

(32)

%= 0, =] E@m, 4“)—§§dA [ Eoda= 4 (33)
jelolések bevezetése utan
@)= (Ra a0, (4)
R+é-" Lyv($) !

a nyirofesziiltség atlagértéke. Ezen eredmény a [2] konyv 358-359. oldalan ko6zolt képlet
altalanositasa keresztmetszeti inhomogenitas esetére.

4.2. Korrekcios tényezo

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az anyagjellemzdk csak a ¢ fliggvényei. Feltételezziik
tovabba, hogy a nyirasbol adodo teljes alakvaltozasi energia az

T:lj Tég(é/) :_J‘J'( j gg(é/) ddds (35)

27 G(S) R) G(S)
képlettel szamithato, ahol £ a rad E-vel sulyozott kdzépvonalanak hossza, a G(&) nyirasi
rugalmassagi modulus, ami az E({) =2G({ )[1+v(§ )] Osszefliggésbdl szamithatd — v a
Poisson szam. Az egységnyi radhosszra es6 alakvaltozasi energia az el6z6 képlet alapjan az

2 2 A
v =5 145 ) M=1(£jf Rt (Rad0)) g
274" R) G(¢) 201 AR+$ G(E) v($)

alakban irhato fel, ha helyettesitjik 7, (34) alatti képletét. Masrészrdl, kihasznalva, hogy

= :l R %_u_o +[1_£)
Te Te T Re¢oe R R)"

a szogtorzulas — a képlet azzal a feltevéssel adodott, hogy egymastdl fliggetlennek

eR
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tekintettiik az u,,w, elmozdulasokat és a y,, forgast — atirhato a (36) képlet:

[

1
Uz:5[11+%)QA§Mg(§MA=

e 1f({ow, u, C;Z 4 1 37
‘ELEKE‘EHI‘H J‘”“”}ff“’d“‘z e O

=1 (0)=y,, ,=allando

ha elhanyagoljuk a (& /R)2 értékét az egység mellett. A (36) és (37) képletek
egybevetésébdl kovetkezik, hogy

1 (TY: R 1 (Red+Q,)
5T¢7§¢o_ . I

201, J MRy GO wéY
azaz, hogy
12
T.=-y R =—y., k (38)
¢ &o , 2 o Ky
J‘ R 1 (RaeAe + Qel] )
1R+& G(&) V(&)
ahol
L , k

(39

¥ 3 és ¥, =7 ———.
f R 1 (ReA+0)) u [ 6(¢)aa
1R+{ G wE)

Itt az utdbbit tekintjiik nyirasi korrekcios tényezonek. Ha homogén izotrdép anyagu a rud,
akkor a (38), képletbdl elemi atalakitasokkal — allando az E és a G, R — oo, z€rus értékii az
o, —adodik az egyenes rudakra érvényes

I
voe),, w
A 1 d4
Q)
Osszefliggés. Ez csak a keresztmetszeti jellemz6k fliiggvénye. Vegylik észre, hogy a
T =7, |,G()dA g, (41)

=GA homogén ridra

Osszefiiggés mind homogén és egyenes, mind pedig heterogén és gorbe rudra érvényes.
5. Az alakvaltozasi energia

A 4. abra a rad kozépvonalat, a kdzépvonal egy pontjat — elmozdulas eldtt ( P, ) és utan (P),
tovabba a kozépvonal tekintett pontbeli érintdjét, valamint az alakvaltozas eldtti és az
alakvéltozas utani R és R gorbiileti sugarakat szemlélteti. A v, szdg megvaltozdsa a

merevtestszerli i, forgasbol adodik.
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4. abra. A gorbiileti viszonyok megvaltozdsa

A kozépvonal menti fajlagos nyulast értelmezd
ds—ds,
£, =
ds

o

42)

képletben ds, a kezdeti 4llapothoz tartoz6é ivkoordinita, ds pedig az alakvaltozast
szenvedett ivelem. Nyilvanval6, hogy a gorbiilet megvaltozasat az

11 _dWerva) v, dwntve) dvy g v dve gy
R R, ds ds, ds ds ds ds
atalakitas eredménye adja, ahol
& %=g %(l+g );g %=g L (44)
24 dS 24 dSO 24 24 dSO 24 Ro
A (9), (43) és (44) egyenletek egybevetésébol
1 1. ! (45)

R R R
a gorbiiletvaltozas a kinematikai jellemzok fiiggvényében. Ha ide helyettesitjiik a x, -t ado
(13) képletet, majd kihasznaljuk, hogy tiszta hajlitas esetén zérus a raderd és tjfent éliink a
Q> < A1, elhanyagolassal, akkor végiil az

1 1 M
R Ro IeR

képlet adodik a hajlitas hatasara bekovetkezd gorbiiletvaltozasra. Az M hajlitonyomatékhoz
tartozo

=2 e 2T g (46)

elemi szogvaltozas ismeretében

ds 47)
eR

az elemi radhosszban felhalmozddo alakvaltozasi energia. Legyen L a rad
kozépvonalanak hossza. Ezzel

2
eR

a tiszta hajlitashoz tartozo teljes alakvaltozasi energia.
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6. Szampéldak
6.1. Példa

Az 5. abra a vizsgalt rad keresztmetszetét és a geometriai méreteket szemlélteti. Az
igénybevétel tiszta hajlitas: M = Me, =100e, Nm . A rid also szelvénye acélbdl, a felsd
pedig aluminiumbél késziilt, a rugalmassdgi modulusok rendre E, =2,1x10° MPa és
E, =7x10" MPa. A keresett normalfesziiltséget haromféleképpen, azaz a (15), (20),

valamint (27) képlettel egyarant kiszamitjuk. Ily médon lehetdség nyilik az elhanyagolasok
hatasanak becslésére.

7l ¢

aluminium

L=l
I

16 mm

by

16 mm

R=82mm
A =o-mm

<

5. &bra. A rud keresztmetszete

Az yz koordinatarendszerben felvett z. az E-vel sulyozott kozépvonal koordinatdja.

Ennek szamitasadhoz vissza kell idézniink, hogy zérus az E-vel sulyozott statikai nyomaték
az 71 tengelyre. Kovetkezésképp

0., =0y —2c4, =0, (49)
ahonnan
0 E1[;A1+E2£bl+12j,42
=== =12mm. (50)
A, EA+E,A,
A z, birtokaban leolvashaté az dbrarol, hogy
{ =—z.=-12mm, ¢, =4mm, ¢, =20mm. (51)

Ezen adatok birtokaban szamitani tudjuk a (10) képletekkel az E-vel stlyozott redukalt
teriiletet és statikai nyomatékot:

A, =J‘£R;i”;§E(m§)adg=AlEl + A,E, +a[(E2 —-E), +EST —E2§;]+
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+a{(E2—El)Rln(1+%)—E1Rln[l+%J+E2Rln(l+%ﬂ, (52)
0, = IR;é’g?E(n O)adl =S, j? E(77 ) ad¢ = j? E(f? ) ad( =

= —Elab(gk ) =& R+R*In(R+ ‘;k)_E(éT) +{ R-R*In(R+ gl)} - (3)

1 +)2 + 2 + 1 2 2
_Eza[z(é’z) —(iR+R 1n(R+§2)—E(§k) +(,R-R ln(R+§k)} .

A Steiner-tétellel pedig szamithatdo az E-vel sulyozott masodrendi nyomaték az 7

tengelyre:
— 2 _ 2 2 _
1, = PO =E[ Cda+E,[ *dd=
, 2 3 2 (54)
- E, ab’ C_ﬁ ab, |+ E, ab+b1—zc+b—2 ab, |.
12 2 12 2
25 [ T
—e— A (15) képlet szerint
‘ a— A (20) képlet szerint
201+ A (27) képlet szerint )
15
10
E
E 5
A
0 &
-5
—10 h
—15 - i L

=30 =25 =20 -15 =10 =5 0
a¢(¢) N/mm?

o |

10 15

6. abra. 4 normalfesziiltség eloszlds
Az I, birtokaban, visszaidézve (10) , -at és felhasznalva (54)-et, irhatjuk, hogy

R ) » 1 2 3
I,= A1UA2R—+§§ E(ﬂ!;)dA:[eq+a(E2_El)x(gkR _E(Q) R-R ln(R+§k)+
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1 T3 1/, .32 _ -
+§(<;k)3)—1515{—5({;1 ) +5({;1 )R- R+ R In(R+¢, )J_
. . (55)
+\2 +\? + +
—aE2(+§(§2 ) —E(gz ) R+{R*-R'In(R+¢; ))
ami az E-vel sulyozott redukalt masodrendii nyomaték képlete. Behelyettesitve az (52)-(55)
alatti formulakba az ismert numerikus értékeket, kapjuk hogy
A, =1,4336x10° N, 4, =1,4477x10° N, O, =—1,1588x10° Nmm,
1,,=9,9396x10° Nmm®, I, =9,5024x10" Nmm”.
A kiszamitott adatok birtokaban abrazoltuk a normalfesziiltség-closzlast a pontos (15)

képlet, a Grashof-féle képlet altalanositasanak tekinthetd (20) képlet, valamint a (27) képlet
felhasznalasaval. A fesziiltség eloszlast  fliggvényében szemlélteti a 6. dbra. A szadmitott

(56)

értékek gyakorlatilag megegyeznek, a legnagyobb eltérés alig éri el a 2% -ot.

Erdemes még a (15), (20) és (23) képleteket abban a tekintetben is 6sszehasonlitani,
hogy mit eredményeznek a zérusvonal koordinatajara vonatkozoan. Figyelembe véve a
0:(£,)=0 Osszefiiggést, rendre a —0,8004 mm, —0,7771 mm, illetve —0,7845 mm

értékeket kapjuk ¢, koordinatara. Ez azt jelenti, hogy itt sincs lényeges eltérés.

6.2. Példa

A 7. abra keresztmetszete a geometriai és anyagjellemzok tekintetében ugyanaz, mint az
elézd feladatban. A terhelés azonban eltér, hiszen ez most a 7, =-10kN nagysaga

nyiroerd. Keressiik a 7. nyirofesziiltség-eloszlast a (34) képlet alapjan és a nyirasi
korrekeios tényezot. Ez utobbihoz sziikség lesz a v, =0,3 és v, = 0,35 Poisson szamokra
is, melyek indexelése 6sszhangban van a rugalmassagi modulusok indexelésével.

Z1¢

aluminium

=
3
I

16 mm

16 mm

by

7. abra. Nyirdasnak kitett keresztmetszet
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Az (56) alatti értékek (33), -be valo helyettesitésével

I 24x10°
o, = e 3028X10 g 765,403,
R’A, 82°x1,4477x10

A f € (4,20] (aluminium anyagu) szakaszon a (33) , ; kepletek alapjan

4,=[ Eda= 70000x32xj;°dg = 4,48x107 —2,24x10°F N
és
828
0, = a6 U=T70000x32 d¢ =
-l g -4
=2,24><106x(—29458,3172—825+67241n(82+5))Nmm

A fenti adatokkal azonnal adddik a nyirdéfesziiltség ezen a tartomanyon:

269, 6687
g(g) = ( —659,5077 -1 8547§+150 62 ln(82+§)) N/mm” .
25 F T T
—e— Eloszlds az aluminium szelvényben
90 |- |——  Eloszlés az acél szelvényben >
15
10
S
; Vs "r,-"
0 re
A
A
_5 A " —
—~10 [ Tre—— -
—15
-18 -16 —-14 -12 —-10 -8 -6 —4 -2 0 2

8. abra. Nyirdfesziiltség eloszlds
Ha az acélbol késziilt £ e[~12,4] ridrészt tekintjiik, akkor kapjuk, hogy
4= [ Eda= 210000x32xfl2d4j =6,72x10°£ +8,064x10” N
és, hogy
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Heterogén sikgérbe rudak lehetséges mechanikai modellje

" R _ 8 2 10 P 11
QEW—L,EIR—%;’dA—S,SIMXIO £ —4,5185x10 1n(82+;’)+1,9858><10 Nmm.
Kovetkezésképp

s 269,6687
ng (é,) =X

82+¢

A nyirofesziiltség eloszlast a ¢ fliggvényében a 8. abra jeleniti meg. Itt érdemes

[—5,56415 ~1986,464+451,8528In (82 + g)] N/mm®.  (58)

megjegyezni, hogy a (34) Osszefiiggés nyirofesziiltségi atlagértéket eredményez. Ez azt
jelenti, hogy a kapott eredmény pontosabb, ha a rugalmassagi modulus nem fiigg az 7
koordinatatol, hanem csak a ¢ fiiggvénye: E = E(S).

Ami a nyirasi korrekcids tényezo értékét illeti, els6 1épésként a (39); 0sszefiiggésbe valo
behelyettesitéseket célszerli elvégezni. Ezek soran hasznaljuk ki az alabbi megfontolasokat:
(a) a hivatkozott képletben allo6 w({) most egy konstans, értéke megegyezik a

keresztmetszet a-val jelolt szélességével; (b) a G(¢) cstsztatd rugalmassagi modulus
allandé a ¢ e [-12;4], valamint a Ce (4; 20] szakaszokon beliil; tovabba (c) az 4.", O,

jellemzdk a két intervallumon beliil folytonosak. Az eldbbiekbdl kovetkezik, hogy a (39),
formula nevezdje szétesik egy Osszegre. Ez pedig — némileg rendezett formaban — végiil az

1 4 82 8 1 10 2
5,56x10°¢ +1,98x10'" —4,5x10° In(82+ ¢)) " |d¢ +
8,08x104x32-[—12[82+g\ d ( g))} d

1
+ 4
2,6x10*x32

418244

eredményre vezet. Visszahelyettesitve ezt (39),-be adodik, hogy
k, =4,23x10" N . (59)

Ay, -val jelolt (jelen cikk keretein beliil az anyagjellemzdktdl is fiiggd) dimenzidtlan

r“[ B2 (~6,6%10"~1,85x10'¢ ~1,5x10" ln(82+é“))z}d§ ~2.12x10"

nyirasi korrekcios tényez6 szamszerl értékéhez pedig a (39), definicio alapjan a

k k 7
g _ 4,23x10 “0.774  (60)

X, = F—=
" [ G(¢)aa a(GIJ.jlzd;'i'GszOdg) (4,135+1,327)x 10"

lépésekben juthatunk el. Ez az eredmény nem all messze a homogén, izotrop anyagu
téglalap keresztmetszet(, egyenes rudra levezethetd 5/6=0,833-as szamértéktol.

7. Osszefoglalas

Jelen cikk keretein beliil bemutatasra keriilt néhany klasszikus, homogén anyagti sikgorbe
radra érvényes képlet altalanositasa keresztmetszeti inhomogenitas feltételezése mellett,
azaz feltéve, hogy a rugalmassagi modulus csak a keresztmetszeti koordinatak fiiggvénye.
Levezettiink harom formulat a normalfesziiltségre, megadtuk a nyiréfesziiltség szamitasara
alkalmas Osszefliggést, és képleteket allitottunk fel a gorbiiletvaltozas, valamint az
alakvaltozasi energiat szamitasara. A két szampélda az eredmények alkalmazhatosagat
illusztralja.
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8. Koszonetnyilvanitas

A kutatéo munka a TAMOP-4.2.2.B-10/1-2010-0008 jelii projektek részeként — az Uj Ma-
gyarorszag Fejlesztési Terv keretében — az Eurdpai Unio tamogatasaval, az Eurdpai Szoci-
alis Alap tarsfinanszirozasaval, illetve a TAMOP-4.2.1B-10/2/KONV-2010-0001 jelii pro-
jekt részeként az Eurdpai Unid tdmogatasaval, az Eurdpai Szocialis Alap tarsfinansziroza-
saval valosul meg.
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