Multidiszciplinaris tudomanyok, 2. kétet. (2012) 1 sz. pp. 77-88.

FESZULTSEGMEZON ALAPULO h- ES p-VERZIOS
HEJ-VEGESELEMEK OSSZEHASONLITO VIZSGALATA

Kocsan Lajos Gyorgy' és Téth Balizs®
' Adjunktus, Miskolci Egyetem, Mechanikai Tanszék
3515 Miskolc, Miskolc-Egyetemvaros, e-mail: mechklgy@uni-miskolc.hu
? Adjunktus, Miskolci Egyetem, Mechanikai Tanszék
3515 Miskolc, Miskolc-Egyetemvaros, e-mail: mechtb@uni-miskolc.hu

Osszefoglalas

A harommezos dual Hellinger-Reissner-féle és a kétmezds Fraeijs de Veubeke-féle variaci-
os elven alapulo dimenzio szerint redukalt kérhengerhéj-modellek keriilnek bemutatasra.
Az alkalmazott variacios elvek egyik fo jellemzdje, hogy a fesziiltségmezo szimmetriajat
integral értelemben elégitjiik ki. A redukalt héjmodell felépitése soran a klasszikus héjelmé-
letekben hasznalt kinematikai és fesziiltségi hipoteziseket nem alkalmazzuk. A kifejlesztett h-
és p-verzios héj-végeselemek numerikus teljesitoképességet egy alkalmasan valasztott teszt-
feladaton keresztiil szemléltetjiik.

Kulcsszavak: tobbmezds dudl elvek, nem a priori szimmetrikus fesziiltségmezd,
kérhengerhéj-modell, dimenzio szerinti redukalas

Abstract

Dimensionally reduced cylindrical shell models based on the three-field dual-mixed
Hellinger-Reissner-type and the two-field dual-mixed Fraeijs de Veubeke variational
principles are presented using a priori non-symmetric stresses. During the dimension
reduction procedure the classical kinematical hypotheses are not employed. The h- and p-
version shell finite elements developed are compared through a representative model
problem.

Keywords: multi-field dual-mixed, a priori non-symmetric stresses, cylindrical shell model,
dimensional reduction

1. Az alkalmazott variacios formalizmusok

A cikk célja, hogy bemutassuk a nem a priori szimmetrikus fesziiltségmez6t alkalmazo
dual variacios elveken alapuld dimenzio szerint redukalt korhengerhéj-modellek legfonto-
sabb hasonlosagait és kiilonbségeit. A tovabbiakban az indexes jeldlésmodot fogjuk alkal-
mazni. A [gorog]{latin} betiivel szedett indexek az [1,2]{1,2,3} értékeket vehetik fel. A
szoban forgo varicios elvek funkcionaljai levezethetoek a

lC(o-”"):-IVU(a”q)dV+L i, ", ds (1)
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klasszikus kiegészit6 energia funkcionalbol a Lagrange-féle multiplikator technika segitsé-
gével. Az (1) funkcional alapvaltozdja a o”? szimmetrikus fesziiltségi tenzor, tovabba V
jeloli a kontinuum térfogati tartomanyat, S =S5, US, annak peremét (S, NS, =) és u,

az eléirt elmozdulast az S, peremrészen, melynek kifelé mutato feliileti normalisa 7, lasd

[1]. Az U kiegészit6 alakvaltozasi energiasiiriiség a linearis rugalmassagtan keretein beliil a
fesziiltségi tenzor kvadratikus fiiggvényeként adhaté meg az alabbi mdédon:

rs 1 D rs
U(a”) =56"’€pq(6 ) (2)
ahol az ¢, szimmetrikus alakvaltozési tenzorra fennall, hogy

£, =C..0", 3)

qrs

melyben az anyagallandok C, =~ negyedrendii tenzora a C,, =C,  =C,  szimmetria-

tulajdonsagokkal rendelkezik. Az (1) funkcional mellékfeltételeit a
o +b" =0 4)

transzlacios egyensutlyi egyenlet, - ahol b” a térfogati erérendszer siiriségvektora — a hoz-
za kapcsolodo

e o"=0 ®)

par

rotacios egyensulyi egyenlet (e, a kovarians permutacios tenzor) és a

par

O.P‘I

n,=p" (6)
fesziiltségi peremfeltétel alkotja. Az utobbi kifejezésben p” jeldli a kontinuum S, pere-

mén eléirt feliileti terhelés stirliségvektorat.

Abban az esetben, ha nem a priori szimmetrikus fesziiltségmezdvel szeretnénk dolgoz-
ni, beszorozzuk az (5) rotacios egyensulyi egyenletet egy Lagrange-féle multiplikatorral, -
melyr6l belathatd, hogy megegyezik a ¢ infinitezimalis forgasvektorral — majd vessziik
ezek térfogati integraljat, és hozzaadjuk a kiegészité energia (1) funkcionaljdhoz. igy nyer-
jik a kétmez06s Fraeijs de Veubeke-féle variacios elv

Flop")==[ U@)dV +| e, 0"p"dV +[ &,c"n,dS 7

funkcionaljat [2]. Ennek a funkciondlnak az alkalmazdsa a (4) transzlacids egyensulyi

rrrrrr

cios egyensulyi egyenletet az elsérendi fesziiltségfiiggvény-tenzor bevezetésével teljesit-
jiik. A (4) inhomogén differencialegyenlet egy partikularis megoldasat 67 jeloli. igy az
inhomogén egyenlet altalanos megoldasa a kovetkezd formaban irhato:

oM =W 4 G, (8)
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Amennyiben a (4) egyenletet gyengén teljesitjiik, akkor a harommez6s dual Hellinger-
Reissner-féle variacios formalizmust kapjuk, melynek funkcionalja [3]:

HR, (070" u,)==] U™ )dV +[ €, 0"p"dV

)
~Jyu, (o +b7)aV + [ @, 0"n,ds,

ahol az u, elmozdulasmezd a Lagrange-féle multiplikator szerepét tolti be. A (9) funkcio-

nal egyetlen mellékfeltétele a (6) fesziiltségi peremfeltétel.

2. Korhengerhéj geometriaja

A vizsgalatokat a héj kozépfeliiletére illesztett gérbevonali koordinatarendszerben végez-
ziik. Tekintsiink egy L hosszasagl korhengerhéjat, melynek geometriai leirasahoz értel-

mezziik a 0 < &' < L ivkoordinataval és a 0< &* <27 szogkoordinataval parametrizalt R
sugari S hengerfeliiletet, a héj kozépfelilletét. A héj ¥ térfogati tartomanya a &* koordi-
natak segitségével a V={&":&* € S,| & |<d/2} formaban definialhato, ahol d a héj vas-
tagsagat jeloli, amelyet a tovabbiakban allandénak tekintiink.

1. &bra. Korhengerhé;.

Az 1. dbranak megfelelden a & koordinatavonalak egyenesek és minden pontban meréle-
gesek a &7 felilleti koordinatavonalakra. Az S kozépfelillet minden r, helyvektora F,
pontjahoz kothetiink egy lokalis bazist:

_or, _a;xa,
s 7 ayxay|

(10)
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A bazisvektorok meghatarozasahoz sziikségiink van egy globalis koordinatarendszerre, ami
legyen az 1. dbran lathat6 Descartes-féle derékszogli koordinatarendszer, melynek koordi-

natavonalait jelolje x* . Ekkor a globalis és feliileti koordinatarendszer koordinatavonalai
kozotti kapcesolat az 1. dbra alapjan az

x'=&, x*=Rsiné?, x’=Rcos&’ (11)
alakban irhat6. A (11) egyenletek alapjan a £, pont helyvektora:
r,=x'e, =&'e, + R siné’e, + R cosée,, (12)
ahol e, a derékszdgli Descartes-i koordinatarendszer egységbazisvektorai. Felhasznalva a
(10) osszefiiggéseket, a lokalis bazisvektorok a kozépfeliileten a kovetkezd alakot Sltik:
a, =e, a, = R cosé’e, —R siné’e,, a, = sin&’e, +cos&’e,. (13)
Az ortogonalis bazist alkoto (13) vektorok segitségével meghatarozhatjuk az a,, =a,-a,
metrikus és b,, =a, ,-a’ gorbiileti tenzor nem zérus elemeit:
a,=a,=1, a,=(R), b,=-R. (14)
A kozépfeliileti '}, masodfaju Christoffel-féle szimbolumok a
Ty=aa", T, =b,, T§=-b, T,=T;=I3=0 (15)
alakban allithatok el6 [4], ahonnan

1
Fzz =-R, F§2 =E (16)

a nem zérus Christoffel-féle szimbolumok. A V' térfogati tartomany n* = +a’ normalisu
S peremfeliiletét az S* ={&":£% € S, & =+d /2} palastperemek, az n” = —a' normalisu
SO ={&E = 0,82 =[0,27),| £ |<d 2} és az n‘ =a' normalist
St ={ENE = L,E =[0,27),| £ |<d 12} oldalperemek alkotjak. Vékony héjak esetén a
dV térfogatelem, a dS° és a dS* skalaris oldalfeliiletelem a kovetkezé formaban adhato

meg:

dV =R d£'d&dE®,  dS’ =dS* =R d&déE. (17)

3. Dimenzio szerinti redukalas

Kifejtve a (4) kifejezésben megjelend kovarians derivaltat, majd felhasznalva a (15) és (16)
eredményeket a haromdimenzoés skaldris transzlacidos egyensulyi egyenletek vékony
korhengerhéjakra az alabbi alakot oltik:

80



h-és p-verzios héj-végeselemek vizsgalata

1
Tt OL O+ ool +h =0, (18)
1
o’ +oh+07 +R—(023 +032)+b2 =0, (19)
1
0' +0' +G +R—G *~Ro”+b’=0. (20)

Tekintsiik a vizsgalandé korhengerhéj-feladatot forgdsszimmetrikusnak, vagyis feltételez-
ziik, hogy a peremfeltételek, illetve a héj mechanikai allapotat leir6 mennyiségek nem

fliggnek a &° szogkoordinatatél. Ezt kovetéen a dimenzié szerinti redukélas elsd 1épése-
ként az alapvaltozokat és az ismert térfogati terhelést hatvanysorba fejtjiik a vastagsag men-
téna & =0 pont kornyezetében:

o (E,E) = Za“@)( YoowEeH = e,

AN T DRGNS (S @1

PEE=Y B ENE).

Behelyettesitve a (21) sorbafejtéseket (18)-(20)-ba a kdvetkez6 egyenletekhez jutunk:

0-“1 _‘_Rlio-13 +(i+1)i+1 o +ibl =0, i=0,1,..,0, (22)
o) +Ri(,o“ +,0) (i +1),,07 + b7 =0, i=0,1,..,, (23)
0'31l -R I.O'ZZ +}%,.0'33 +(@+1D),, o +,.b3 =0, i=0,1,..,0. (24)

Lathato, hogy ebben az esetben az egyensulyi egyenletek a benniik megjelend fesziiltségi

koordinatak alapjan két fiiggetlen csoportra oszthatdk: a kérhengerhéj huzas-nyomas, hajli-

tas-nyirasi feladatahoz az ,¢'', .0, o', 0" és .07 fesziiltségi egyiitthatokra vonatko-

76 (22) és (24) egyenletek kapcsolédnak, a csavarasi feladathoz pedig az .o, 6™, 07 és

.o egyiitthatokra vonatkozo6 (23) egyenlet tartozik.

Numerikus megoldasok eldallitasara alkalmas, dimenzid szerint redukalt héjmodellek a
fenti egyensulyi egyenletek egy véges szeletének kivalasztasaval és kielégitésével szarmaz-
tathatok. A kivalasztott egyenletek szamatol fiiggéen a korhengerhéj-feladatra vonatkozo
héjmodellek sokasaga épitheté fel. A jelen tanulmanyban ismertetésre keriild héjmodell
felépitéséhez a (22)-(24) szerinti egyensulyi egyenletek koziil kivalasztjuk az i =0 -hoz és
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az i =1-hez tartozo egyenleteket, a tébbi - &° magasabb hatvanyaihoz tartozo - egyenletet

pedig azzal a feltételezéssel hanyagoljuk el, hogy azok identikusan kielégiilnek. Ebben az
esetben a fesziiltségmezodt a kdvetkezoképpen kell kozeliteni a vastagsdg mentén:

O_ki(gl)f}):00_1{/1(51)4_10_1(/1(51) 53’ (25)

o (£,6) =05 () 4,65 (E) £ 4,07 (£ (26)

A (7) és (9) funkcionalok szerkezeti felépitésébdl kovetkeznek a forgasmezore és az
elmozdulasmezdre vonatkozo6 vastagsag menti linedris kozelitések [5]:

9" (&) =0 (€N 10" (E) & u (&) = (&) + 1 (8 & 27)

Mivel az elsérendl fesziiltségfliggvény-tenzornak [6] alapjan csak hat fiiggetlen koordina-
taja van, (8), (15) és (16) figyelembevételével az egyensilyi egyenleteket kielégitd fesziilt-
ségi egylitthatok a sorbafejtett fesziiltségfliggvény-tenzor koordinatakkal a kdvetkezé mo-
don fejezhetdk ki [7]:

o == _%f\P.kz_(i"‘l)Rim\Pé +6", i=0,1, (28)
k2 _ 1 k P —

i a R_i\Ps,ls i=0,1, (29)

e :%i\{{’;,l, i=0,1,2. (30)

A (25) és (26) fesziiltség-kozelitések sszevetése a (28)-(30) egyenletekkel eredményezi az
alabbi vastagsag menti kvadratikus €s linearis polinom-approximaciokat:

Wh(ELE) = (PHE+PEELE) & +,W4E.E) (£, (31)
PL(ELEY) = PL(EH+PEED & (32)

Tovébba legyen a partikuléris megoldas ,6*' = — I : b ds.

4. Fesziiltségi és kinematikai peremfeltételek

A felépitendé héjmodellek a fesziiltségmezodre eldirt peremfeltételek a priori kielégitését
kivanjak meg. A fesziiltségi peremfeltételek a héj S* — S , (S,=8 * U S") palastperemein,
tekintettel (6)-ra, a

on” =¢(ta,)=*c"a, =p°, +o"=(p") (33)
alakban irhatok, ahol (p*)" az S* peremfeliileteken eléirt terhelések siirliségvektorai.

Behelyettesitve a (26) kvadratikus fesziiltség-kozelitést a (33) alatti peremfeltételekbe és
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figyelembe véve, hogy a héj S* palastperemein &° =+d /2, a palastperemeken érvényes
fesziiltségi peremfeltételek a
d d’
Oo_k3 +lo-k35+26k3z :(p+)k’
(34)

d d’
_Oo_k3 +]O_k35_20_k3_ :(p—)k

4

alakot 6ltik. Osszeadva, majd kivonva egymasbol a (34) egyenleteket, bevezetve tovabba a
terhelési koordinatakra vonatkozo

PE =G 0 ] P E =) -] (35)

definiciokat, a fesziiltségi koordinatdk egyiitthatéira az aldbbi peremfeltételi egyenletek
adodnak:

10-[{3 :éopk > 2O-k3 :_%OGH +§1pk . (36)
Ekkor a p*(&'.,&%)=,p" + p"* & terhelési vektorkoordinatédk a korhengerhéj also és felsd

palastperemein eldirt terhelések értékeit veszik fel, vagyis

pk@l"f}:id/z):(f)k%pki%lp". (37)

A palastperemeken eldirt fesziiltségi peremfeltételek (36) alakjat olyan modon célszerii
figyelembe venni, illetve a priori kielégiteni, hogy azokat beépitjiik az alkalmazott variaci-
0s elvekbe redukalva ezzel a valtozok szamat. Tovabb csokkenthet a valtozok szama a
rotacios egyensulyi egyenlet integral értelemben torténd részleges illetve teljes kielégitésé-
vel, azaz a forgasi egyiitthatok részleges vagy teljes eliminalasaval [5,7].
Ahéj S" oldalperemén eldirt fesziiltségi peremfeltételek, tekintettel (6)-ra, a

on =¢a=c'a =p, '=0p) (38)
alakban érvényesek, ahol (p*)" az S* peremfeliileten eléirt megoszl6 terhelés siirtiségvek-
tora. Behelyettesitve a (25) képlet szerint sorbafejett fesziiltségeket (38)-ba, a

0le +1Gk1§3 — (pX)kZO(pX)k +1(p><)k §3 (39)

osszefiiggést kapjuk, ahol ,(p*)" és ,(p*)" az S" oldalperemen megadott terhelések &
ivkoordinata szerinti sorbafejtésében megjelend - ismert terhelési - egytitthatoi (a fesziiltsé-
geknek megfeleld linearis kozelitést alkalmazva a vastagsag mentén). Ezzel a & ivkoordi-

nata megfeleld hatvanyai szerint a fesziiltségi koordinatakra vonatkozo fesziiltségi perem-
feltételek a

o, =) e =) (40)

X=L
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alakban irhatok. A (40) fesziiltségi peremfeltételek kielégitésére a numerikus megoldas
soran keriil sor. Az elmozdulési peremfeltétel csak az n’ = —a' normalist S° (5‘1 = 0) =S

u

oldalperemen van el6irva, vagyis:
u, =i, &). (41)

Figyelembe véve az elmozduldsmezdre tett (27) linedris kozelitést, a (41) elmozdulasi pe-
remfeltétel az

u, Zoup+]up§3 =u, (53)=Oﬁp+]ﬁp§3 (42)

alakban irhato. A & ivkoordinata megfelelé hatvanyai szerint az elmozdulasi egyiitthatok-
ra vonatkozo elmozdulasi peremfeltételi egyenletek a kdvetkezoképpen alakulnak:

|y =0, =, (43)
A tovabbiakban vizsgalatainkat a korhengerhéj huzas-nyomads és hajlitasi-nyirasi feladataira

korlatozzuk.

5. Numerikus példa

A kifejlesztett h- és p-verzids elemcsaladokat egy alkalmasan valasztott elasztostatikai
peremértékfeladat megoldasan keresztiil teszteljiik. A h-verzids végeselem-modell alkalma-
zasa esetén a korhengerhéj-feladat megfeleld pontossagi megoldasat az elemek szamanak
novelésével, elemsiritéssel - az elemek méretének csokkentésével - érjiikk el. Viszont a p-
verzios végeselem-modszer a numerikus megoldas pontossagat az elemeken miikddé poli-
nom-approximaciok fokszamanak novelésével éri el [8]. A végeselemes kozelitést egydi-
menzids héjelemekkel végezziik el. A két héjmodell ismeretlen fiiggvényeit kozelitd poli-
nomok egymashoz viszonyitott fokszamait az 1. és 2. tblazat tartalmazza [5,7].

1. tablazat. 4 ‘H'R,, varidcios formulizmuson alapulé héjelem alkalmazott polinomtere

11 22 33 11 22 31
()O- (]O- ()O- 10- 10- (]O- Oul 0u3 lul 1“3

p+2 p p p+2 p p+1 p+1 p p+1 p

2.tablazat. A F varidcios formalizmuson alapulé héjelem esetén alkalmazott polinomtér
olP; O\P; O\P§ o¢72
p+2 p+1 p+1 p+1
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2. abra. Korhengerhéj peremzavardasi feladata.

Tekintsiink egy L =1000mm hosszsagu és R =1000 mm sugara kérhengerhéjat. Le-
gyen a &' =0 helyen befalazva mig a &' = L helyen az el8irt terhelés (p")’ =1 N/mm’
és  (p")' =5N/mm’, azaz a hajlitbnyomaték M =, (p")'d’/12 és a nyiréerd
0=,(p")’d . Homogén izotrép anyagot feltételezve E =250 GPa és v =0,3. Két kiilon-

b6z6 héjvastagsagot fogunk vizsgalni: d = 10 mm és d = 0,1 mm.
Figyelembe véve a boundary layer-hatast az L hosszisagu tartomanyt egy L, és egy

L—-L, hosszusagh altartomanyra osztjuk, ahol L, = 3,57</Rd | 30-v) . Az
altartomanyokat két-két tovabbi elemre osztjuk. A p-tipusti approximacio6 soran az igy ka-
pott négyelemii halot rogzitjiik, mig a polinomok fokszdmat p =1-t61 p =6 -ig egyesével
noveljiik. A A-tipusii végeselemes kozelités sordn az L, és az L—L, altartomanyokat
ekvidisztansan, egyidejiileg stritjiik 14 1épésben n =4 elemszamrol n =30 elemszamra,
mikozben a polinomok fokszamat minden egyes elemen rogzitjiik (p =1).

A bemutatott dual héjmodellek teljesitOképességét az energia normaban és a alapvalto-
z6k maximum normajaban mért relativ hibakra vonatkozé konvergencia gorbék szemlélte-
tik. A végeselemes szamitas eredményeit a bemutatott héjmodellek analitikus megoldasa-
hoz hasonlitjuk, valamint minden egyes abran feltiintetjiik a Koiter-féle héjmodell altal
szamitott analitikus megoldas [9] modellezési hibajat is.

A 3. dbran az energia normaban mért relativ hibak konvergencia gorbéit abrazoljuk lo-

garitmikus skalan a szabadsagi fokok fiiggvényében vékony (R/d =10%) és nagyon vé-
kony (R/d =10%) héjak esetén. A 4. és az 5. dbrarendre a 0>, 07 fesziiltségek és a
oty Uy elmozdulasok maximum norméban mért relativ hibainak konvergenciajat szem-
1élteti szintén a szabadsagi fokok fliggvényében. Az utobbi hdrom abréan szereplé HR, és

F jelolések rendre a harommezds dudl Hellinger-Reissner-féle és a kétmezds Fraeijs de
Veubeke-féle variacios elvek alapjan kidolgozott 01j héjelemekre utalnak. Tovabba az abra-
kon egyértelmiien lathatoak a /- és p-verzios kozelitések kozotti kiillonbségek.
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maximum norm&aban mért relativ hiba (%)
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4.4bra. A o7 ésaz 07 fesziiltségek maximum normdaban mért relativ hibdi.




h-és p-verzios héj-végeselemek vizsgalata
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5.8bra. A u, ésaz u, elmozdulisok maximum normdban mért relativ hibdi.

6. Kovetkeztetések

A 3-5. abrakon lathato eredményekbdl kovetkezik, hogy a vastagsag csokkentésének nincs
negativ hatasa a konvergencia sebességekre, azaz a kifejlesztett héjelemek az angol szak-
irodalomban shear locking néven ismert numerikus konvergencia problématol mentesek. A
p-verzids konvergencidk sokkal gyorsabbak, mint amelyek a A-stirités soran elérhetdek.
Erdekes, hogy a konvergencia sebességek a két kiilonbozd dual végeselem-modell esetén
kozel megegyeznek. A konvergencia gorbék kozott az egyetlen szamottevd eltérést a sza-
badsagi fokok szdma jelenti. A harommezds dual Hellinger-Reissner-féle variacios forma-
lizmuson alapul6 /- és p-verzios héj-végeselemek nemcsak a fesziiltségi, hanem az elmoz-
dulasi egyiitthatokra is kivald eredményeket szolgaltatnak. Viszont az elsérendi fesziiltség-
fiiggvényeken alapuld k- és p-tipust végeselemes eljaras kisebb méretli indefinit linearis
algebrai egyenletrendszerhez vezet, melynek megoldasa kevesebb szamitasi id6t igényel.

7. Koszonetnyilvanitas

A kutaté munka a TAMOP-4.2.2/B-10/1-2010-0008 jelii projekt részeként — az Uj Magya-
rorszag Fejlesztési Terv keretében — az Eurdpai Unio tamogatdsaval, az Eurdpai Szocidlis
Alap tarsfinanszirozasaval valosul meg.
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