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Osszefoglalas

A tanulmany kétrétegii rugalmas anyagu kompozit rudak statikai feladatainak megoldasara
egy analitikus modszert ismertet. A rudkomponensek kapcsolata normal iranyban tékéletes,
de axialis iranyu elmozduldsdaban lehetséges szakadds. A nem tokéletesen kapcsolodo réteg
altal atvitt axialis iranyu eré aranyos a rétegek relativ elcsuszasaval. A feladat
megoldasanal donté szerepe van az ugynevezett alapmegolddasoknak. Az alapmegolddsok

crer

A kidolgozott eljaras alkalmazasat harom numerikus pelda szemlélteti.
Kulcsszavak: rugalmas, rétegezett kompozit rud, részlegesen kapcsolt

Abstract

This paper presents an analytical method to solve the static boundary value problem of
two-layer composite beams. The connection between the beam components in normal
direction is perfect, but the axial displacements may have jump. The axial force takes over
with the imperfect connection is proportional to the relative slip bringing up between the
layers. The determination of the solution of static problem is based on the fundamental
solutions. A linear combination of the fundamental solutions, which are fitted to the given
loading and boundary conditions, gives the solution of the considered problem. Three
examples illustrate the applications of the presented analytical method.

Keywords: elastic, two-layer beam, interlayer slip, analytical solution

1. Bevezetés

Kompozit rudakbol felépitett szerkezeteket az ipar szamos teriiletén hasznalnak, emiatt
azok mechanikai (statikai €és dinamikai) vizsgalata igen fontos mérnoki feladat. A
radelemek egymashoz torténd kapcsolasara kiilonb6z6 kapcesold elemeket hasznalnak, mint
példaul csapokat, csavarokat, szegecseket. Sok esetben a kapcsold elemek az 6sszekapcsolt
egységek relativ elcsiszasat megengedik. Rugalmas kapcsolatot feltételezve a kapcsolat
altal atvitt nyiréeré aranyos a rétegek relativ elcsuszasaval. Ilyen linearisan rugalmas
részleges kapcsolati kompozit rudak vizsgalataval szdmos tanulmany foglalkozik [1-8].
Legels6é tanulmany e témaban Newmark és munkatarsai tanulmanya [5], amely egy, az
Euler-Bernoulli radelméletre épitett megoldast ismertet. Murakami e problémat a
Timoshenko radelmélet felhasznalasaval vizsgalta [4]. Girthammar és Gupu [3,7]
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megfogalmazta a lehajlas fiiggvényre vonatkozd peremérték feladatot és megadta a
levezetett hatodrendii differencidlegyenlet altalanos megoldasat. Az egyes teher tagokhoz
tartozo partikularis megoldasok szamitasa, zart alakban torténé megadasa azonban igen
koriilményes. Ecsedi és Baksa [8] egy olyan analitikus megoldast ismertet, amely a szlip és
lehajlas fiiggvényeket tekinti alapvaltozonak. Ayoub [1], Dall’ Astra és Zona [2], valamint
Thompson és munkatarsai [6] a nem tokéletes kapcsolatu rétegezett kompozit rudak statikai
peremérték feladatainak megoldasara a végeselem modszert hasznaltdk. E tanulmany egy 1j
analitikus megoldast alkalmaz, amely a kiilonb6z6 kezdeti feltételekhez és terhelési
eléirasokhoz rendelt alapmegoldésok linearis kombinacidjaként allitja el6 a vizsgalt statikai
feladat megoldasat, vagyis megadja a

e v=1y(z) lehajlas fiiggvényt,

o w =w(z) szogelfordulas fliggvényt,

o s5=u3(z) szlip fliggvényt,

e M = M(z) hajlitbnyomaték fiiggvényt,

o V =V(z) keresztmetszetet terheld nyirderd fiiggvényt,

e N, =N, (z2) axialis er6t, mely az 1 jelii radkomponens 4, keresztmetszetét terheli.

2. Alapveto osszefiiggések

A Kkétrétegli rugalmas anyagi kompozit rad terhelését és keresztmetszetét az 1. abra
szemlélteti. Az yz sik a rud szimmetriasikja, és egyben a terhelések valamint az

alkalmazott megtamasztasi kényszerek kozos sikja is. A rad keresztmetszet 4= 4, U 4,
A (i=1,2) résztartomanyat E, (i=1,2) rugalmassagi modulusu izotrép, homogén,
linedrisan rugalmas anyag tolti ki. Az 4, és A, keresztmetszeti tartomanyok kozos
hatargorbéjét 04, jeloli, tovabba az 4, és A, keresztmetszetekkel rendelkezd B, és B,
ridkomponensek kozos hatéra a 0B,, = 04,, x(0,L) hengerfeliilet (1. dbra). Feltevés szerint
normal irdnyban a kapcsolat B, és B, kozott tokéletes, szakadas csak az axidlis iranyt
elmozdulasban lehetséges a 0B, feliileten torténd athaladaskor a B, radkomponensrdl a
B, rudkomponensre. Az Oxyz koordinatarendszer O origbja a z=0 koordinataval
kijelolt keresztmetszet ,,E-vel stlyozott silypontjaval” esik egybe [8], tovabbd az 4, és A4,

keresztmetszeti tartomanyok sulypontjait C, és C, jeloli (1. dbra). Ismeretes [8], hogy

¢ :‘TQ‘:_Zc, ¢, :‘TC}‘:%C, )

AE
(4E) )
(AE)= AE, + AE,, c=c +c,. )

Osszhangban az Euler-Bernoulli ridelmélettel és a mechanikai feladat szimmetria
tulajdonsagaival az elmozdulds mez6 feltett alakja

u(x5 y’ Z) = u(x3 y’ Z)e)c +V(x7y7 Z)ey + W(x7y7 Z)ez’ (3)
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Fy
y
f(Z)T
)/ St
C=0 >
Cor /e — e e e e ] z
2 B,
CC =c CC, =c,

1. &bra. Kétrétegii, részlegesen kapcsolt kompozit rid keresztirany terheléssel
dv .
u=0, v=v(z), w(x,y,z)=w/(z) —ya, (x,y,2)eB, (i=12). @)

A rugalmassdgtan geometriai egyenleteinek és a Hooke-torvénynek az alkalmazasaval
feltéve, hogy a Poisson-szam v =0 azt kapjuk, hogy

2
l(%—y%} (x,y,2)€ B, (i=12). ®)

A vizsgalat olyan esetre korlatozdodik [3,4,5,7,8], amikor is a teljes radkeresztmetszetet
terhel6 normdl er6 N =0, vagyis

N=N,+N,=[0.dd+[o.d1=0, (6)
4

4

A rétegek relativ elcsuszasa s (interlayer slip), a tengelyiranyu elmozdulasok kiilonbsége a
0B,, feliilet mentén szdmolva [8]:

s(x,y,z) =w,(z2)-w,(2), (x,,z)€0B,. 7
A nem tokéletesen kapcsolodo rétegek altal atvitt tengelyiranyt 7' nyirderd

erd erd
o g
hossz (hossz)

®
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ahol &k a kapcsolat nyirasi merevsége [3-8]. Tokéletes (merev) kapcsolat esetén
k=w (s=0), ,szabad” kapcsolat esetén k=0 (7 =0). A statikai peremérték feladathoz
tartozo egyenletek az alabbi alakba irhatok [3,7,8]:

d_V+f:(), %_V:(), ﬂ—TzO, 9
dz dz dz
dv d*v ds
v=-o M=—{E} 5+c{4E) —. (19)
ds d*v
]\’1 =<AE>_] {E—Cl EJ, (11)
2
IS gy =, (12)
dz (IE)

A fenti egyenletekben az alabbi jeldléseket alkalmaztuk

1 1
(AE) . 4E, " 4E,’ (1
{IE} = [ Ey’da+ [ E,y*dd, (IE)={IE}-c*(4E) , (14)
o - k{IE} (15)

(4E)(iE)’

tovabba a megoszl6 terhelés intenzitasat f = f(z)-vel jeloltik.

3. Alapmegoldasok

Az alapmegoldasok elsé osztdlya a (9-12) egyenletek kiilonleges kezdeti feltételeket
kielégitd megoldasai, azaz a v=w(z), w=w(z), s=s(z), M=M(z), V=V(z) és
N, =N,(z) fliggvényekhez egy kivételével zérus kezdeti feltételeket rendeliink. Ilyen
tipusu alapmegoldas hat van, amelyek az aldbbi alakban adhatok meg:

. vy=v(z)=1=4llandd, y,(z2)=s,(2)=M,(2)=V,(z)=N,,(2)=0

(0L z< o). (16)
2. v(2)=-z, y,(z)=1=dllandd, s,(z)=M,(z)=V,(z)=N,,(2)=0
(0L z< ). (17)
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_ (4E) ,(sinhQz
. v(2)=c {IE} ( o —zj, (18)
v, (z)=—c <1{4;>}1 (coshQz—1), (19)
8,(z) = cosh Qz, (20)
M (z)—V(z):O, 21)
N,(z)= sthz (0L z < ). 22)
~ c2 (4E) 2
. V4(Z) = W(COS}IQZ 1) 2{]E} N (23)
L PR 24)
YT ™ ey (
5,(z) = —ﬁsmh Qz, (25)
M,(z)=1=A4llando, V,(z)=0, (26)
N,(2)= <{ }> L(1-coshQz), (0<z<wm). 27)
1 . z’
. vs(2)= _[E[ IE J —sinh Qz)+ 6{1E}]’ (28)
< E -1 z?
v (z)= ( (i) (1-coshQz)+ S (29)
85(z) =— ]E > 1 costh (30)
M (z)=2z, V; (z) 1 = allando, 31
Ni(z)= Qz—sinhQz), (0<z < o). (32)
( I >( ):
vy(2) = C/E?i")}_] (coshQz—1), (33)
— C<AE>—1 : h QZ 34
we(z)=— k{IE} sin , (34)
5,(z) = %sinh Qz, (35)
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M(z)=V(z) =0,
N, (0)=1, N (z)=coshQz, (0<z<m).

(36)
(37

Még egy terhelési elbirashoz tartozé alapmegoldas képletét adjuk meg, amely az
alapmegoldasok masodik osztalyaba tartozik, és a v(0)=w(0)==s(0)=M(0)=V(0)=

= N,(0) =0 homogén kezdeti feltételeknek is eleget tesz. Az egyenletesen megoszl6 teher

intenzitasa f; egységnyi (2. abra). A (9-12) egyenletek felhasznaldsa az alabbi eredményt

adja:

y +l(c(AE> 1)2 [_1_%(92)2 +coshQZ},

C
S/»(Z) =

o)

M, (2) =—%, V,(2)=—2,

ck

Q' (IE)

E—

2. dbra. Egyenletesen megoszIo terhelés

N, (2)= (costh—(QZZ) —1} (0<z < ).

A

Y

A felirt alapfiiggvények az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek:

v(0)=1, w,(0)=s,0)=M,0)=V(0)=N,(0)=0,
v,(0)=1, v,(0)=+5,(0)=M,(0)=V,(0)=N,(0) =0,
5;(0)=1, v,(0)=w,(0)=M,(0)=V,(0)=N,(0)=0,
M, 0)=1, v,(0)=w,(0)=s5,(0)=V,(0)=N,(0) =0,
Vi(0) =1 v5(0) =y,(0) =55(0) = M(0) = N,5(0) =0,
Nis(0) =1, vs(0) = (0) = 5,(0) = M(0) =V (0) =0,
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A z=a, (a#0, a=L) helyen mikddo koncentralt er6hoz €s erdparhoz tartozé masodik
osztalyba sorolt megoldasfiiggvényeket a mar felirt elsd osztilyhoz tartozo
megoldasfiiggvényekbdl — amelyek a 4-5. esetekre vonatkoznak — a Heaviside féle
fiiggvény alkalmazasaval éllitjuk eld. Igy példaul a 3. abran szemléltetett esetben az F,
koncentralt er6hoz valamint az M, koncentralt nyomatékhoz tartozé lehajlas és szlip
fiiggvényeket az alabbi képletek adjak meg:

w(z) = FIH(z—al)v5 (z—al)—MlH(z—az)v4 (z—az), (0L z<w), 49)
s(z) = EH(Z_al)SS (Z_al)_MlH(Z_aZ)S4 (Z_az)’ (50)
ahol
H( )_ 0, 0<z<a, 51)
Zma)= 1, a<z<w.
A y
1"
M,
Pig Prg ) { >
/ D -
-
< L1
3. dbra. Koncentralt erével és erdpdrral terhelt kompozit riid
4. Példak

A példakban szerepld kompozit rudak keresztmetszetét a 4. dbra szemlélteti. A 4. dbra
alapjan irhatjuk, hogy jelen esetben

_‘ _ Eh(h+h)

o =|cc]- 2(Eh + Ehy)’ (52)
¢, || = Lt (hthe) (53)
2(Eh +Eshy)
c:q+c2:”1;”2, (54)
A =hb, A, =hb, (AE)=(Eh +E,h,)b, (55)
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EWE
(AE) :1111—2}’2’ (56)
- Eh+E,h,
E R +E,k
{IE}{—I N +E1h1cf+E2h2c§}b, (57)
(E +E,hy )b
(1E)=T. (58)

T y
hlA Cll A

7 £
C

h ! o

y |4 Er

b

< .
< >

4. abra. A kompozit rid keresztmetszete

A feladat megoldésa soran a példakban az alabbi adatokat hasznaljuk:
E =2-10" Pa, E,=10" Pa, h=0,02m, h =0,04m, »=0,03m.

1. Példa. Koncentralt ergvel terhelt csuklos és gorgds alatamasztast kompozit rad (5. abra).
A feladat megoldasat a kezdeti feltételekhez és a koncentrdlt F, er6hoz tartozod

alapmegoldasok szuperpozicidjaként nyerjiik. Az ismeretlen kezdeti értékeket w(0)-t és

s(0)-t a z=2a koordinataval kijelolt széls6 keresztmetszetre vonatkozo
v(2a)=0, N,(2a)=0 (59)
kertileti feltételek alapjan nyerjiik. Az (59) egyenletbdl az kovetkezik, hogy

F |a ¢ (4E) 1-coshQa
VO =S5 2
{IE}| 2 (IE)©®  coshQa
c 1-coshQa
2(IE)Q® coshQa

(60)

s(0)=F,

(61)
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y lp,

Y

i
2

5. abra. Koncentralt erdvel terhelt csuklds és gorgds alatamasztdsi kompozit rud

A tobbi kezdeti érték ismert, hiszen

v(0)=N,(0)=M(0)=0, V(0)= —%. (62)
Jelen feladat megoldasa a kovetkez6 alakban adhaté meg:
X(2)=w(0)X,(2)+s(0)X,(2)+V(0)X,(2)+ FH(z—a)X,(z —a), (63)
ahol
X=vy,s,M,V,N,. (64)

A 6-7. abrak szemléltetik a v=v(z) lehajlas és az s =s(z) szlip fliggvény gorbéit a k
kapcsolati merevség néhany jellemz6 értékére.

0T
-0,5-10
~1-107
~L51074 A Vi
. ..:'\*- A _ 2
.10 1 k=0 N/m
] N // —— k=10" N/m’
-2,5-10% ] AN A k=10° N/m?
1 v(@) {E:| .
177 [N

6. abra. Kéttamaszu kompozit tarté lehajlds fiiggvényei
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1-107°

5107

-5-1077

-1-10°

ay
F |N

0.5 /’I

—— k=10 N/m’
— k=10° N/m’

7. abra. Kéttamaszu kompozit tarté szlip fiiggvényei

2. Példa. E példa statikailag hatdrozatlan megtamasztisu tartéora vonatkozik. A tartd
kozépsd keresztmetszetét M, koncentralt nyomaték terheli (8. 4bra). A 8. dbra alapjan

irhatjuk, hogy

(0) = (0) = 5(0) = 0. (65)
A y
M
Moz 1/> /
/ >
/ >
GG — :
Fy [= > >

8. abra. Koncentrdlt nyomatékkal terhelt, szélsé keresztmetszeteinél befalazott tarto.

Ismeretlen kezdeti értékek

M©O)=M,, V(0)=-F, N/(0)=N,. (66)

Az ismeretlen kezdeti értékeket a z=2a helyre vonatkozdé geometriai peremfeltételek
alapjan szamitjuk

v2a)=0, w(2a)=0, s(2a)=0. (67)

Az elvégzett szamitasok alapjan irhatjuk, hogy
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1 ¢ (4E) (tanhQa-Qa))’
3T im0y

0,25
¢ (4E)_ (tanh Qa —Qa)

3 (m)(0a)

; (69)

=11 0,5+ 0,25 +
{IE} |~ 1 ¢*(4E)_ (tanh Qa —Qa)

) ey

0,25¢* (AE)

<IE>Qa[_ 1.¢ (4E) (';anh Qa —Qa)J B
S o)

0,25¢(AE)_ tanhQa
1 ¢*(4E) (tanhQa—Qa)

_UE)(Q“)(T (1£)(0a) J

(70)

1.5-10° Yz [ﬂ}
U A M, [Nm ] —— k=10° N/m?

110" ] / '\ —— k=10 N/m

51094/

. 0,5
-5-107

-1-107*

~1,5-10°
9. abra. 4 lehajlas fiiggvények dabrdai
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Az elemzett példa megoldasat az

X(2)=MX,(2)-F,X,(2)+N,,(0)X,(2)-M H(z—a)X,(z—a)

(71

képlet adja meg. A 9-10. abrak szemléltetik a v =v(z) lehajlas és az s=s(z) szlip

fliggvények gorbéit a k kapcsolati merevség néhany értékére.

W
1 M, | Nm

ST

— k=10 N/m’
— k=10° N/m’

0 0,5 !

10. abra. 4 szlip fiiggvények dbrdai

3. Példa. E példaban alland6 intenzitasu megoszld terheléssel részlegesen terhelt, mindkét
sz¢€ls6 keresztmetszeténél fixen megfogott tartot vizsgalunk (11. abra). A feladatban az

alabbi kezdeti feltételek ismertek:

Ay

N

A s

ANANAN
N

A

ez .
> >

11. &bra. Részlegesen terhelt kompozit tarto

v(0)=0, w(0)=0, s(0)=0.

Y

(72)

A hidnyz6 kezdeti feltételek a z =2a koordinataval kijelolt keresztmetszetre vonatkozd
peremfeltételek alapjan hatarozhatok meg, amelyek a kovetkezd eldirasokat fogalmazzak

meg.
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v(2a)=0, w(2a)=0, s(2a)=0. (73)

E peremfeltételek alapjan nyerjiik a hidnyzo kezdeti feltételeket, az M (0), V,(0), N,(0)

értékeit. Ezek ismeretében a feladat megoldasa a (38-42) egyenletek felhasznalasaval az
alabbi alakba irhato:

X(2) =M, (0)X,(2) +V(0)X;(2) + Ny, (0 X (2) + [ H(z=a) X, (2), (74)

ahol X =v,y,s,M,V,N,. Az e feladathoz tartoz6 zart alak(l képletek igen bonyolultak,

felirasuktol eltekintiink, pusztan az alkalmazasukkal eloallitott lehajlas és szlip fiiggvények
abrait adjuk meg a 12-13. dbrakon.

—— k=0N/m’
1 v(z)| mm
7 | N/mm T k=10" N/m’

37 k=0 N/m?
2
L
n . : . z[mm]

n 500 1000 1500 2000

12. dbra. 4 3. példahoz tartozo lehajlas fiiggvények
5(2) [3}
M, | Nm ] -

-
1_1077_ ///\ - k:103 N/m2
o,
—— k=10° N/m?

-1-107 \
-2-107 1 : .

13. &bra. 4 3. példahoz tartozo szlip fiiggvények
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5. Kovetkeztetések

A dolgozat egy uj analitikus eljarast ismertet a kétrétegii, nem tokéletesen kapcsolodo
hajlitott és nyirt kompozit rudak szilardsagtani szamitasara. Az adott statikai peremérték
feladat analitikus megoldasat ugynevezett alapfiiggvények linearis kombinaciojaként allitja
elé. A dolgozatban ismertetett numerikus példdk eredményei mint ,,benchmark”
megoldasok hasznosithatok kiilonb6zé kozelitdé eljarasokkal, mint példaul a véges
differencidk moédszere, végeselem moddszer alkalmazasaval nyert numerikus eredmények
hiba analizisére.
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