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Osszefoglalas

Jelen cikk gumialkatrészek numerikus vizsgalatahoz kesziilt sajat fejlesztesii végeselemes
program elméleti hatteréet mutatja be, amellyel meghatarozhato a nemlinedaris ero-
elmozdulas jelleggérbe. A program gyakorlati alkalmazhatosagat kisérlettel igazoltuk. Ezt
kereskedelmi végeselem szoftver alkalmazasaval is leellenoriztiik. A program tengelyszim-
metrikus majdnem osszenyomhatatlan gumik vizsgadlatara lett kifejlesztve egy késobbi alak-
optimalizalds céljabol.

Kulcsszavak: gumi, végeselem-médszer, rugé karakterisztika

Abstract

This paper presents a theoretical background of a special purpose finite element code for
the finite element analysis of rubber parts. The nonlinear load-displacement curve is de-
termined. The application of the FEM code in practice is verified by experiment and
checked by commercial FEM software. The FEM code for axially symmetric nearly incom-
pressible rubber parts has been developed for further shape optimization tasks.

Keywords: rubber, finite element method, rubber characteristics

1. Bevezetés

A gumirugok olyan szerkezeti elemek, amelyek kiils6 er6k munkajat képesek belsé alakval-
tozasi energia formajaban felhalmozni. Tobbek kozott ezen kivald tulajdonsag miatt alkal-
mazasuk nélkiilozhetetlenné valt a jarmiiparban. A gumirugok alkalmazasi teriiletiik szem-
pontjabol kiilonb6zo igénybevételt kell, hogy kielégitsenek. Jelen cikk a nyomasra igény-
bevett gumirugokkal foglalkozik, melyre a gumirugo jelleggorbéje (rugd karakterisztika)
progressziv jelleget mutat. Ez a legtobb rugdzasi feladatnal elénydsen kihasznalhato.

A gumirugd nagy alakvaltozast szenved terhelések hatdsara, amely Onmagaban is
nemlinedris viselkedésre utal. A gumi dsszenyomhatatlansaga ezt a nemlinedris viselkedést
tovabb fokozza. Az ilyen feladatokat a hagyomanyos mérndki tervezés csak nagy
elhanyagolas aran tudott kezelni. A szamitastechnika és a mérndki tudomanyok
fejlodésének koszonhetden ma mar szamos kereskedelmi szoftver segiti a tervezést, de a
téma kutatdsa tovabbra is aktualis maradt. A végeselem-modszerrel foglalkozo kutatok
szamara komoly kihivast jelent, hogy hatékony és megbizhato eljarasokat dolgozzanak ki
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olyan problémakra, mint példaul a gumi Osszenyomhatatlansdganak kezelése. Egy olyan
sajat fejlesztésii végeselemes program kidolgozasat tliztiik ki célul, amely a fent emlitett
problémara hatékony megoldast szolgaltat.

Az elkészitett végeselemes programunk hitelesitésére egy jarmiiiparban alkalmazott
gumibakon végziink laboratériumi méréseket, amelynek eredményét Osszehasonlitjuk a
numerikus vizsgalatokkal. A feladatot kereskedelmi szoftver segitségével is leellendrizziik.

1.1. Irodalom feldolgozas

A kifejlesztendd program komoly kontinuummechanikai hatteret igényel. Az alakvaltozas
nemlinedris elméletét [1,2] részletesen targyalja, amelyek jo alapot adnak a gumiszeri
anyagok mechanikai viselkedésének leirasaban és a végeselemes program kifejlesztésében.

A gumik leirasara szamos anyagmodell 1étezik. Ilyen példaul a Neo-Hooke, a Mooney-
Rivlin és az Ogden anyagmodellek. A modellekben alkalmazott paraméterek meghataroza-
sahoz mindenképpen sziikséges laboratoriumi mérés. A hiperelasztikus anyagok paraméte-
reinek illesztésével foglalkozik [3,4,5]. Az anyagmodellek konstansait [5] a Shore-féle
keménységmérés eredményébdl allapitotta meg. Ez a mérési mddszer olcso és széles kor-
ben elterjedt eljaras. A keménységmérés felhasznalasaval gyorsan meghatarozhatok a sziik-
séges paraméterek. Megjegyezziik, hogy az ellenérzé szamitasok elvégzése minden esetben
indokolt, mert a tapasztalatok alapjan csak kozelitdleg adnak valosaghii eredményt.

Hiperelasztikus anyagok numerikus vizsgélatara altaldban a h-verzidos végeselemeket
alkalmaztak [6,7,8], a p-verzids végeselemeket csak az utobbi években kezdték el hasznalni
[9,10] 6sszenyomhatatlan, vagy majdnem Osszenyombhatatlan anyagok végeselemes vizsga-
latahoz. A kontinuummechanikai leirdsban az 6sszenyomhatatlansag egy kiegészito feltétel,
amelynek kozelitésére tobb megkdzelitést mutat be [1]. A célunk megbizhato, az Un.
»locking” (bezarodas) szempontjabdl kedvezd tengelyszimmetrikus végeselemek alkalma-
zasa [11,12]. A gumikhoz ezért a vegyes mezok modszerét, funkcionalként fiiggetlen ha-
rommez6s funkcionalt alkalmazunk [1].

2. Nagy alakvaltozas elmélete tengelyszimmetrikus gumialkatrészekre

A Lagrange-féle leirasmod alapjan [2] szerint (7, ¢,z ) henger-koordinata rendszerben a
pillanatnyi (¢ = ¢ ) konfiguracié mozgasfiiggvényét felirhatjuk az azonosito (¢ = 0 ) konfigu-
raci6 fiiggvényeként

r=r’,z%1). (1)
Mivel vizsgalatainkban a terhelés és a peremfeltétel is tengelyszimmetrikus, igy nincsen
@8l valo fliggés. A vizsgalt testnek az azonositd konfiguracioban értelmezettdr®és a
pillanatnyi konfiguracié dr vonalelemének kapcsolatat az F alakvaltozasi gradienssel irhat-
juk le
_ar

F )
dr®

@)
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amelyet Osszenyomhatatlan, vagy majdnem Osszenyomhatatlan anyagok esetén célszerii
felbontani egy F, térfogatvaltozast leird és egy F torzuldsos (deviatoros) tagra
1 1
F=F,-F, F,=J31, F=J3.F, 3)

ahol J a Jacobi-determinans, amelyredet F =J # 0.
Az alakvaltozasi gradiensbdl szarmaztathatok az alakvaltozasi tenzorok. Igy eléallithato
az azonosité konfiguracioban értelmezett C jobboldali Cauchy-Green alakvaltozasi tenzor,

aC Cauchy-Green alakvaltozasi tenzor torzulasos tagja, valamint a végeselemes szamita-
sokhoz sziikséges E Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor
2
T S 3 1
C=F" -F, C=F"-F=J3.C, Eza-(C—I), @)

ahol | az egységtenzor.

Gumik esetén az anyagmodelleket az alakvaltozasi energias(iriiség fliggvénnyel szokas
megadni. Majdnem Osszenyombhatatlan anyagok energiasiiriség fliggvénye is felbonthatd
egy térfogatvaltozasi és egy torzulasos részre

W(J.C)=UUN+I(©C), )
aholU(J) jeldli a térfogatvaltozasbol szarmazo, mig Vf/(é) a torzulasbol szarmazo alakval-
tozasi energiasiiriiséget. Az U(J) —t az alabbi egyszerii formaban alkalmazzuk

VW)= w17, ©)
ahol x a térfogati rugalmassagi (bulk) modulus, amely egy valosagos anyagjellemz6 és a
végeselemes vizsgalatokban biintetOparaméterként értelmezhet6. Ha Osszenyomhatatlan
anyagot vizsgalunk, akkor U(J)=0, mivel a Poisson-tényezé v =0,5. Megjegyezzik,
hogy az iparban alkalmazott gumik a gumikeverék Gsszetevoi miatt majdnem Gsszenyom-
hatatlan anyagnak tekinthetok. Ennek megfeleléen a Poisson-tényezd 0,49 <v < 0,5 koz¢é
esik. Az alakvaltozasi energiasiiriség torzulasos tagjara szamos anyagmodell hasznalatos.
Nyomo igénybevételre a Mooney-Rivlin anyagmodell jo egyezést mutat a laboratoriumi
méréseinkkel, igy anyagtorvénynek azt alkalmazzuk. Mivel a gumi homogén izotrop anyag,
igy az anyagtorvényt az alakvaltozasi tenzorok skalar invariansaival szokas kifejezni. A
Mooney-Rivlin anyagtorvény igy [1] alapjan

W(C) =, -(1, —3)+ o -(1,1 —3) ™
alakban irhato fel, ahol / 7 ¢s I ;7 @ Cauchy-Green alakvaltozasi tenzor torzuldsos tagjanak
elso- és masodik skalar invaridnsa, 1, és p,, pedig az in. Mooney-Rivlin anyagallandok.

A végeselemes szamitasokban megjelend S II. Piola-Kirchhoff fesziiltségi tenzor is az
alakvaltozasi gradiensbdl szarmaztathato, igy kifejezhetdé a Green-Lagrange alakvaltozasi
tenzorral, valamint felbonthato egy torzuldsos és egy hidrosztatikus (izotrop) részre, azaz
ow(C) ow(C)

oc  OE

S=2. S=S'+p-J-C7", (®)
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ahol S’ a II. Piola-Kirchhoff fesziiltségi tenzor torzulasos tagja, C ™' a Cauchy-Green alak-
valtozasi tenzor inverze, mig p a hidrosztatikus nyomas, amely a térfogatvaltozasbdl szar-
maz6 energiasiiriiségbdl szamolhato

du

- ©)

p

modon.

Az alakvaltozas és a fesziiltség kozott az anyagtorvény teremt kapcsolatot, amely
a D anyagallandok negyedrendii tenzoraval irhato le. A kezdeti konfiguracioban az anyag-
allandok tenzora

0S
D E’ (10)

azaz a II. Piola-Kirchhoff fesziiltségi tenzornak a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor
szerinti derivalasaval szamolhato.

3. Az energia funkcional és a végeselemes targyalasmad

A gumikhoz a vegyes mez6k modszerét, funkcionalként pedig fiiggetlen harommez6s funk-
cionalt alkalmazunk. Szokas ezt a funkcionalt Hu-Washizu tipust funkcionalnak nevezni

[1], mert az uelmozduldsmezét, aJ térfogatvaltozast és a p hidrosztatikus nyomést egy-

mastol fiiggetleniil kozeliti. Megjegyezziik, hogy a Hu-Washizu variacidés elv az
elmozdulasmezd, az alakvaltozasi gradiens és az 1. Piola-Kirchhoff fesziiltségi tenzormezd
fliggetlen kozelitésére épiil. A kifejlesztendd végeselemes program alapjaul a

M, 7,75) = jV W(C)av +IVU(j)dV +jVﬁ-(.1 ~Ddv -TL(u) (1)

funkcional szolgl, aholU(J) a biintetéparaméteres tag. A J az elmozdulasbol szarmaztat-
haté és fiiggetlen J -t6l. A p egy Lagrange-féle multiplikator, amelynek fizikai tartalma a
hidrosztatikus nyomas, IT, (u) a kiilsé erdk potencialja. Képezve a funkcional valtozok
oW (C)
oC

5un(u,j,ﬁ)=ozf ~~éCdV+I 7-&JdV -1, (u), (12)
4 4

5Jn(u,i,p)=0=jy(di§J)—5)-&75171/, (13)
5ﬁn(u,i,ﬁ)=0=jV(J—j)~5ﬁdV. (14)

Mivel ap ésJ fiiggetlen mezéket az elem hataran nem illesztjiik, ezért (13) és (14)
végeselemenként keriil felirasra. A (12) egyenlet az elmozdulas nemlinearis fiiggvénye,
ezért azt a diszkretizacio elott a megfeleld valtozok szerinti novekmények alkalmazasaval
linearizalni kell. Igy bevezetjiik a AE Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor és AS II. Piola-
Kirchhoff fesziiltségi tenzor ndvekményeket [13]. A Total Lagrange leirast felhasznalva

EM —E' +AE, SHA ST L AS. (15)
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A szamitasok soran az elmozdulasmezordl feltételezziik, hogy kinematikailag lehetséges,
azaz folytonos, elegendden sokszor differencialhato és kielégiti a kinematikai peremfelté-

egyezik (12)-vel

[ B Nay —a, (W =0 (16)

14
alakban irhato fel. A Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor ndvekmény felbonthatd egy
elmozdulastdl linearisan és egy nemlinearisan fliggd részre
AE =AE; +AE,; . a7

Felhasznalva azt, hogy

SE"M =GAE  és  AS=D--AE, (18)

a linearizalas utan, élve a OAE = 0AE | kozelitéssel a (16)
I SAE, --D-AE,dV + I S’ AE y, dV = 81, (U) —j S'.AE AV (19)
4 4 Vv

alakban irhato fel, amely végelemes szamitasra alkalmas.

Végeselemként kilenc csomdpontt izoparametrikus elemeket [14] alkalmazunk. Ten-
gelyszimmetrikus feladatnal a vizszintes és fiiggéleges elmozdulasokat kozelitjiik sikbeli
esetben, mivel a test pontjai a meridiansikban mozdulnak el, amely matrixos alakban

n
u¢ = Ny, (20)
irhato fel, ahol N; az approximacios matrix,U; a csomoponti elmozdulas vektor és n=9.
Az elmozdulast teljes masodfoku fiiggvénnyel, a térfogatvaltozast és a hidrosztatikus nyo-
mast linearis fiiggvénnyel kozelitjik, igy
J=ag+a,r+a,- -z, p=by+b r+b, z. (21)

A végeselemes diszkretizacio utan megkapjuk a Newton-Raphson iteracids dsszeflig-
gést [13], azaz
ahol K ; a szerkezet tangencialis merevségi matrixa, amely a linedris és a geometriai me-

revségi matrixok dsszege
Ky =K, +Ky, (23)
azf, ésf, a szerkezet kiils6- és belsd erdinek tehervektorai. A Af a szerkezet kiegyensulyo-
zatlan tehervektora, mig Au a csomdponti elmozdulas névekmény. A szerkezeti matrixok az
elemek megfeleld merevségi matrixainak és tehervektorainak végeselemes Osszegzésével
allithatok el6 [13].
Erre a képletsorra egy sajat fejlesztésii végeselemes program késziilt FORTRAN nyel-

p=2.
4. Numerikus példa
A kifejlesztett végeselem programunk hitelesitésére (valésagnak megfeleld eredmény) egy

jarmiiparban alkalmazott gumibakon végziink laboratériumi méréseket. Ezt 6sszehasonlit-
juk a gumialkatrész numerikus vizsgalatanak eredményeivel. Mivel szdmos kereskedelmi
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végeselem szoftver képes hatékonyan kezelni a gumikat, igy ezt a feladatot a FEMAP
szoftverrel is leellendrizziik.

Mintadarabunk egy nyomasra igénybevett gumibak, amelyet kamionoknal alkalmaznak
a motor és a valtd agyazasara. A gumibakot az 1. abra szemlélteti.

1. abra. 4 gumibak

A gumibak SOLID EDGE v20 tervezé szoftverrel elkészitett miihelyrajzat a 2. abra

mutatja.
¢ 51
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2. abra. A gumibak miihelyrajza
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4.1. A gumibak kisérleti nyomdvizsgalata

A nyomovizsgalatra egy INSTRON 7784 tipusu szervo-hidraulikus, biaxialis anyagvizsga-
16 gép allt rendelkezésre (3. dbra). A nyomovizsgalatot szobahdmérsékleten végeztiik
20 mm Osszenyomodasig. A nyomds sebessége a gép teljesitménye alapjan
v =1-1000 mm / min intervallumban valaszthato meg.

3. abra. Képek a laboratériumi vizsgalatrdl

A felsé hatar mar nagyon kihasznalja a gépet, igy a méréseket a kdvetkezd sebességérté-
keknél értékeltiik ki:

vy = [10;503100;200;500;800]
min

2000

7000..'.._'_.‘_..f...f...f._.f._.‘_.f...f. e i vl s
s |
Z, 6000
E =000 Specimen MName
= r — nagy_10
¢ 4000 —— nagy_30
2 I — nagy_100
$ 3000 e ; nagy_200
K Fo g8 i t — nagy_300
£ 2000:' : — nagy_800

EIE N : 1000

8 1000f- i i : e

1000 T e = ST

(011112 13 14 15
Compressive extension (mm)

-0 1234567 8891 161718 1920

4. dbra. Mérési eredmények kiilonbozé nyomds sebességekre
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A 4. abrabol jol lathato, hogy a karakterisztikat nem befolyasolja nagymértékben a nyomas
sebessége, igy a kiillonbozo sebességértékeknél mért karakterisztikakbol atlagot szamolunk
és azt vessziik etalonnak (5. dbra).

—O— Meérés
6000
] 0
5000 e"_’_e,-
Z 4000 | "_e,_,,.a _
0 .
3 3000 L0 [
: o
Z 2000 - —a—=
7
1000 4 e,-‘
B
00— —_—
0 1 2 3 4 5 [ T 8 9 10 11 12 13 14 15
Osszenyomaédis mértéke (mm)

5. abra. A mérésekbdl meghatarozott dtlagos rugo karakterisztika

Mind a szoftverhez, mind pedig a végeselemes programhoz sziikségiink van az anyagal-
landokra. A nyomoévizsgalat kiértékelését a Mooney-Rivlin anyagmodellre végezziik, ahol a
két anyagallando z4, és 1y, . A szakirodalom az anyagéallandok megvélasztdsara ugyan

javasol értékeket a vizsgalt gumi Shore A keménységének fiiggvényében [5], de csak tajé-
koztatéd adatként szabad felhasznalni, ugyanis a paraméterek mas-mas igénybevételre, mas-
mas gumigeometriabol keriiltek meghatarozasra. Mivel a gumibak Shore-féle keménység-
mérése olcsd €s egyszertien kezelhetd eljards, igy a gumibakon az MSZ ISO 868:1991
szabvany alkalmazéasaval és az eredmények az anyagvizsgalat statisztikai modszerével
torténd kiértékelése utan meghataroztuk a gumibak keménységét, amely ShA 66° értékre
adodott [15]. Az [5] szamos mérésre alapozva adja meg a javasolt anyagallandokat a Shore
keménység fliggvényében, amelyet a tovabbiakban felhasznalunk.

4.2. A gumibak nyomdvizsgéalata végeselem-maodszerrel
A gumibak végeselemes input adatait a 1. tablazat tartalmazza.

1. tAblazat. A vizsgalt gumibak jellemzd adatai

Gumibak méretei a mért geometria

Végeselem tipusa kilenc csomopontu izoparametrikus elem
Biintetéparaméter ( x ) 1000

El6irt elmozdulas 15 mm

Teherlépcsd 1,5 mm

Iteracio szama teherlépcsdnként 10

Shore A keménység ShA 66°

Peremfeltétel két fémlap kozé vulkanizalt
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A futtatashoz sziikségiink van a Mooney-Rivlin anyagallandokra. Kiindulasnak [5] sze-
rint megadott értékeket alkalmazunk. Ennek leellendrzése és hibavizsgalata elengedhetet-
len, igy a tovabbiakban az eredmények kiértékelését és hibaanalizisét is elvégezziik.

Az 6. 8bra a végeselemes felosztast és egy futasi eredményt abrazol.

N7

6. abra. A gumibak végeselemes felosztdsa és egy futdsi eredmény

S
<
f

+

Ot kiilonbdzé keménységértékhez tartozo anyagéallandoval futatott eredmények a 7. ab-
ran lathatok.

—0— Mérés VEM ShA 64 -VEM ShA 65
VEM ShA 66" —=— VEM ShA 67 ——VEM ShA 68°
6000
__ 5000
=
$ 4000
% 3000
E
g 2000

Z 1000

Osszenyomodas mértéke (mm)

7. &bra. 4 végeselemes programmal eléallitott rugdkarakterisztikik

Az [5] altal a Shore keménységértékekhez javasolt anyagallandokkal meghatarozott karak-
terisztikakbol jol 1athato, hogy kozelitik a mérési eredményeket, de sziikséges meghatarozni
a hiba mértékét, amelyet a diszkrét pontparoknal négyzetes Osszefiiggéssel adunk meg,

n 2 A2
D (F-F) A

w2

ahol ¢ a hiba, az F; a mért, F; a program altal szamolt karakterisztikak teherlépcs6k szerinti
erd értékei, na teherlépcsdk szdma, Ax; az Osszenyomodas ndvekmények, W a mért rugd
karakterisztika alatti teriilet nagysaga, azaz a gumirugoén végzett munka.

(%) =

100, 24
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A 8. &brabdl kiolvashatd, hogy a hiba minimalis értékét a Sh4 67° esetén kapjuk, amelyre a

Hiba £ (%)

o N B O

o

-

- O--

64

65

66

67

ShoreA keménység (ShA°)

68

8. abra. 4 hibaanalizis eredménye

javasolt Mooney-Rivlin allandok [5] alapjan

112

tho = 0,64

Hop =0,16.
A FEMAP végeselem szoftver NX NASTRAN Advanced Nonlinear megoldé modulja
alkalmas gumik végeselemes vizsgalatara. A szoftverben is a végeselemes program para-

métereit hasznaltuk az Osszehasonlitdo vizsgéalat soran, amelynek eredménye a 9. dbran
lathato.

9. abra. 4 végeselemes futds eredménye
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4.3. A mérési- és szamitasi eredmények dsszehasonlitasa

Az eredményeket Gsszevetve az tapasztalhato (10. dbra), hogy mind a szoftver, mind pedig
a program a mért adatokkal j6 egyezést mutat.

—©—Merées —A-FEMAP [0 VEMkod

6000 -

5000 - 5---"@’”5
4000 4 | ! | | | | | E"’/ |

z I | i
5 8
2 3000 - | . . | | . EE i . |
& 8 g~
Z 2000 I
2 >

1000 - A

il
om—H—— —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Osszenyomadas mértéke (mm)

10. abra. Az dsszehasonlito vizsgdlat eredménye

Ez alapjan megallapithatjuk, hogy a sajat fejlesztésii program alkalmas tengelyszimmetri-
kus gumialkatrészek végeselemes vizsgalatahoz.

5. Osszefoglalas

Gumialkatrészek vizsgalatara egy folytonos elmozdulasmezére alapozott végeselemes
programot dolgoztunk ki nagy alakvaltozasra majdnem 8sszenyomhatatlan anyagot feltéte-
lezve. A gumik végeselemes vizsgalatdhoz a vegyes mezOk modszerét egy harommezos
funkcionalra alapoztuk. Ennek soran az elmozdulasmez6t folytonosan, a térfogatvaltozast
és a hidrosztatikus nyomast nemfolytonosan egymastol fliggetleniil kozelitjitk. A kifejlesz-
tett végeselemes programot méréssel és egy kereskedelmi szoftverrel hitelesitettiik. A vizs-
galatok soran megallapitast nyert, hogy az eredmények jo egyezést mutatnak, igy a program
alkalmas tengelyszimmetrikus gumik numerikus vizsgalatara.

6. Kdszénetnyilvanitas
A tanulmany a TAMOP-4.2.2.B-10/1-2010-0008 jelii projekt részeként — az Uj Magyaror-

szag Fejlesztési Terv keretében — az Eurdpai Uni6 tamogatasaval, az Eurdpai Szocialis
Alap tarsfinanszirozasaval valosul meg.
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