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Absztrakt

A cikk egy karikads ostor csapdsanak kétféle végeselemes, numerikus szamitdsaival foglalkozik. Az elsd
modell egy egyenletesen forgé koordindtarendszerben feszitett hir linedaris hullimegyenletén alapszik.
A hur eldfeszitése idoben dllando, de az ostor mentén a centrifugdlis eréhatds a felvett Keriileti sebes-
segnek megfeleloen a szabadvég felé fokozatosan csékken. Az ostor kezddpontjat egy idoben szinusz fél
hullam szerinti elmozduldssal gerjesztjiik. A nemlinearis masodik modell az ostort sikbeli nagy elmoz-
duldsokra képes hiizott-nyomott ridelemekkel irja le. Az ostort kezdeti sebességének eldirdsaval és a
kezddpontjanak egyenes mentén valé mozgatasaval gerjesztjiik. Az ostor helyzeteinek legyezd alakot
mutato képe allithato elo. Mind a két modell alkalmas a csattands, azaz ostorvég szuperszonikusnal
nagyobb sebességének modellezésére.

Kulcsszavak: hullamterjedés, feszitett hir, ostor csattands, szuperszonikus sebesség

Abstract

This article deals with two different finite element computations of the crack of a whip. The first model
is based on linear wave equation of a taut string in a uniformly rotating coordinate system, using two
nodes elements. The string preload is constant over time, but the centrifugal force along the whip grad-
ually decreases toward the free tip according to the circumferential velocity. The starting point of the
whip is excited by a sinusoidal half-wave displacement. The second nonlinear model describes the whip
with truss elements capable of large displacements in the plane. The whip is excited by specifying its
initial velocity and moving its starting point along a given line. A realistic fan-shaped image of the whip
positions can be produced. Both models are suitable for modeling supersonic speeds of the whip tip, i.e.
a whip crack.

Keywords: wave propagation, taut string, whip crack, supersonic speed

1. Bevezetés

A mechanikai hullamok terjedése a természetben gyakran katasztrofalis jelenségekkel jarnak. Ilyenek a
foldrengések és az azok altal az 6ceanokban gerjesztett hullamok, azaz a cunamik is. Az 6ceanok viz-
oszlopénak és a gravitacios gyorsulas szorzatabol szamithatd a cunami hullam terjedési sebességének a
négyzete. A Csendes-ocean atlagos 4000 m mélységénél a hullamterjedés sebessége kb. 200 m/s. A
partok kdzelében a fokozatosan csokkend vizmélységnél a terjedési sebessége lecsdkken, mig a hullam
magassaga rendkiviil megnd, ami katasztrofat okozhat a partmenti teleptiléseken.

A cikk egy a cunamival analdg hullamterjedési jelenséggel, akevésbé veszélyes ostor csattanasaval
foglalkozik. A csikosostornal megfelelé csukld mozdulattal keltett hullam csattanasat, csergetésnek ne-
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vezik. Az ostor a kiilonbozo allatok terelésével foglalkozok szamara fontos munkaeszkoz. Felépitésiik-
ben az a k6z0s, hogy a nyélt6l kezd6déen a tobbszorésen fonott ostor vastagsagi mérete fokozatosan
csokken a hossz mentén. Tobbnyire egy vagy két Iépcsdben kisebb atmérdju és folyométer stlyt szijjal
vagy rafia fonattal folytatddik, aminek a végén a csattanast ad6 vékony rojtos suhogo/sudar van.

A bivalyostor hullamterjedését [1], [2] cikkek optikai mérésekkel és elméleti szamitasokkal is vizs-
galtak, a csattanas jelenségét az tn. hurok hulldmterjedéssel irtak le. A rad mechanikai modell a hajlitasi
igénybevételt is figyelembe vette.

Jelen cikk linearis és nemlinedris végeselemes szamitasokra alapozva csak numerikus szamitasokkal
foglalkozik. A linearis modell a feszitett hur kiselmozdulasra alapozott hullamegyenletére épiil, ahol a
hullamterjedés sebességét az ostor adott keresztmetszetében €bredd feszitderd €s a folyométer tomegé-
nek hanyadosanak négyzetgyoke hatarozza meg. A szamitasoknal feltételezziik, hogy az ostor pontjai
alapvetden korpalyan mozognak, a feszitéerd pedig a centrifugalis hatasbol szarmazik.

A nemlinearis modell az ostor nagy elmozdulasat szintén a hajlitasi igénybevétel elhanyagolasaval,
tetszoleges sikbeli mozgés feltételezésével, realisztikusan irja le. A feszitderd a pillanatnyi konfiguraci-
6ban az inercia er6bol szarmazik. Az ostornyél végének eldirt palyaja és az ostor adott kezddsebessége
hatarozza meg az ostor mozgasat és az elinditott hullam terjedését.

A cikk masodik fejezete a hullamterjedés linearis modelljét mutatja be. A harmadik fejezet a nemli-
nearis modell végeslemes formalizmusat vazolja. A 4. fejezet a kétféle modellel kapott numerikus ered-
ményeket ismerteti. Az 6todik fejezet a kutatasi kovetkeztetéseket foglalja Gssze.

2. Az ostorcsapas hullamterjedésének linearis modellje

A csikosostor csergetését minding megeldzi az ostor korpalyan valé mozgatasa, amikor kell6 sebességre
tesz szert, ahhoz, hogy a feszitett hur allapota a centrifugalis er6 hatasara 1étre j6jjon. Az ostor a nyélnél
R;, avégén a sudar R, sugart kérokon, rendre vy, illetve v, sebességgel mozognak. A linearis modellt,
igy célszerlien az ostorral egylitt forgd koordinatarendszerben irjuk le, amelyben az ostor egy L hosszu-
sagh egyenes feszitett hur, az ivhossz mentén linearisan csokkené keresztmetszettel. A feszitett hirban
a hullamterjedés c? (r) hangsebességének négyzete az N(r) feszitéerd és az A(r) p fajlagos tomeg ha-
nyadosaként szamithato [3]:

N@r) 1 R2 pA(r)v?(r) dr =

e 1o} A
2

— R —

1 R, <A2 R Ry - Al)) (o + (A7) & = oY) )
= R f - dr
(Az - (4 —Az)) f
ahol A;, A, rendre az ostor keresztmetszete a nyélnél, illetve a sudarnal.
A feszitett hirr, azaz az ostor hullamegyenlete [2]:
] ou,\ 0%u ()
2 2\ _ (4
5<Ch(1')a—r>— atz ) R1<T<R2,

ahol u,, az ostor ivhosszara merdleges, a hullam alakjabol szarmaz6 elmozdulés, amelyrdl feltételezziik,
hogy a forgas sikjaba esik.
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A (3) differencialegyenlethez a Hamilton elv alapjan az alabbi variacios egyenlet rendelhetd:

t2 3
(6T — 8U)dt = 0, Su,(r,t) =0, R <r <R, t =ty ty, ®)
t1l

.....

netikai energla és ,,alakvaltozasi energia”,
1 (Re[ou (vt 2 (4)
T(t) == f Oy, 1) dr,
2 R, at

uT 5
v =3 [ ko [522 (ﬂ ?

a tq, t, rendre a megfigyelés kezd6- és végs6 idépontjai.
Az R, — R, tartomanyt azonos hosszusagl n, szami két csomépontu iv szakaszra osztjuk, amelyen
a u,, elmozdulast az alabbi moédon kozelitjiik:

ug(r, ) = H(r)q°(0), (6)
ahol H¢ a kozelit6 figgvények matrixa, és q€ a csomoponti elmozdulasok vektora:
ecry = [(1 -1 eT () — ()
H ) = [(1-75) )i a7® = 1,0 0],

L® egy elem hossza, a uf , u3, a két végpontjanak keriileti irinya elmozdulésa.

Behelyettesitve (6), (7) kifejezéseket (4), (5) Osszefiiggésekbe szarmaztathatjuk az elem M® tomeg-
matrixat és K€ merevségi matrixat:
(8)

Meé = ; Ké = C}%(re) [_11 _11]'

N R, W[
Wl RN =

ahol ¢? (r®) az adott elem atlagos hangsebességének négyzete, amely az 1y, 7, helyeken 1évé csomopon-

tok és az 1y, helyen 1év6 felezOpont alapjan a Simpson formulaval is meghatarozhato:

ch (1) + 4ciy (o) + cj; (7”2) ©)
6

1 T2
b =55 [ ey =

A (3) variacios elvbe visszahelyettesitve az (6) — (9) 0sszefiiggéseket, atalakitasok utan az alabbi moz-
gasegyenlet adodik:

M{ + Kq =0, (10)

ahol M = Y7¢M?, K = ¥'7° K€ rendre a szerkezeti tomeg- és merevségi matrix, amelyek a végeselem
moddszernél alkalmazott elemmatrixok 6sszegzése alapjan, a q, q a csomdponti elmozdulasok és csomo-
ponti gyorsulasok vektorai.
Egy szerkezetnek mindig van belso csillapitasa, amelyet kényelmi okokbol a Rayleigh-féle a, 8 csilla-
pitasi tényezokkel, a tomeg és merevségi matrix kombinaciojaként szokas megadni C = aM + SK.
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Mi + Cq + Kq = 0, (11)

Az ostornak a nyélhez kapcsolodo 1-es szamti csomdpontjanak mozgasat iddben valtozo, egyetlen szi-
nusz fél hullammal u, ,(t) = 0,2sin(rt/0,005) irjuk el6, amelybdl a 2-dik csomoépontban fj;, Kine-
matikai gerjesztd erd szarmazik az (1) egyenlet és a (8) matrixok 2,1 indexii egyiitthat6ibol.

) = 0,2( T )2 ] (nt )+02 a 2,1y (nt) (12)
fen(®) = ==5=(G005) ™ \0005) + @25 =B n () |cos(go05

2.1 0.2si ( nt )
¢y (r)0,2sin 0,005

Az adott elmozdulas miatt az M, C, K matrixok els6 sorait és oszlopait toroljiik és az fi, (t) erét az fip,
egyébként zérus oszlopvektoranak elsé elemébe toltjiik, miutan az egyenlet az alabbi alakot 6lti:

Mg + €q + Kq = fin (1), (13)
A (13) kozonséges differencialegyenletet Newmark-féle trapéz modszerrel [4] oldjuk meg.

3. Az ostorcsapas hullimterjedésének nemlinearis modellje

Az ostor hullammozgasat leiré nemlinearis dinamikai végeselemes egyenleteit jelen szerzo korabbi [5]
cikkében részletesen publikalta, ezért itt csak a legfontosabb megfontolasokat, osszefiiggéseket a cikk
megismételhetdségének céljabol foglaljuk 6ssze. Az ostort un. huzott-nyomott sikbeli két csomoponti
radelemekkel diszkretizaljuk nagyon hasonldan a 2. fejezetben ismertetettek szerint, azzal a 1ényeges
kiillonbséggel, hogy a csomdpontok a sik mind a két iranyaban elmozdulhatnak, nemcsak az elemre
merdlegesen.

Az elemek lokélis koordinatarendszerben értelmezett M, témeg, a K, , linedris és K, geometriai me-
revségi matrixai, valamint az f, belsderdk tehervektora az alabbi alaktak:

2 010 (14)
w = PACo 2 0 1
e 6 1 0 2 0
0 1 0 2
0 -1 0 1 0 -1 0 (15)
— AW@E|o o0 o ol o _AEHd o 1 o0 -1
=" |-1 0 1 0| fee= T [ |-1 0 1 0/
0 0 00O 0 -1 0 1

-1 (16)
fae = At(rke )Ultl[ 2 ‘,
0

ahol at fels6index az egyes mennyiségeknél az aktualis id6ben az elemen értelmezett geometriai, anyag-
jellemzoket jelenti, a gf; jeldli a ridelem irAnyaban ébredé normalfesziiltséget. Az elemek a lokalis
koordinatarendszerb6l a globalis rendszerbe transzformalhatok az alabbi T€ transzformacids matrixszal
a csomopontok aktualis x;, x;, y;, y; globalis koordinataival és az L%, hosszaval kifejezve:
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(X — Xi 1 Yi = Vi 1 (17)
t t
LL LL 0 0
L YiT Y x,-—xl-o 0 0
| & L
N Xj — X 1 Yj — Vi
0 0 L, Lg
0 0 Vi —=Yi Xj—X;
L 0
| A £

A transzformaciok és az elemek specialis végeselemes Osszegzése utan figyelembe vessziik az ostor
nyelénél a csomopont kinematikai eléirasat az fy;, kinematikai tehervektorban és az alabbi mozgas-
egyenletet kapjuk

Mt 4 €A + R = fign (¢ + 40) — £, (18)

A (18) egyenlet baloldalan ismét a Rayleigh-féle csillapitast alkalmazzuk hasonldan a lineéris esetnél
alkalmazott médon Ct+4t = aM**+4¢+ SR *+4¢, a jobboldalon talalhato a f, a belso erdk teher vektora.
A linearis feladathoz hasonléan itt is a Newmark-féle modszert alkalmazzuk a (18) egyenlet numerikus
integralasahoz, de ebben az esetben minden id61épésben egy egyensulyi iteracioval egésziil ki az algo-
ritmus, amig a jobboldal két vektoranak kiilonbsége zérussd nem valik. A q oszlopvektor a csomdponti
elmozdulasok novekményét tartalmazza, amelyeket Gsszegezve az iteracidé végén a tényleges csomo-
ponti elmozdulasokat adjak.

4. Numerikus szamitasok

A linearis és nemlinearis modellel vizsgalt csikosostor hossza L=4 m, a keresztmetszete az ostornyél
A; = 160 mm?, a végpontban a sudarnal A, = 2 mm?. Az ostorbér rugalmas anyaganak Young mo-
dulusa E = 2000 MPa.

A linearis modellezés soran feltételezziik, hogy az ostor pontjai korpalyan mozognak, az ostornyélnél
1év6 kezddpont Ry = 0,8 m, a sudarnal a végpont pedig R, = 4,8 m sugaron. A sebesség az ostor men-
tén linearisan ndvekszik a kezd6ponti v; = 32 m/s —tol a végponti v, = 64 m/s —ig. Ez a linearis kép
a hullam athaladasa alatt, természetesen az adott helyen megvaltozik. Az ostort a hossza mentén n, =
1000 két csomoponta elemet tartalmaz, a Newmark-féle integralas egyenkozii id6lépése At = 0,5 -
10~*s. Az dnkényesen vélasztott Rayleigh-féle csillapitas értékei: a = 0,8 = 1076, A 2. fejezetben
kozoltek szerint az uq,,(t) = 0,2sin(mt/0,005) fiiggvény szerinti egyetlen fél hullimmal gerjesztjiik a
rendszert. A 2. fejezetben ismertetett algoritmussal kapott, az ostor mentén haladé hullamot az 1. abra
szemlélteti. A fél hullam amplitudoja az elérehaladassal egyre novekszik, és a végén jol lathatdoan meg-
torténik az ostorcsapas. Megfigyelhetd, hogy a hullam elérehaladasaval a sebessége és a szélessége egy-
arant csokken. A 2. abran az ostor felezd, kék szinli marker pontjanak és a pirossal jelzett végpontjanak
abszolut sebességét, azaz a forgd koordinatarendszerbeli szallito és a relativ sebességek dsszegeit, rendre
kék és piros gorbékkel abrazoltuk. A végpont, azaz a sudar sebessége a 331,5 m/s értéket meghalado
szuperszonikus tartomanyba esik, amely az ostor csattanasaval jar.
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Az ostorcsapas linearis hullam terjedese
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1. abra. Linearis modell: hullamterjedés (a felezopont kék, a végpont piros)

Linearisan szamolt keruleti sebessegek
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2. abra. Linearis modell: kék vonal a felezépont, piros a végpont keriileti iranyu sebessége

A nemlinearis modell az ostort az L=4 m hossza mentén n, = 25 két csomopont azonos hosszisagu
elemet tartalmaz. A kezd6 sebesség ostor menti eloszlasa megegyezik a linearis rendszerben felvett li-
nearis eloszlasi képpel: a kezd6éponti v; = 32 m/s értékrdl a végpontig v, = 64 m/s —ig névekszik. Az
onkényesen valasztott Rayleigh-féle « = 0.005, 5 = 0.001 csillapitas azt a c€lt szolgalja, hogy a gya-
korlatban nem tapasztalt nemkivanatos nagyfrekvencias oszcillaciot kisziirje.
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Az ostorcsapas nemlinearis hullam terjedese
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3. d@bra. Nemlinedris modell: Az ostor sikbeli, oramutato jardssal ellenkezé mozgasa

Nemlinearisan szamolt abszolut sebessegek
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4. abra. Nemlinedris modell: kék vonal a felezépont, piros a végpont keriileti iranyu sebessége

A nyélnél, az ostor kezdopontja egy a fiiggéleges egyenessel 45 fokot bezaré egyenes mentén, i,
id6lépés szamatol linearisan fiiggd As = 1073 + i, - 1076 egyre nagyobb 1épésnagysidggal mozog, hogy
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az ostor feszessége mindig fennalljon. A Newmark-féle integralas egyenkozii id6lépése At = 1,25+
10~* s, az egyensulyi iterdcié maximalis szdma n;e, = 25.

A 3. fejezetben ismertetett nemlinedris végeselemes eljarassal kapott ostormozgast a 3. abra szem-
1¢lteti. Az ostor also, kozel fiiggbleges helyzetbdl indulva az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyba halad
az adott kezdeti sebesség €s a nyélnél 1évo kezddpont ferdevonalit mozgatasa kovetkeztében. Kék szinii
marker jelzi az ostor hosszanak felezOpontjat, a végpontot, azaz a sudart piros marker jelzi. Az ostor
mentén a hullamterjedés €s a csapas helye jol beazonosithatd. A 4. abra a kék felezo és a piros végpontok
sebességeit a szineiknek megfelel vonalakkal abrazolja. A nemlinearis modell, a linearishoz hasonlo
maximalis értékil, a szuperszonikus tartomanyba es6 sebességet mutat a sudar csattanasakor, de ezutan
itt nem figyelhetd meg a sudar kozel szimmetrikus negativ sebessége.

5. Osszefoglalas

A cikk egy csikosostor csattanasanak linearis és nemlinearis modellezését targyalta az ostor hajlitasi
merevségének elhanyagoldsaval. A lineéaris modell nagy eldnye, hogy igen siirli végeselemes felosztas-
sal, kis id6lépésekkel, nagy pontossaggal és relative gyorsan elvégezhetd, az adott feltételezések mellett.
Hatranya, hogy az ostor feltételezett korpalyan valé mozgasa korlatozza a ,tetszéleges” ostor csattana-
sok szimulalasat.

A nemlinearis modellel csak relative durva felosztas mellet végezhetiink szamitasokat, mert a numerikus
algoritmus egylitthaté matrixa rosszul kondicionaltta valik siiri felosztasnal. Ellenben a sikbeli mozgas
lehetdsége teljesen realisztikus legyezo képet mutatd ostormozgasok modellezésére is alkalmas. Mind-
két modell az ostor csattanasat, a sudar szuperszonikus sebességét josolta meg. A modell tovabb fej-
leszthetd, a légellenallas megfeleld, azaz a szuperszonikus tartomanyban valé megvaltozasanak figye-
lembe vételével.
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