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Absztrakt 

Ez a cikk egy szakirodalomból jól ismert sík-rugalmasságtani peremérték-feladat, a Cook-féle membrán 

probléma numerikus megoldásán keresztül veti össze az elsőrendű feszültségfüggvényeken és forgáso-

kon alapuló, p-verziós dual-mixed végeselem-modellt és a klasszikus, elmozdulásmezőn alapuló p-ver-

ziós végeselem-modellt. 

Kulcsszavak: p-verziós végeselemek, dual-mixed modell, Cook-féle membrán feladat 

Abstract 

This paper compares the performance of the classical, displacement-based p-version finite element mo-

del and a dual-mixed finite element model, based on the approximation of first-order stress functions 

and rotations, through the numerical solution of Cook's membrane problem, a well-known plane 

elasticity benchmark problem. 

Keywords: p-version finite elements, dual-mixed model, Cook's membrane problem 

1. Bevezetés 

A rugalmasságtani problémák megoldására kifejlesztett klasszikus, elmozdulásmezőn alapuló, h-verziós 

– alacsonyrendű approximációval és elemsűrítéssel dolgozó – végeselem-modellek numerikus konver-

gencia problémái többféleképpen is elkerülhetők. Az egyik lehetőség – az elmozdulásmező alapválto-

zóként való megtartásával – a p-verziós, magasabb rendű approximációval dolgozó elemek alkalmazása 

[1]. Egy másik lehetőség olyan, egy- vagy többmezős variációs elven alapuló, ún. mixed végeselem-

modellek alkalmazása, amelyeknél a feszültségi változók közvetlen approximációja is biztosítva van 

[2]. Utóbbi modellek és elemek mind h-, mind p-verziós változatukban hatékonyaknak bizonyultak, 

hátrányuk az, hogy egyrészt bonyolultabb felépítésűek, másrészt az approximációs tereknek egy stabi-

litási kritériumot is ki kell elégíteniük [2][3]. 

A feszültségmező közelítésén alapuló végeselem-modellek a feszültségi tenzor szimmetriájának biz-

tosítási módjától függően többféleképpen is felépíthetők. Egyensúlyi, a priori szimmetrikus feszültség-

mezőn alapuló h-verziós végeselem-modelleket kizárólag síkbeli feladatok numerikus megoldására fej-

lesztettek ki, lásd pl. [4][5][6]. Ezek az elemek azonban nem kaptak jelentős szerepet az alkalmazások-

ban, aminek elsődleges oka az egyensúlyt biztosító másodrendű feszültségfüggvényekre vonatkozó C1-
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folytonossági approximációs követelményben és az ebből fakadó bonyolult, nehezen kezelhető elemek-

ben, valamint a feszültségi peremfeltételek figyelembevételénél megjelenő numerikus nehézségekben 

keresendők. 

Az említett problémák a feszültségi tenzor szimmetriájának variációs úton történő biztosításával el-

kerülhetők. Ebben az esetben a transzlációs egyensúly kielégítése csak elsőrendű feszültségfüggvénye-

ket kíván, amelyek C0-folytonos approximációja egyben az elemek közötti normál irányú feszültség-

vektorok folytonosságát is biztosítani fogja, a feszültségi tenzor szimmetriáját kifejező forgási egyen-

súlyi egyenlet a forgásmező Lagrange-féle multiplikátorként való alkalmazásával biztosítható. A mo-

dellezés alapját a Fraeijs de Veubeke-féle kétmezős variációs elv jelenti [7]. Ilyen típusú h-verziós, ún. 

dual-mixed végeselem-modelleket fejlesztett ki, többek között, lineáris sík-rugalmasságtani feladatokra 

[8][9][5], nemlineáris síkbeli feladatokra [10][11][12] és rugalmas-képlékeny feladatokra [13][14]. Sík-

rugalmasságtani problémák és lemezfeladatok megoldására alkalmas p- és hp-verziós végeselem-mo-

dellek mutat be [15] és [16]. 

Ez a cikk a [15, 16] munkákban ismertetett, feszültségfüggvényeken és forgásokon alapuló, p-verziós 

dual-mixed végeselem-modellt veti össze az elmozdulásmezőn alapuló p-verziós végeselem-modellel 

egy szakirodalomból jól ismert sík-rugalmasságtani peremérték-feladat, a Cook-féle membrán probléma 

numerikus megoldásán keresztül. A 2. fejezet ismerteti a Fraeijs de Veubeke-féle variációs elvet, majd 

származtatja annak sík-rugalmasságtani feladatokra érvényes alakját. A 3. fejezet a számítások során 

alkalmazott p-verziós végeselem-modellt mutatja be, ismertetve a feszültségfüggvények és a forgás-

mező közelítésére alkalmazott optimális és stabil approximációs teret. Végül a 4. fejezetben a szakiro-

dalomban gyakran tesztelt Cook-féle membrán feladat numerikus megoldásán keresztül összevetésre 

kerül a feszültségmezőn és forgásmezőn alapuló p-verziós végeselem-modell a klasszikus, elmozdulás-

mezőn alapuló p-verziós modellel.  

2. Variációs elv feszültségmezővel és forgásmezővel 

A feszültségmezőn és forgásmezőn alapuló végeselem-módszer elméleti hátterét a Fraeijs de Veubeke-

féle variációs elv [7] jelenti, amelynek funkcionálja a lineáris rugalmasságtan keretei között az 

:c  S( d d, )
uV S

W V u n  (1) 

alakban írható, ahol V a test térfogati tartománya,  a feszültségi tenzor,  a szögelfordulás-tenzor, u
az előírt elmozdulásmező a test n  normálisú uS  peremfelület-részén, továbbá 

1

c

1
( ) : :

2
W  (2) 

a test térfogategységében ébredő kiegészítő alakváltozási energia, amelyben 1  az anyagállandók ne-

gyedrendű rugalmassági tenzora. Az (1) funkcionálhoz tartozó kiegészítő feltételek a 

= ,      x V+ b 0  (3) 

transzlációs egyensúlyi egyenlet, ahol  a test sűrűsége, b  pedig a térfogati erőrendszer sűrűségvektora, 

továbbá a 

     x, pSn p  (4) 

feszültségi peremfeltétel, ahol p  az pS  peremfelület-részen előírt terhelés intenzitása, valamint a 

szögelfordulás-tenzor 
T 0  (5) 
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egyenlettel kifejezett aszimmetriája, ahol a jobb felső indexben álló T a transzponálásra utal.  

Az = ( )u p   u pS S S S S  peremfelülettel lezárt V  tartomány egy tetszőleges pontjának hely-

vektorát egy alkalmasan megválasztott vonatkoztatási rendszerben x jelöli. 

Sík-rugalmasságtani feladatok. Sík-rugalmasságtani peremérték-feladatok esetén – xyz Descartes-i 

derékszögű koordináta-rendszert alkalmazva – feltételezzük, hogy a test V  tartományának kiválasztott 

és vizsgált, -val jelölt síkmetszete az xy síkban helyezkedik el. Az  tartomány peremgörbéjét  

jelöli. Lineárisan rugalmas, izotrop anyagmodell feltételezésével az (1) funkcionál az 

2 2 2

1x y x y xy yx

1

1 1 1 1
( 2 + ( d

2 2
, )

2 1+
)  

yx xy( )d  (6) 

     
u

x x x xy y y yx x y y su n n u n n) )( ( d    

alakban írható, amelyben z  a  forgástenzor egyetlen koordinátája,  a nyírási rugalmassági 

modulus, továbbá 
1
 az általánosított Poisson-tényező, amely sík-feszültségi feladatoknál a 

1
, 

sík-alakváltozási feladatoknál pedig a 
1 / 1( )módon számítható az anyag  Poisson-tényezőjé-

ből. A 
u p u p( ) peremgörbén mért ívkoordinátát  s  jelöli, x x y yn nn e e  pedig a 

peremgörbe tartományból kifelé mutató normálisa az ,x ye e  bázisban felírva. Az (1), illetve a (6) funk-

cionálhoz tartozó kiegészítő feltételek közül a (3) egyensúlyi egyenlet a 

, ,

, ,

0,

0,

x x xy y x

yx y y y y

b

b
       x,y  (7) 

alakban érvényes, ahol az indexben álló vessző utáni betű parciális deriválást jelöl az x vagy az y koor-

dináta szerint, a (4) feszültségi peremfeltétel az 

x x y xy x

x yx y y y

n n p

n n p

,

,
       x y p,  (8) 

alakot veszi fel, az (5) aszimmetria-feltétel pedig már figyelembe lett véve a (6) funkcionálban azáltal, 

hogy síkbeli feladatok esetén a  tenzornak egyetlen 
z

 koordinátája különbözik zérustól, amely 

nem más, mint az xy síkra merőleges z ze  forgásvektor koordinátája. 

A (7) szerinti transzlációs egyensúlyi egyenleteket kielégítő, önegyensúlyi feszültségmező egy tet-

szőleges, differenciálható 

x x y yx,y e e( = +)  (9) 

elsőrendű feszültségfüggvény-vektor bevezetésével származtatható a 

,x x y B , (10) 

,y y x B , (11) 

, ,x y x x= , (12) 

, , ,y x y y=  (13) 

összefüggéseknek megfelelően, ahol B a térfogati erőrendszer skalár-potenciálja: 

x x ,b B,      y y ,b B,    x y,  (14) 
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A (8) feszültségi peremfeltétel elsőrendű feszültségfüggvényekkel kifejezett alakja 

d

d
B = ,

s
n n p     x y, p . (15) 

A (6) funkcionálban megjelenő nyírófeszültség-különbség a  feszültségfüggvénnyel a 

yx xy div  (16) 

alakban írható, amiből az is következik, hogy szimmetrikus feszültségek esetében  divergenciája zé-

rus kell legyen. 

Behelyettesítve a (10)-(13) feszültségeket a (6) funkcionálba, majd képezve annak irány menti deri-

váltjait a  és  helyeken a tetszőleges  és  irányokban, a 

1

, , , , ,1 , , ,
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x y x y y x y x x y y x y x x y
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, ,, x x y yD ( )d  (18) 

kifejezéseket kapjuk. A sík-rugalmasságtani peremérték-feladat ekkor a következő módon fogalmazható 

meg: keresett és  a 

1,       , ,x y x y
 

 =  
 

pB
s

d
:= ( ), -

d
p n  (19) 

 2:= ( )  (20) 

függvényterekben – ahol 1( )  az első deriváltjaival együtt négyzetesen integrálható függvényekből, 

( )2  pedig négyzetesen integrálható függvényekből álló teret jelöl az  tartományon – olyan módon, 

hogy a 

,D 0,  (21) 

,D 0  (22) 

egyenlőségek minden 0  és  esetén fennálljanak, ahol 0  a  tér részhalmaza =p 0  

homogén feszültségi peremfeltételekkel a p  peremgörbén.  

A feszültségmezőn és forgásmezőn alapuló végeselem-modellek egyik nagy előnye az elmozdulásme-

zőn alapuló modellekkel és elemekkel szemben az, hogy az (1), illetve a (6) funkcionálban nem jelenik 

meg az 1/( ) tag. Ez azt jelenti, hogy összenyomhatatlan ( 0,5)  anyagok esetén a dual-

mixed elemek alkalmazásával elkerülhető a szakirodalomban incompressibility-locking néven ismert 

numerikus konvergencia probléma. 
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3. A p-verziós dual-mixed végeselem-modell 

A többmezős variációs elveken alapuló végeselem-modellek felépítésének egyik kulcslépése a numeri-

kusan stabil approximációs terek megválasztása. A (6) funkcionálon alapuló, feszültségfüggvény-me-

zőre és forgásmezőre épülő elem-modellek approximációs tereinek megválasztása a [17]-ben kimutatott 

azon analógia alapján történhet, miszerint a (6)-ra épülő variációs formalizmus analógiát mutat a folya-

dékok Stokes-féle áramlásának sebességmezőn és nyomáson alapuló variációs megfogalmazásával. Ez 

az analógia lehetővé teszi a [18] által kidolgozott stabil approximációs terek alkalmazását. A követke-

zőkben a négyszögelemekre [18]-ban kidolgozott hat stabil függvénytér közül egy numerikus szempont-

ból optimális teret mutatunk be. 

A  feszültségfüggvény-vektor és a  szögelfordulás, mint független mezők közelítése során fel-

tételezzük, hogy a konvex négyszögekre bontott  tartomány x,y koordinátákkal parametrizált négy-

szögelemei és a mesterelem ,  koordinátákkal parametrizált négyzete között egy-egy sima, a geo-

metriai viszonyok által meghatározott és ismertnek tekintett leképező függvény létesít kapcsolatot. Az 

ˆ : 1 1,  1 1( , )e  (23) 

módon jelölt mesterelemen a feszültségfüggvényeket és a forgásmezőt polinomterekkel közelítjük, ame-

lyek fokszámára a továbbiakban a p paraméter utal (p > 0 egész szám). 

Jelölje ( , )pP  azokat a polinomokat, amelyek maximális fokszáma p, és jelölje ( , )pQ  azokat a 

polinomokat, amelyek fokszáma mindkét változóra nézve p. Jelölje továbbá a 
x
 és a y  feszültség-

függvények approximációs terét ( , )p , a  szögelfordulás approximációs terét pedig ( , )p . Ek-

kor a mesterelemen 2p  esetén a következő stabil approximációs tereket értelmezzük a feszültség-

függvényekre és a szögelfordulásra [18]: 

2          -1DMX: ( , ) , ( , ) .p p p p pQ P P  (24) 

A DMX jelölés a dual-mixed elemre utal, a továbbiakban ezen a néven hivatkozunk az elemre.  

A ( , )p  és a ( , )p  approximációs tereket 4p=  esetén – Pascal-féle háromszöget alkalmazva – 

az 1. ábra szemlélteti. A DMX elem szabadsági fokok szempontjából egy optimális approximációs térrel 

rendelkezik a  feszültségfüggvényre és a  forgásmezőre nézve [18]. 
 

 
 

1. ábra. A DMX elem (24) szerinti approximációs tere p = 4 esetén 
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4. A Cook-féle probléma 

Ebben a részben az előző fejezetben ismertetett p-verziós végeselem-modellel, illetve az arra épülő vé-

geselem-programmal számított numerikus eredményeket mutatunk be a Cook [19] által javasolt, jelleg-

zetesen hajlítás-domináns sík-rugalmasságtani feladat estében. A probléma egzakt megoldása a lineáris 

rugalmasságtan keretei között sem ismert, mégis gyakori tesztfeladata a különböző végeselem-típusok-

nak, lásd pl. [20][21][23][24]. Meg kell azonban jegyezni, hogy a feszültségmezőre vonatkozó eredmé-

nyek és összevetések ezen az egyszerű feladat esetében is csak elvétve találhatók a szakirodalomban. 

A Cook-féle probléma vázlata a 2.a) ábrán látható. A trapéz alakú, EF oldala mentén mereven befo-

gott, z irányban egységnyi vastagságú panelt az AB oldala mentén másodfokú függvény szerint meg-

oszló, y irányú nyíróerő terhel, amelynek nagysága 1 kN. A parabola eloszlású terhelésből következően 

a maximális nyírófeszültség az AB oldalél G pontjában ébred, értéke )yx G(  = 93,75 MPa. A numerikus 

megoldást sík-feszültségi állapot feltételezésével, a rugalmassági modulus E = 1 MPa és a Poisson-

tényező 1/3  értékei esetén vizsgáljuk, alkalmazva a szakirodalomban közölt paramétereket. Meg-

jegyzést érdemel, hogy az AB oldalél mentén ható koncentrált erőt a szakirodalomban többnyire kons-

tans eloszlású megoszló terheléssel modellezik, ami az A és B sarokpontokban sérti a nyírófeszültségre 

vonatkozó szimmetria feltételt. Az így előállított és közölt, elmozdulásmezőre vonatkozó megoldások 

kis mértékben különböznek a parabola eloszlásúként modellezett nyíróerővel kapott eredményektől. 

            
a)      b)  

2. ábra. a) Cook-féle probléma – geometria és terhelés; b) yx  nyírófeszültség konvergenciája a G pontban 

A vizsgálatok során a klasszikus, elmozdulásmezőre épülő p-verziós végeselem-modell és a DMX 

jelű, feszültségfüggvény-mezőre és forgásmezőre épülő végeselem-modell numerikus eredményeit ha-

sonlítjuk össze a 2.a) ábrán látható, 4 elemet tartalmazó, durva felosztás esetén. Az E és F pontoknál 

megjelenő szingularitások miatt ez a végeselemes felosztás nem tekinthető megfelelőnek, a vizsgálatok 

célja viszont éppen az ilyen durva felosztásra vonatkozó eredmények összevetése, illetve a feszültség-

függvény-mezőre és forgásmezőre épülő p-verziós elemek hatékonyságának bemutatása. Egzakt meg-

oldás hiányában az eredményeket egy olyan, a DMX elem alkalmazásával kapott, 256 elemből álló fel-

osztással, 8p  esetén számolt referencia megoldáshoz viszonyítjuk, amelynek energia normában be-

csült hibája 0,01%-nál kisebb. Az elmozdulásmezőn alapuló p-verziós elemekkel számolt megoldásra a 

továbbiakban az u-FEM jelölés utal. 
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a)      b)  

3. ábra. a) Maximális főfeszültség konvergenciája a C pontban; b) y  feszültség konvergenciája a D pontban 

A 2.b) ábra azt szemlélteti, hogy a végeselemes megoldások milyen pontosan adják vissza a yx  nyí-

rófeszültségre előírt peremfeltételt a G pontban. Látható, hogy a DMX elem p > 3 esetén a pontos, yx  = 

93,75 MPa értéket adja vissza, az u-FEM csak magasabb p értékek esetében közelíti azt. A 3.a) ábra a C 

pontbeli maximális főfeszültség konvergenciáját szemlélteti. A referencia megoldás értéke ref
1 ( )C  = 

236,9 MPa. A szakirodalomban ismert legjobb megoldás – konstans eloszlású terhelésnél – 1( )D  = 

236,0 MPa. Látható, hogy a konvergencia görbék magasabb p esetén hasonlóak, alacsony p esetén vi-

szont a DMX elem jobb megoldást ad, mint az u-FEM. A 3.b) ábra a D pontbeli y  normálfeszültség 

konvergenciáját mutatja. A referencia megoldás értéke
y

ref
( )D  = 20,36 MPa. A szakirodalomban ismert 

legjobb megoldás – konstans eloszlású terhelésnél – y ( )D  = 20,10 MPa. Megállapítható, hogy a DMX 

elem konvergenciája éppen olyan jó, mint a főfeszültségek esetében, az u-FEM szerinti megoldás viszont 

nem mutat konvergenciát, p növekedésével az elmozdulásmodellel számolt feszültségek a referencia 

megoldás körül – meglehetősen nagy amplitúdóval – oszcillálnak. 

5. Összegzés 

A feszültségi változók közvetlen approximációján alapuló végeselem-modelleket elsősorban olyan szi-

lárdságtani problémáknál célszerű alkalmazni, amikor a hagyományos, elmozdulásmezőn alapuló vé-

geselemeknél numerikus konvergencia problémák jelentkeznek. Közös ismertetőjele az ilyen feladattí-

pusoknak, hogy a numerikus megoldás konvergenciája valamilyen jellemző paraméter értékétől függ, 

amelynek – fizikai jelentőséggel bíró – határértékénél a megoldás konvergenciája nem biztosítható. A 

legismertebb problémák közé tartoznak az összenyomhatatlan anyagok, valamint a vékony falú szerke-

zetek (lemezek és héjak) peremérték-feladatai. A sík-rugalmasságtani feladatokra és lemezekre [15, 16]-

ban kifejlesztett, elsőrendű feszültségfüggvényeken és forgásokon alapuló végeselem-modell viselke-

dését ez a cikk egy olyan egyszerű – a szakirodalomban gyakran vizsgált – hajlítás-domináns tesztfel-

adat megoldásán keresztül mutatja be, amelyben semmilyen kritikus paraméter nem jelenik meg. A p-

verziós megoldásokat az elmozdulásmezőn alapuló, ugyancsak p-verziós – tehát kiváló approximációs 

tulajdonságokkal rendelkező – végeselem-modellekkel vetettük össze néhány jellemző pontbeli feszült-

ség konvergenciáján keresztül. Megállapítható, hogy a vizsgált feladat esetében mindkét elem-modell 
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kiváló eredményeket produkál, azonban a dual-mixed elem a feszültségi értékek gyorsabb konvergen-

ciáját eredményezi, amely legszembetűnőbben a feszültségi peremfeltétel teljesülésénél jelentkezik. 
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