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Absztrakt

Ez a cikk egy szakirodalombdl jol ismert sik-rugalmassdgtani peremérték-feladat, a Cook-féle membran
probléma numerikus megoldasan keresztiil veti Ossze az elsorendii fesziiltsegfiiggvényeken és forgdso-
kon alapulo, p-verzios dual-mixed végeselem-modelit és a klasszikus, elmozduldsmezén alapulo p-ver-
zios végeselem-modellt.
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Abstract

This paper compares the performance of the classical, displacement-based p-version finite element mo-
del and a dual-mixed finite element model, based on the approximation of first-order stress functions
and rotations, through the numerical solution of Cook's membrane problem, a well-known plane
elasticity benchmark problem.
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1. Bevezetés

A rugalmassagtani problémak megoldasara kifejlesztett klasszikus, elmozdulasmezdn alapuld, h-verzios
— alacsonyrendii approximacioval és elemsiiritéssel dolgozé — végeselem-modellek numerikus konver-
gencia problémai tobbféleképpen is elkeriilhetok. Az egyik lehetdség — az elmozdulasmezo alapvalto-
zoként vald megtartasaval —a p-verzios, magasabb rendil approximécioval dolgozo elemek alkalmazasa
[1]. Egy masik lehetéség olyan, egy- vagy tobbmez6s variacios elven alapuld, an. mixed végeselem-
modellek alkalmazasa, amelyeknél a fesziiltségi valtozok kozvetlen approximacidja is biztositva van
[2]. Utobbi modellek és elemek mind h-, mind p-verzids valtozatukban hatékonyaknak bizonyultak,
hatranyuk az, hogy egyrészt bonyolultabb felépitésiick, masrészt az approximacids tereknek egy stabi-
litasi kritériumot is ki kell elégiteniiik [2][3].

A fesziiltségmez6 kozelitésén alapuld végeselem-modellek a fesziiltségi tenzor szimmetridjanak biz-
tositasi modjatol fliggden tobbféleképpen is felépithetdk. Egyensulyi, a priori szimmetrikus fesziiltség-
mez6n alapuld h-verzios végeselem-modelleket kizarolag sikbeli feladatok numerikus megoldasara fej-
lesztettek ki, lasd pl. [4][5][6]. Ezek az elemek azonban nem kaptak jelentOs szerepet az alkalmazasok-
ban, aminek elsédleges oka az egyensilyt biztosité masodrend fesziiltségfiiggvényekre vonatkozo C-
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folytonossagi approximacios kdvetelményben és az ebbol fakadoé bonyolult, nehezen kezelheto elemek-
ben, valamint a fesziiltségi peremfeltételek figyelembevételénél megjelend numerikus nehézségekben
keresenddk.

Az emlitett problémak a fesziiltségi tenzor szimmetridjdnak varidcids uton torténd biztositasaval el-
keriilhetdk. Ebben az esetben a transzlacios egyensuly kielégitése csak elsérendi fesziiltségfiiggvénye-
ket kivan, amelyek C°-folytonos approximacidja egyben az elemek kozotti normal iranyu fesziiltség-
vektorok folytonossagat is biztositani fogja, a fesziiltségi tenzor szimmetriajat kifejezo forgasi egyen-
sulyi egyenlet a forgasmez6é Lagrange-féle multiplikatorként valo alkalmazasaval biztosithat6. A mo-
dellezés alapjat a Fraeijs de Veubeke-féle kétmezds variacios elv jelenti [7]. Ilyen tipusu h-verzios, un.
dual-mixed végeselem-modelleket fejlesztett ki, tobbek kozott, linearis sik-rugalmassagtani feladatokra
[8][9][5], nemlinearis sikbeli feladatokra [10][11][12] és rugalmas-képlékeny feladatokra [13][14]. Sik-
rugalmassagtani problémak és lemezfeladatok megoldasara alkalmas p- és hp-verzios végeselem-mo-
dellek mutat be [15] és [16].

Ezacikk a[15, 16] munkakban ismertetett, fesziiltségfliggvényeken és forgasokon alapuld, p-verzios
dual-mixed végeselem-modellt veti dssze az elmozdulasmez6n alapuld p-verzios végeselem-modellel
egy szakirodalombol jol ismert sik-rugalmassagtani peremérték-feladat, a Cook-féle membran probléma
numerikus megoldasan keresztiil. A 2. fejezet ismerteti a Fraeijs de Veubeke-féle variacios elvet, majd
szarmaztatja annak sik-rugalmassagtani feladatokra érvényes alakjat. A 3. fejezet a szamitasok soran
alkalmazott p-verzios végeselem-modellt mutatja be, ismertetve a fesziiltségfiiggvények ¢és a forgas-
mez0 kozelitésére alkalmazott optimalis és stabil approximacios teret. Végiil a 4. fejezetben a szakiro-
dalomban gyakran tesztelt Cook-féle membran feladat numerikus megoldasan keresztiil 6sszevetésre
keriil a fesziiltségmezon és forgasmezon alapuld p-verzids végeselem-modell a klasszikus, elmozdulas-
mez6n alapul6 p-verzids modellel.

2. Variacios elv fesziiltségmezdvel és forgasmezovel

A fesziiltségmezén és forgasmezoén alapuld végeselem-modszer elméleti hatterét a Fraeijs de Veubeke-
féle variacios elv [7] jelenti, amelynek funkciondlja a linearis rugalmassagtan keretei kozott az

F o,¢ =fv W, (o)+o: ¢ dV—fS G- o-ndS (1)

alakban irhatd, ahol V a test térfogati tartomanya, o a fesziiltségi tenzor, ¢ a szogelfordulas-tenzor, «
az eldirt elmozdulasmez6 a test 72 normalistt Su peremfeliilet-részén, tovabba

VVC(O')I%G':(ClZG' (2)

a test térfogategységében ébredd kiegészitd alakvaltozasi energia, amelyben C* az anyagallandok ne-
gyedrendil rugalmassagi tenzora. Az (1) funkcionalhoz tartozo kiegészito feltételek a
o-V+pb=0, xe&V 3
transzlacios egyensulyi egyenlet, ahol p atest siirlisége, b pedig a térfogati erérendszer stiriségvektora,
tovabba a
o-n=27p, XeSs, 4)
fesziiltségi peremfeltétel, ahol p az S, peremfeliilet-részen eldirt terhelés intenzitasa, valamint a ¢
szogelfordulas-tenzor
dp+0' =0 (5)
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egyenlettel kifejezett aszimmetridja, ahol a jobb felsé indexben all6 T a transzponalasra utal.
Az S =S.US, (S.NSy= o) peremfeliilettel lezart V' tartomany egy tetszdleges pontjanak hely-
vektorat egy alkalmasan megvalasztott vonatkoztatasi rendszerben X jeloli.

Sik-rugalmassagtani feladatok. Sik-rugalmassagtani peremérték-feladatok esetén — xyz Descartes-i
derékszogl koordinata-rendszert alkalmazva — feltételezziik, hogy a test V' tartomanyanak kivalasztott
és vizsgalt, (2-val jelolt sikmetszete az xy sikban helyezkedik el. Az {2 tartomany peremgorbéjét I”
jeloli. Linedrisan rugalmas, izotrop anyagmodell feltételezésével az (1) funkcional az

et L, 1 2
F o,¢ _erz S (of o, 21/1axay)—|—2(7'xy+7yx) ds?
+ [ oy —7,)d 02 (6)

_ fp u[ﬂx(axnx +7yny) i, (T,n, +oyn, )|ds

alakban irhato, amelyben = ¢_ a ¢ forgastenzor egyetlen koordinataja, s a nyirasi rugalmassagi
modulus, tovabba 1, az altalanositott Poisson-tényezd, amely sik-fesziiltségi feladatoknal a 1, = v/,
sik-alakvaltozasi feladatoknal pedig a v, = v/(1—v) médon szdmithato az anyag 1 Poisson-tényezgjé-
b8l. A I'=1, Ul (I, NI, =©) peremgdrbén mért ivkoordinatat s jeldli, n=n,e, +n.e, pediga
peremgorbe tartomanybol kifeleé mutaté normalisa az e,, e, bazisban felirva. Az (1), illetve a (6) funk-
cionalhoz tartozé kiegészito feltételek koziil a (3) egyenstlyi egyenlet a

Jx,x + ny,y + pbx = O’

X,y € 2 7
Ty Ty +pby =0, Y "

alakban érvényes, ahol az indexben allo vessz6 utani betii parcialis derivalast jel6l az x vagy az y koor-
dinata szerint, a (4) fesziiltségi peremfeltétel az
no, —i—nyaxy = D,,
Xy er, (8)

n,0 + n,o, =Dy,
alakot veszi fel, az (5) aszimmetria-feltétel pedig mar figyelembe lett véve a (6) funkcionalban azaltal,
hogy sikbeli feladatok esetén a ¢ tenzornak egyetlen ¢ =, koordinataja kiilonbozik zérustdl, amely
nem mas, mint az Xy sikra meréleges o = o, e, forgasvektor koordinataja.

A (7) szerinti transzlacios egyensulyi egyenleteket kielégitd, onegyensulyi fesziiltségmez6 egy tet-
szbleges, differencialhato

P(Xy) =18+ (9)
elsérendi fesziiltségfiiggvény-vektor bevezetésével szarmaztathato a

o, = ¥, +B, (10)
o, ==, +B, (11)
Ty = Prxs (12)
Tyx =¥y (13)

Osszefliggéseknek megfelelden, ahol B a térfogati erérendszer skalar-potencialja:
pb,=—DB,, pb,=—B,, Xyec? (14)
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A (8) fesziiltségi peremfeltétel elsorendi fesziiltségfiiggvényekkel kifejezett alakja

o-~n:c(1i—¢—Bn:f), x,ye I',. (15)
s
A (6) funkcionalban megjelend nyirofesziiltség-kiilonbség a 1) fesziiltségfiiggvénnyel a

Ty — Ty =divep (16)

alakban irhat6, amibdl az is kovetkezik, hogy szimmetrikus fesziiltségek esetében ) divergencidja z¢-
rus kell legyen.
Behelyettesitve a (10)-(13) fesziiltségeket a (6) funkcionalba, majd képezve annak irany menti deri-
valtjaita 1 és o helyeken a tetszéleges 61p és Oy iranyokban, a
1

1
D F i =3 |, 0 (Hul)[wx,yéz/}x,y 0 00, T4, 00, 9, 80,)

5 Wy =)0, — 80,)]A2+ [ o6, + b, )2

I, ds ds

D, F %o = [ 80y, +1,)d02 (18)

kifejezéseket kapjuk. A sik-rugalmassagtani peremérték-feladat ekkor a kdvetkez6é moédon fogalmazhatod
meg: keresett 1p € Vés o W a

vi=lv

ds (17)

W0, H(9), ii:p-Bn x,yer}, (19)
$

W:=12(2) (20)

fliggvényterekben — ahol H'(12) az elsd derivéltjaival egyiitt négyzetesen integralhat6 fiiggvényekbdl,

L’(2) pedig négyzetesen integralhato fliggvényekbdl 4ll6 teret jeldl az {2 tartomanyon — olyan médon,
hogy a
Do'zpf 1[’"»0 IO, (21)
Dy, F 1, ¢ =0 (22)
egyenléségek minden 61 € V) és o x W esetén fennalljanak, ahol V; a V tér részhalmaza p =0
homogén fesziiltségi peremfeltételekkel a I', peremgdrbén.

A fesziiltségmezdn és forgasmezon alapuld végeselem-modellek egyik nagy elonye az elmozdulasme-
z6n alapuld modellekkel és elemekkel szemben az, hogy az (1), illetve a (6) funkcionalban nem jelenik
meg az 1 /(1 —2w)tag. Ez azt jelenti, hogy 0sszenyomhatatlan (»» — 0,5) anyagok esetén a dual-
mixed elemek alkalmazasaval elkeriilhet6 a szakirodalomban incompressibility-locking néven ismert
numerikus konvergencia probléma.
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3. A p-verzios dual-mixed végeselem-modell

A tobbmez06s variacios elveken alapuld végeselem-modellek felépitésének egyik kulcslépése a numeri-
kusan stabil approximacios terek megvalasztasa. A (6) funkcionalon alapulo, fesziiltségfiiggvény-me-
z6re és forgasmezore épiilé elem-modellek approximacios tereinek megvalasztasa a [17]-ben kimutatott
azon analégia alapjan torténhet, miszerint a (6)-ra épiild variacioés formalizmus analdgiat mutat a folya-
dékok Stokes-féle aramlasanak sebességmezon és nyomason alapulé variacios megfogalmazasaval. Ez
az analogia lehetdvé teszi a [18] altal kidolgozott stabil approximacids terek alkalmazasat. A kovetke-
z6kben a négyszogelemekre [18]-ban kidolgozott hat stabil figgvénytér koziil egy numerikus szempont-
bol optimalis teret mutatunk be.

A 1) fesziiltségfliggvény-vektor és a ¢ szogelfordulas, mint fliggetlen mezdk kozelitése soran fel-
tételezziik, hogy a konvex négyszogekre bontott {2 tartomany X,y koordinatakkal parametrizalt négy-
szogelemei és a mesterelem &, 7 koordinatakkal parametrizalt négyzete kozott egy-egy sima, a geo-
metriai viszonyok altal meghatarozott és ismertnek tekintett leképez6 fliggvény 1étesit kapcsolatot. Az

é= (&m): —1<€<1, —1<p<1 (23)
modon jelolt mesterelemen a fesziiltségfiiggvényeket és a forgasmezot polinomterekkel kozelitjiik, ame-
lyek fokszamara a tovabbiakban a p paraméter utal (p > 0 egész szam).

Jelolje P (&n) azokat a polinomokat, amelyek maximalis fokszama p, és jelolje @, (£,n) azokat a
polinomokat, amelyek fokszama mindkét valtozora nézve p. Jelolje tovabba a ¢, €s a v, fesziiltség-
fliggvények approximacios terét V (£,7),a ¢ szdgelfordulas approximacios terét pedig W (&,7). Ek-
kor a mesterelemen p >2 esetén a kovetkezd stabil approximacios tereket értelmezziik a fesziiltség-
fiiggvényekre €s a szogelfordulasra [18]:

DMX:  V,(m)=Q,NF, W,(En)=P,,. (24)
A DMX jelolés a dual-mixed elemre utal, a tovabbiakban ezen a néven hivatkozunk az elemre.
AV (&n) ésa W (&n) approximacios tereket p =4 esetén — Pascal-féle haromszoget alkalmazva —
az 1. dbra szemlélteti. A DMX elem szabadsagi fokok szempontjabol egy optimalis approximacios térrel
rendelkezik a 2/ fesziiltségfiiggvényre és a o forgasmezore nézve [18].

43 34
n -

Q4N P
1. abra. A DMX elem (24) szerinti approximdcios tere p = 4 esetén
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4. A Cook-féle probléma

Ebben a részben az el6z0 fejezetben ismertetett p-verzios végeselem-modellel, illetve az arra épiild vé-
geselem-programmal szamitott numerikus eredményeket mutatunk be a Cook [19] altal javasolt, jelleg-
zetesen hajlitds-dominans sik-rugalmasséagtani feladat estében. A probléma egzakt megoldasa a linearis
rugalmassagtan keretei kdzott sem ismert, mégis gyakori tesztfeladata a kiilonb6zd végeselem-tipusok-
nak, 1asd pl. [20][21][23][24]. Meg kell azonban jegyezni, hogy a fesziiltségmezdre vonatkozo eredmé-
nyek és 0sszevetések ezen az egyszeri feladat esetében is csak elvétve talalhatok a szakirodalomban.
A Cook-féle probléma vazlata a 2.a) abran lathato. A trapéz alaku, EF oldala mentén mereven befo-
gott, z irdnyban egységnyi vastagsagu panelt az AB oldala mentén masodfoku fiiggvény szerint meg-
0szl6, y iranyu nyirderd terhel, amelynek nagysdga 1 kN. A parabola eloszlast terhelésbdl kovetkezden
a maximalis nyiréfesziiltség az AB oldalél G pontjaban ébred, értéke 7,(G) = 93,75 MPa. A numerikus
megoldast sik-fesziiltségi allapot feltételezésével, a rugalmassagi modulus E = 1 MPa és a Poisson-
tényezé 1 =1/3 értékei esetén vizsgaljuk, alkalmazva a szakirodalomban kzolt paramétereket. Meg-
jegyzést érdemel, hogy az AB oldalél mentén hat6 koncentralt erdt a szakirodalomban tobbnyire kons-
tans eloszlasu megoszl6 terheléssel modellezik, ami az A és B sarokpontokban sérti a nyirofesziiltségre
vonatkoz6 szimmetria feltételt. Az igy eldallitott és kozolt, elmozdulasmezdre vonatkozo megoldasok
kis mértékben kiilonbdznek a parabola eloszlasuként modellezett nyirderdvel kapott eredményektol.
y 120

| / 000 \3 4 5 7 8 9
16 D G I 1 kN \ I ' i i —2-|

/ E
| F': = 80~
v A =
8
.- S 60
y o
" m\ 40 -
c g
& +——+ DMX
20 ! o—=o u-FEM
p=1 | e eldirt terhelés
! - 0
Ik T 0 200 400 600
L 48 N szabadsagi fok
a) b)

2. abra. a) Cook-féle probléma — geometria és terhelés; b) 7, nyirdfesziiltség konvergencidja a G pontban

A vizsgalatok soran a klasszikus, elmozdulasmezére épiilé p-verzios végeselem-modell és a DMX
jelt, fesziiltségfiiggvény-mezore és forgasmezore épiilé végeselem-modell numerikus eredményeit ha-
sonlitjuk Ossze a 2.a) abran lathato, 4 elemet tartalmazo, durva felosztas esetén. Az E és F pontoknal
megjelend szingularitdsok miatt ez a végeselemes felosztas nem tekinthetd megfelelonek, a vizsgalatok
célja viszont éppen az ilyen durva felosztasra vonatkozé eredmények Osszevetése, illetve a fesziiltség-
fliggvény-mezodre és forgasmezore épild p-verzios elemek hatékonysaganak bemutatisa. Egzakt meg-
oldas hianyaban az eredményeket egy olyan, a DMX elem alkalmazasaval kapott, 256 elembdl allo fel-
osztassal, p=8 esetén szamolt referencia megoldashoz viszonyitjuk, amelynek energia normaban be-
csiilt hibaja 0,01%-nal kisebb. Az elmozdulasmez6n alapul6 p-verzids elemekkel szamolt megoldasra a
tovabbiakban az u-FEM jelolés utal.
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3. abra. a) Maximadlis f8fesziiltség konvergencidja a C pontban; b) 0, fesziiltség konvergencidja a D pontban

A 2.b) abra azt szeml¢€lteti, hogy a veégeselemes megoldasok milyen pontosan adjak vissza a r,, nyi-
rofesziiltségre eldirt peremfeltételt a G pontban. Lathatd, hogy a DMX elem p > 3 esetén a pontos, 7,
93,75 MPa értéket adja vissza, az u-FEM csak magasabb p értékek esetében kozeliti azt. A 3.a) braa C
pontbeli maximalis féfesziiltség konvergencidjat szemlélteti. A referencia megoldas értéke o (C)
236,9 MPa. A szakirodalomban ismert legjobb megoldas — konstans eloszlasu terhelésnél — o, (D)
236,0 MPa. Lathato, hogy a konvergencia gérbék magasabb p esetén hasonloak, alacsony p esetén vi-
szont a DMX elem jobb megoldast ad, mint az u-FEM. A 3.b) dbra a D pontbeli ¢, normalfesziiltség
konvergenciajat mutatja. A referencia megoldas értéke a;ef(D) = 20,36 MPa. A szakirodalomban ismert
legjobb megoldas — konstans eloszlast terhelésnél — o, (D) = 20,10 MPa. Megallapithato, hogy a DMX
elem konvergencija éppen olyan jo, mint a fofesziiltségek esetében, az u-FEM szerinti megoldas viszont
nem mutat konvergenciat, p novekedésével az elmozdulasmodellel szamolt fesziiltségek a referencia
megoldas koriil — meglehetdsen nagy amplitidoval — oszcillalnak.

5. Osszegzés

crcr

lardsagtani problémaknal célszerii alkalmazni, amikor a hagyomanyos, elmozdulasmezoén alapuld vé-
geselemeknél numerikus konvergencia problémak jelentkeznek. K6zos ismertetdjele az ilyen feladatti-
pusoknak, hogy a numerikus megoldas konvergencidja valamilyen jellemz6 paraméter értékétol fligg,
amelynek — fizikai jelent6séggel bird — hatarértékénél a megoldas konvergenciaja nem biztosithatd. A
legismertebb problémak kdzé tartoznak az 6sszenyomhatatlan anyagok, valamint a vékony falu szerke-
zetek (lemezek és héjak) peremérték-feladatai. A sik-rugalmassagtani feladatokra és lemezekre [15, 16]-
ban kifejlesztett, elsérendii fesziiltségfliggvényeken és forgasokon alapuld végeselem-modell viselke-
dését ez a cikk egy olyan egyszerii — a szakirodalomban gyakran vizsgalt — hajlitas-dominans tesztfel-
adat megoldasan keresztiil mutatja be, amelyben semmilyen kritikus paraméter nem jelenik meg. A p-
verzios megoldasokat az elmozdulasmezon alapuld, ugyancsak p-verzids — tehat kivald approximacios
tulajdonsagokkal rendelkez6 — végeselem-modellekkel vetettiik 6ssze néhany jellemz6 pontbeli fesziilt-
ség konvergenciajan keresztiil. Megallapithato, hogy a vizsgalt feladat esetében mindkét elem-modell
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kivalé eredményeket produkal, azonban a dual-mixed elem a fesziiltségi értékek gyorsabb konvergen-
cigjat eredményezi, amely legszembetiindbben a fesziiltségi peremfeltétel teljesiilésénél jelentkezik.
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