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Absztrakt

A Gravitacios hullamok kutatasaban kiemelt szerepe van a kompakt objektumok altal alkotott kettis
rendszereknek, mivel az dltaluk kibocsatott, és a foldfelszini detektorokban érzékelhetd jelalakjuk szé-
les paramétertartomanyban nagy pontossaggal leirhato. Munkdnk soran a mozgds leirdsaban igyekez-
tiink minden relevans effektust figyelembe venni, kiemelten kezelve a pdlya excentricitdsat és a testek
forgdsdnak hatasait. A Kordbbi kUtatdsainkban a mozgdst leiré szogmennyiségeket a lehetd legegysze-
riibben fejtettiik sorba az alkalmazott poszt-newtoni kozelitésben, ez azonban divergens jarulékokhoz
vezetett. Ennek megoldasdra egy osszetettebb (amplitudo és frekvencia) sorfejtést alkalmazunk, viszont
ehhez ki kell fejezniink a relevins vektor-mennyiségeket a Vdlasztott sz6gmennyiségekkel, és szdrmaz-
tatni kell a mozgdsegyenleteket. Célkitiizés tovabba a korabbi, alapanyagként haszndlt publikdciok
hibdinak feltardsa, javitasa.

Kulcsszavak: dltalanos relativitiselmélet, Qravitacios hullamok, kompakt kettds rendszerek, poszt-
newtoni sorfejtés, Euler-szogek

Abstract

In the research of gravitational waves, the binary systems formed by compact objects have a special
role, since the waveform emitted by them, and detectable in ground-based detectors, can be described
with high accuracy over a wide range of parameters. In the course of our work, we tried to take into
account all the relevant effects in the description of the motion, focusing on the treatment of the eccen-
tricity of the orbit and the effects of the spin of the bodies. In our previous research, we wrote out the
series expansion of the angular quantities describing the motion as simply as possible in the post-
Newtonian approximation we used, but this led to divergent contributions. To solve this problem we
are using a more complex (amplitude and frequency) series expansion, but for this we need to express
the relevant vector gquantities with the chosen angular gquantities, and calculate the equations of mo-
tion. The aim is also to explore and correct the errors of previous publications that we used as starting
material.

Keywords: general relativity, gravitational waves, compact binary system, post-newtonian approxi-
mation, Euler angles
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1. Bevezetés

A gravitacios hullamok kutatasa 0j szakaszba érkezett 2015-ben, az els6 kozvetlen észleléssel [1],
amelyet a LIGO gravitacioshullam-detektorokkal sikeriilt elérni. Az elmult években tobb tovabbi for-
rasbol is detektaltak gravitacios hullamokat, és vannak mar a Virgo altal is visszaigazolt észlelések,
illetve sikeriilt elektromagneses megfigyelésekkel is Gsszhangba hozni az eredményeket (ahol van
elektromagneses jel is) [2-5].

Ez nem csupan az Altalanos Relativitiselmélet Gjabb kozvetlen bizonyitéka (a gravitacios hulla-
mok létezését Einstein feltételezte, amikor az egyenletének megoldasat kereste a sik Minkowski téridd
koriili kis perturbaciokként), hanem egy ujfajta eszkozt is kaptunk a vilagegyetem megismeréséhez.
Ugyanis a gravitacios hullamok segitségével olyan objektumokat és jelenségeket ismerhetiink meg,
amelyek az elektromagneses sugarzasok segitségével nem érzékelhetdek. A cél tehat az, hogy az els6
detektalasokra alapozva megsziilethessen a gravitacios hullam csillagaszat.

A kompakt asztrofizikai objektumok (jellemzden neutroncsillagok és fekete lyukak) altal alkotott
kettds rendszerek kétféleképpen is jellegzetes gravitacios hullam forrast alkothatnak.

Az egyik esetben a két objektum kvazi-hiperbolikus palyan elszorodik egymason, ek6zben egy jel-
legzetes hullamformat bocsatanak ki, amelyek jo kozelitéssel leirhatoak. Ezek a jelek azonban ritkan
érzékelhetoek, mivel a két objektum altaldban nem keriil elég kdzel egymashoz ahhoz, hogy a Fold
felszinén is detektalhato jelalakot produkaljanak. Ennek ellenére ennek a forrasnak a jelentdsége nem
elhanyagolhato [6].

A masik esetben a két objektum kotott rendszert alkot, és ellipszis-palyan mozognak egymas koriil.
Ekozben a gravitacids sugarzas hatdsara a dinamikai mennyiségek veszteséget szenvednek el, ami
miatt a palyak mérete és excentricitasa is csokken. Végiil a két objektum 6sszeolvad, mik6zben jelleg-
zetes ,,chirp” jelet bocsatanak ki gravitacios hullamok forméajaban (a ,,chirp” jel egyre névekvo ampli-
tadoju és frekvenciaju jelet jelent). Az 6sszeolvadasi folyamat ,,kozelitési” szakaszara nagy pontossa-
gu leirassal rendelkeziink (mind a kettdsrendszer mozgasara, mind a kibocsatott gravitacids hullamok-
ra vonatkozoan), az ,,0sszeolvadast” tobb numerikus szimulaci6 is sikeresen modellezi, a ,,lecseng6”
szakaszban pedig ismét kozelit, analitikus modszerek allnak rendelkezésiinkre.

Erdemes kiemelni a két eset kombinaciojat is, amelyeket a ,,zoom-whirl orbit” jelz6vel szoktunk
meghatarozni. Ezeknél az eseteknél a két test kvazi-hiperbolikus, vagy kvazi-parabolikus palyan koze-
lit egymashoz, de a sugarzasi veszteség akkora, hogy annak hatasara a dinamikai mennyiségek elegen-
do veszteséget szenvednek ahhoz, hogy kotott palya alakuljon ki. Ezek bar meglehet6sen ritka esemé-
nyek, a jelalakok sajatossagai miatt a detektalhatosaguk varhatdan nagy lesz.

1.1. A kettosrendszer altal Kibocsatott hullamforma kiszamitasanak modszerei

Az alabbiakban a kotott palyan mozgd kettds rendszerek mozgasanak leirasaval fogunk foglalkozni.
Ebben az esetben osszetettebb modszereket kell alkalmaznunk, 1évén a kettsrendszert tovabb kovet-
jik nyomon, igy a matematikai leiras rovid tavi, nagy pontossagat hosszu tavon is tudnunk kell bizto-
sitani, mikozben a sugarzasi veszteség miatt az alapvetd dinamikai mennyiségek (és igy a mozgas
tulajdonsagai) folyamatosan valtoznak.

A tavlati célkitiizés a kettsrendszer altal kibocsatott gravitacios hullam jelalakok meghatarozasa a
,kozeledési” szakaszban [7,8]. Ehhez a tavoli hullamforras altal kibocsatott jelalakra vonatkozo multi-
pol-sorfejtést (poszt-Minkowski sorfejtés) és a forrast alkotd kettdsrendszer mozgasat leird poszt-
newtoni sorfejtést kell megfeleléen Gsszeilleszteniink egy koztes tartomanyon [9]. Ezt , terjesztjiik el”
a detektorig, megkapva a keresett joslatot a detektor altal érzékelhetd jelalakra vonatkozoan.
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A detektor 4ltal érzékelt jelalakot egy h(t) hullamfiiggvénnyel szoktuk leirni. A mérés alapjaul
szolgalo interferométer esetén ez a h(t) fiiggvény lényegében ugy viselkedik, mint az interferométer
relativ karhossz-valtozasa (bar a mogotte meghtizodo fizikai effektus més). Ezt szoktak az alabbi kife-
jezéssel leirni:

Al_h(y
| 2

A detektalhato jelalak két polarizacids allapot kombinacidjaként all eld. Ez a két fiiggvény a
,plusz” polarizaciés allapot, vagyis N, (t), illetve a ,kereszt” polarizaci, amelynek jelolése N (t).
Ezekkel

1)

h(t) =F (&, 8, h.(1) + E(a, .., @)

ahol a és f a forras (detektorhoz képesti) helyének polarkoordinatai, & pedig a polarizacids szog.
Az F (a,p5,¢) ¢ F (a,B,&) fiiggvények konkrét alakja fiigg attol, hogy milyen geometriaji a de-
tektor-elrendezés.

A két polarizacios allapot egy projektalas segitségével hatarozhaté meg a térid6 (sik Minkowski
téridohoz viszonyitott) perturbacioit leiro tenzor TT (transzverzalis, spurtalan) mértékben megadott
alakjabol. Ezt a tenzort hy; (t) jeloléssel latjuk el, és a fent emlitett illesztett modszer ennek a kompo-
nenseit adja meg a mozgast leir6 mennyiségek fiiggvényében. A projektalas 1ényegi eleme, hogy az
koti Ossze a kettOsrendszer palyasikjanak iranyat a detektor karjainak irdnyaval — vagyis szamot ad a
palya elmozdulasarol, és a detektor mozgasarol egyarant.

1.2. A poszt-newtoni sorfejtés

Mint korabban jeleztiik, a hulldimformak leirasa egy, a kettésrendszer mozgésat leird sorfejtésen ala-
pul, ezt nevezziik poszt-newtoni sorfejtésnek. Ahhoz, hogy a modszer konvergaljon, harom feltételnek
kell teljesiilnie. Az objektumok v sebességének négyzete (a ¢ vakuumbeli fénysebesség négyzetéhez
képest), a stirliséghez viszonyitott fesziiltségtenzor, illetve az M témegl forras gravitacids potencialja-
nak helyi értéke (GM / ac?, ahol M a forras témege, a a forras jellemzd kiterjedése, G pedig a gravi-
tacios allando) egynél joval kisebb paraméterek. Ezek maximumat valasztjuk az ugynevezett poszt-
newtoni paraméternek, és eszerint végezziik el a sorfejtést.

A kettosrendszer életének kozeledési szakaszaban egy poszt-newtoni (rdviden PN) rend egy (v/ c)2
nagysagrendet jelent. Lévén a gravitacids potencidlt tartalmazé tagokban is rendre megjelenik az 1/ ¢
szorzéfaktor, elmondhatd, hogy formélisan egy 1/C szerinti sorfejtést kapunk, ahol egy nagysagren-
det jeldl az (1/c)’ faktor,

Mivel a hullimformat meghatarozo kifejezésekbe behelyettesitjilk a mozgas poszt-newtoni sorfej-
téssel megadott tagjait, és az 1/ C faktor a hy; (t) tenzor komponenseiben is ugyanolyan logika men-
tén jelenik meg, a hullamforma-joslatok 0sszefliggései is ugyanezen sorfejtésnek feleltethetdek meg.

A tovébbiakban attériink a C =G =1 mértékegységrendszerre. Ekkor a PN rendek kovetése dssze-
tettebbé valik, de altalaban elmondhato, hogy minden v? és M /r faktor 1PN rendet jelent. A mozgas
relativisztikus leirasaban a poszt-newtoni korrekciok egész rendeknél jelennek meg (vannak olyan
jelenségek, amelyek ,,feles”, vagy ,,félegész” rendii korrekciokat hoznak a leirasba, példaul a vizsgalt
spin-palya kolcsonhatas 1,5PN rendii korrekcid). Az egyes mennyiségeket leird Osszefliggésekben a
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legalacsonyabb rendii kifejezéseket *N’ also index-szel, a korrekciokat pedig a megfeleld poszt-
newtoni rend also index-be irasaval jeloljik.

A detektéalhat6 jelalak esetében a korrekciok fél PN rendenként jelennek meg (formalisan mind-
egyik egy 1/ c faktort jelent) a multipol-sorfejtésben a legalacsonyabb rendd, hy (t) -vel jeldlt kifeje-
zéshez képest. Lévén a mozgas leirasat is rendrdl rendre végezziik el, ezek behelyettesitése is maga-
sabb rendl jarulékokhoz vezet. Vezessiikk be az alabbi jelolést, ahol jeloljik a mozgés leirasanak
mennyiségeinél, és a hullamforma esetén is a kiilonbdz6 poszt-newtoni rendeket:

r=ry+rpy +hpy +--- V=V, +Vpy +Vopy t---

@)
h(t) =hy () + ho gpy () + Moy () + 1y gy () +-..

ahol T a szeparacios vektor (a két objektumot 6sszekotd vektor), és V- a relativ sebességvektor (a két
test egymashoz képesti mozgasanak sebessége).

Fontos azonban figyelembe venniink, hogy a hullamfiiggvényre vonatkozo6 dsszefiiggéseink impli-
citen tartalmazzak az id6t, a szeparacios vektoron, a relativ sebességen és néhany mas mennyiségen
keresztiil, amelyek szintén ki vannak fejtve PN rendenként. igy korrekten elvégezve a sorfejtést, és
Osszerendezve a megfeleld rendhez tartozo tagokat, azt kapjuk példaul, hogy az 1PN rendii hullam-
forma korrekci6 az alabbi modon all el6:

h(t)] 0y, = hien (T (), Vi (@) + Dy (B (1), Vi (1)) (4)

Mint korabban emlitettiik, a gravitacids sugarzas hatasara az egyes mozgasallandok valtozni kez-
denek vagyis csokkenni fog az energia és az impulzusmomentum, és ennek hatasara a palya mérete
monoton csokkenni kezd, a sebesség pedig monoton novekszik. Ez a jelenség 2,5PN rendben jelenik
meg, vagyis nagyon kis perturbacio, viszont hosszl tdvon ez hatarozza meg a hullamforma viselkedé-
sét (a tobbi korrekcid korlatos hatast gyakorol a hullamformara), ez hozza létre a jellegzetes ,,chirp”
jellegii jelalakokat.

1.3. A testek forgasa a poszt-newtoni kozelitésben

Az éltalunk vizsgalt jelenségek, amelyek az egyes objektumok forgasabol szarmaznak, szintén megje-
lennek a mozgas leirasaban, és természetesen a hullamforma-kifejezésekben is. A mozgas leirasaban a
spin-palya kdlcsonhatas 1,5PN rendben, a spin-spin kdlcsonhatas 2PN rendben jelenik meg. Tovabba,
ide tartozik még a kvadrupol-monopol kélcsénhatas, amely 2PN rendii korrekcio. A multipol-
sorfejtésben a spin-palya kolcsonhatas legalacsonyabb rendje 1PN, a spin-spin és a kvarupol-monopol
kolesonhatas pedig 2PN rendben jelenik meg el6szor. A harom kolcsonhatés jarulékai a megjelenésiik
utan minden fél rendben adnak tovabbi jarulékokat.

Az egyes Osszefliggésekben a spin-palya kolesonhatas korrekcioit SO index-szel jeldljik.

Fontos kiemelni, hogy a testek forgasa akkor vezetheté be konzisztensen a poszt-newtoni forma-
lizmusba, ha az egyes testek forgasat leird S, spin-vektorokra igaz, hogy nagysaguk legfeljebb fél
poszt-newtoni rendben jelenik meg a perturbélatlan, ugynevezett Newtoni palya-impulzusmomentum
(jelolése L, ) nagysagahoz képest, vagyis
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Si 0,5
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n ©)
A testek forgasanak hatasai nagyon fontosak a kettdsrendszer leirasaban, amellett, hogy azt nagy-

ban meg is bonyolitjadk. Ugyanis a spineknek kdszonhetden a palya sikja precesszalni kezd, rdadasul

valtozo korfrekvenciaval és nyilasszoggel. S6t, a spin-vektorok maguk is precesszalnak, mar a spin-

palya kolcsonhatasnak koszonhetden is.

1.4. A cikk célkitiizései

Korabbi munkainkban a bevezetett szogmennyiségeket, illetve azok szogfiiggvényeit egyszeri Taylor-
sorba fejtettiik [7]. Azonban a szogekre vonatkozo kifejezésekben felléptek nem korlatos perturbaciok
is (egyszerii frekvencia-korrekciokon keresztiil), amelyek a korlatos szogfiiggvények sorba fejtésekor
divergens jarulékokhoz vezettek. Ezek rovid tavon nem okoznak problémat, azonban cél az eredmé-
nyeinket sok ezer koriilfordulas esetére is érvényesnek megtartani, hiszen a sugarzasi veszteségek csak
tobb peridduson keresztiil fejtik ki érdemben hatasukat.

Ehelyett vezettiink be egy Osszetettebb, vegyes amplitado és frekvencia-sorfejtést [8], amellyel a
fenti probléma kezelhetévé valik, és a kiszamolt hullamformak sok ezer koriilfordulas soran is érvé-
nyesek lesznek.

Mivel a meghatarozo6 vektor-mennyiségek és mozgasegyenletei szarmaztatasa soran tdmaszkodtunk

az egyszerl sorfejtés eredményeire [7], igy ezeket a szdmolasokat tjra el kell végezniink.
A cikkben bemutatjuk a mozgas leirasanak alapjait, majd bevezetjiik a vektor-iranyok jellemzésére
hasznalt Euler-szogeket. Megvizsgaljuk, hogy ezek sorfejtése milyen szabalyokat kdvet, majd Ujra-
szamoljuk a meghatarozé vektormennyiségek komponenseit a megadott koordinata-rendszerekben.
Ezen vektorok a szeparacios vektor, a relativ sebességvektor, a testek forgasat jellemz6 spin-vektorok,
és a hullamforma projektalasa soran felhasznalt N, P, § vektor-triad.

2. A mozgas leirasanak alapjai

2.1. A gyorsulas-vektor

Két, egyenként m; és m, tomegii kompakt objektum altal alkotott kettGsrendszer mozgasanak leirasa-
ban a poszt-newtoni kozelités Lagrange-fliggvényeit hasznaljuk kiindulopontként. Ebbdl az alabbi
gyorsulas-vektor kifejezéseket kapjuk [10] a kovarians SSC-ben [11]:

. - - m.
d=d, +d,p +dg, ahol aN:—r—Sr,

s =3 -2(2en)2-20r e -2(a-nprev), ©

w =%{6(Fx\7)-(§+5)?—r2\7x(4§+36)+3r'r[Fx(2§+6)}}.

jabl
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Az Osszefiiggésekben a kdovetkezo jeloléseket hasznaltuk: m a rendszer teljes tomege, vagyis m =
my + Mz, « a redukalt tomeg, amelyre x = mimz / m, illetve n = x / m. A két test relativ sebességét
jeloljiik V-vel, az T pedig a szeparacios vektor. A két test forgasat az S, és S, spinvektorokkal jel-
lemezziik, és hasznaljuk az S =S, +S, teljes spin vektor és a 6=¢; S, +¢, S, tomeggel stlyozott
spinvektort (¢, =m, /m,, ¢, =m, /m,), roviditésképpen.

A Lagrange-fiiggvényekbdl, illetve a gyorsulasvektorbol altalaban a relativ sebességvektort, illetve
a szeparacios vektor hosszanak derivaltjat szokas kiszamolni. Azonban a hullamformak leirasahoz
sziikségiink van a térbeli elhelyezkedést és a dinamika iranyjellemzdinek valtozasat leird sz6gmennyi-
ségek szdrmaztatasara is.

2.2. A mozgas leirasahoz hasznalt koordinata-rendszerek

A gravitacios hullamok leirasaban kritikus szerepe van a palyasiknak, amit a ra merdleges palya-
impulzusmomentummal és a szeparacids vektorral jellemezhetiink. Ezen feliil sziikséglink lesz egy
,,allo” koordinata-rendszerre, amelyben a mozgasegyenleteket szarmaztathatjuk. Lévén a testek forga-
sanak a hatasait vizsgaljuk, ezen koordinata-rendszert érdemes a teljes impulzusmomentum vektorhoz
rogziteni. Mindennek részletezéséhez sziikségiink van ezen mennyiségek pontos alakjara, figyelembe
véve az 0sszes lehetséges poszt-newtoni korrekciot. N

A palya-impulzusmomentum, vagy mas néven a newtoni impulzusmomentum alakja L = ur xv .
A teljes impulzusmomentum-vektor pedig (ami a mozgas egyik mozgasallanddja 2PN renddel bezaro-
an)

J:EN+EPN+I:SO+§’ 0
ahol
- ~ [1-3 m —~ I - 5 - e
LPN:LN‘:TUV2+(3+77)?] LSO:r—/érx|:rx(28+0')]—%[Vx(vx0')], ®)
illetve ismét
S=S,+5S,. ©)

A relevans vektor-mennyiségéket igy két koordinata-rendszerben irjuk le.

Az egyik a J teljes impulzusmomentumhoz rdgzitett, Gigynevezett invarians koordinata-
rendszer, amelyben a derivalasokat és integralasokat végezziik majd el. Ennek ’z’ tengelye mutat a
teljes impulzusmomentum vektor iranyaba.

A gravitaciés hullamok polarizacidés allapotainak leirdsahoz vezetjik be a palya-
impulzusmomentumhoz rogzitett egyiitt-mozgoé koordinata-rendszert. Ebben a koordinata-
rendszerben L, jeldli ki a °z’ iranyt, az x> koordinata-tengely iranyat pedig az I szeparacios vektor-
hoz rogzitjiik.

2.3. Az Euler-szogek bevezetése

A mozgas leirasahoz Euler-szogeket vezetiink be, amelyekkel a két test relativ helyvektorat az invari-
ans rendszerben az alabbi modon adjuk meg, Euler-szogekkel:
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COS @ COSy — COSzSin gsiny
I, =r| singcosy +cosicosgsiny | (10)
sinzsiny

ahol 1 a két impulzusmomentum (J és L) altal bezéart szog, ¢ irja le a palya-precessziot (vagyis a
palyasik és a J -re merSleges sik metszetének egy adott referencia-iranyhoz mért szogét és annak
valtozasat), és w irja le a testek mozgasat a palyasikon.

Az Euler-sz6gek hasznalatanak a mozgas leirasaban a f6 motivacioja az, hogy ezek segitségével a
spin-hatasok felelosek, a forgast elhanyagolé modellekben a fenti harom szogmennyiség helyett ele-
gendd egyetlen szoget hasznalni.

Altalanossagban igaz, hogy barmely vektor komponensei megadhatoak az invarians rendszerben
(ezt a vektor ’inv’ indexével jeloljiik), ha ismerjiik a komponenseket az egylitt-mozgo rendszerben (ezt
’c0’ alsé index-szel jel6ljiik) az alabbi transzformacio segitségével:

V,,, =0,(#)0, ()0, W)V, (12)

ahol az adott tengely koriili megadott szogli forgatasokat egyszerii forgatasmatrixokkal irjuk le, vagyis
példaul O, (y) jeldli a 2’ tengely koriili, y szdgli elforgatas métrixat. Az ellentétes iranyu attéréshez
a fenti transzformacio inverzét hasznaljuk, vagyis

V., =0, ()0, (-2)O,(-¢)V,,,. (12)

Az Euler-szogek kivalasztasanak van egy nehézsége. A poszt-newtoni Sorfejtés soran a palya-
precesszio a spin-palya kolcsonhatasnak megfelel6 rendben (1,5PN) jelenik meg, vagyis a 1 szog ese-
tében 0 koriili sorfejtést kell majd elvégezniink.

2.4. A relativ sebességvektor

Azonban el6szor a relativ sebességvektor komponenseit szamoljuk ki, ami az invarians rendszerben
iddderivalassal kaphato meg, vagyis

COS¢@COSy — Ccoszsingsiny —SiN@CoSy —CoSzCoS@sSiny
\ZnV:ﬁnV:r' Sin@Cosy +Cos1Cos@siny |+r@| cosgcosy —cosisingsiny |+
sinzsiny 0
(13)
—COS@siny —Ccoszsin ¢ cosy sinzsing
+ry| —singsiny +Cc0S1C0S@COSy |+ rsinyi| —sinzCcos ¢
sinzcosy COS1?

A vektor komponenseit attranszformalva az egyiitt-mozgd rendszerbe az alabbi eredményt kapjuk
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1 0 0 0 r
V,=F|0|+rd| cos: |+ry|l|+rising|0|= r(y + $cosi) (14
0 —sinzcosy 0 1) (—résinicosy +risiny

Ennek azonban lathato problémaja, hogy nem merdleges a ‘z’ iranyt meghatarozo L, vektorra, pe-
dig annak definicigja alapjan merdlegesnek kellene lennie.

A kérdés tisztazasara végezziik el a fenti folyamatot gombi polar koordinata-rendszerben! Valasz-
szuk gy a 6 és ¢ szogeket, hogy a szeparacios vektor az invarians rendszerben

cosésing
L, =r| sindsing (15)
Cos ¢

legyen! Ez azt jelenti, hogy barmely vektor az alabbi modon transzformalhato az egyiitt-mozgo rend-
szerbdl az invarians rendszerbe:

Vine =0,(6)0, (90° = 9)V,, (16)
illetve ennek inverze
V,, =0, (¢—90°)0,(-6)V,, . (17)
Ezek felhasznalasaval az [, vektort derivalva, majd attérve az egyiitt-mozgoé rendszerbe a sebes-
ségvektor komponensei
¢
V, =|rJo?+6%sin*gp | (18)
0

lesznek. Jol lathato, hogy a harmadik komponens itt nulla lesz, vagyis relativ sebességvektor valoban
merdleges a palya-impulzusmomentumra.

A latszolagos ellentmondas feloldasa abban all, hogy mivel egy térbeli irany jellemzésére harom
(Euler-) szoget vezettiink be, ezek kozott 1éteznie kell egy kényszerfeltételnek. Ezen kényszerfeltétel-
bl vezethetd le a

—gsinicosy +i siny =0 (19)
feltétel, amely felhasznaldsaval a sebességvektor az egyiitt-mozgd rendszerben
r
V., =| ry +gcosi) | (20)
0
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alaku lesz, ami mar merdleges a palya-impulzusmomentum vektorara.
Ezek felhasznalasaval kiszamolhatjuk a palya-impulzusmomentum vektor komponenseit az egyiitt-
mozgd rendszerben, amelyek koziil csak az alabbi nem zérus:

Lo, = 448> (47 + dcosi) (21)

2.5. A spin-vektorok

Fontos még bevezetniink a spin-vektorokat jellemz6 szogeket is. A spinek iranyanak leirasahoz egy-
szerli gdbmbi polarkoordinatakat (¢, és [ ) hasznalunk, amivel az i-edik spinvektor az invarians ko-
ordinata-rendszerben

Ccos S, sing,
=S,| sin g sing, (22)
cose,

S

i,inv

lesz, és a ra vonatkozé mozgasegyenlet (a spinprecesszios egyenlet) a vizsgalt poszt-newtoni rendig

§- _ 4+ 3¢,
] o

JxS,. (23)

Mivel a spinek nagysagara az a feltétel vonatkozik, hogy azok 0,5PN relativ rendiiek a legalacso-
nyabb rendii impulzusmomentumhoz képest, a spin vektorok a vizsgalt poszt-newtoni rendig rendel-
keznek egy 0,5PN rendi, és egy 1,5PN rendi taggal [12,13].

3. A 15z0g sorfejtése

Mint a bevezetében jeleztiik, a mozgasegyenletek szarmaztatasa soran tigyelniink kell az egyes szog-
mennyiségek sorfejtésére. Ez kiilondsen problémas a 1 szog esetén, 1évén annak a ,,nulladrendje” zé-
rus, a palya-impulzusmomentum és a teljes impulzusmomentum vektorok iranya parhuzamos, ha el-
hanyagoljuk a spin-palya kolcsonhatast.

Kiilon problémat jelent a mar emlitett egyszeri sorfejtés. A 1 szog esetében példaul a sz6g szinu-
szanak sorfejtésekor kapunk egy idében linearis korrekciot is. Ez azonban a hosszu idétartamra vonat-
kozo6 vizsgalatok soran sulyos problémahoz vezet, a helytelen sorfejtésbdl szdrmazo tagok tulndnek
sajat rendjiik hatarain (egy korlatos fiiggvényt kozelitettiink linearissal).

Ahelyett, hogy korlatoznank a szamolasaink érvényességét, nem fejtjiik sorba a szogfiiggvényeket,
hanem egyel6re csak azt vizsgaljuk, hogy a Sinz és COSz mennyiségek milyen rendii kifejezések.

A 1 sz0g a palyasikot meghatarozd L, és az invarians rendszert definialo J teljes impulzusmo-
mentum vektor altal bezart szog. Ez a két impulzusmomentum vektor 1,5PN rendig parhuzamos egy-
massal, beleértve az S =S, + S, teljes spinvektor legalacsonyabb rendi (0,5PN) jarulékat is.

Azonban 1,5 PN rendben az L, vektoron, a teljes spin-vektor és a mozgéselemek spin-palya kor-
rekcioin keresztiil fellépnek olyan vektor-jarulékok, amelyek mar nem feltétleniil parhuzamosak a
palya-impulzusmomentummal, igy ezek hatarozzak meg a 1 szoget.

Bontsuk fel a teljes impulzusmomentum vektort az alabbi modon:
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j:Ju"'jso, (24)

ahol J; jeldli azon impulzusmomentum jarulékokat, amik mindenképpen parhuzamosak L, -val, mig
Jgo tartalmazza azon jarulékokat, amik altaldban nem parhuzamosak vele. Fontos kiemelni, hogy
Jgo Ccsak 1,5PN és annal magasabb rendii korrekciokbol all. -

Tekintsiik azt a haromszoget, amelynek harom oldala J , ‘]H ¢és Jg,! Ebben a haromszogben a 1
szdg a J és ‘]H altal bezart szog. Ahhoz, hogy a legaltaldnosabb érvényl felsd becslést megtegytik,
tekintsiik azt az esetet, amikor J és J; hossza megegyezik egymassal, vagyis egyenlé szarii harom-
szoget alkot a harom vektor! Ekkor lesz ugyanis rogzitett Jo, esetén maximalis a i szog nagysaga.
Ebben a haromszdgben

, 2 2 2 2
siniz‘]ﬂ, cosi:%: 1—‘3%=1—%(‘]Jﬁj +0(4,5PN), (25)

2 2] 2
ahol a koszinusz esetében elvégeztiik a Jg, / J szerinti sorfejtést, figyelembe véve, hogy annak poszt-
newtoni rendje 1,5PN. Az addicios tételek alkalmazasaval

2

3
sing=2s0 10 +0(6PN), cosi=1-2[ Jso +0(4,5PN). (26)
J 201 4\ J

A fentiek értelmében az dsszefiiggéseinkben Sinz-t 1,5PN rendii perturbacioként kezeljiik majd, il-
letve jol lathatoan COSz=1 egészen 3PN rendig.

4. A relevans vektormennyiségek kifejezése az Euler-szogekkel

A fenti eredmények felhasznalasaval kiszamoljuk a relevans vektor-mennyiségek egyes komponenseit
Euler-szogek segitségével. Az el6z6 fejezet eredményeit figyelembe véve a kifejezések 2,5PN rendig
érvényesek, ami joval a kitiizott pontossag (1,5PN) felett van.

4.1. A szeparacios vektor, a relativ sebességvektor és a palya-impulzusmomentum vek-
tor komponensei

A szeparacios vektor Euler-szogekkel megadott komponensei az invarians koordinata-rendszerben

COS@COSy —singsiny cosY
I, =r|singcosy +cosgsiny [=r| sinY (27)
sinzsiny sinzsiny

lesznek, ahol bevezettik az Y =@+ szoget. Fontos kiemelni, hogy ha nincs a spinek altal okozott
palya-precesszio, elegendé ezt az egyetlen szoget bevezetni a mozgas leirasaba. A relativ sebességvek-
tor az invarians koordinata-rendszerben ekkor
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cosY —sinY —sinY sinzsing
V,,=F,=F| sinY |+rg| cosY |+ry| cosY |+rsinyi|—sinicose |.. (28)
sinzsiny 0 sinzcosy 1

Ezek alapjan a relativ sebességvektor az egyiitt-mozgd koordinata-rendszerben, illetve a palya-
impulzusmomentum vektor az egyiitt-mozgo és az invarians rendszerben az alabbi alakot 6ltik:

r r 0 0 sinzsing
Vo =| Ty +9) |=| 1T |, Ly oo = 0 =| 0 |, Ly =ur’Y| —sinicosg|. (29)
0 0 ur’(y + @) ur’y 1

42. Az N, P, vektor-triad

A gravitacios hullamok szamitasa soran fontos a kettOsrendszer mozgasat a detektor szemszogébol
vizsgalni, figyelembe véve, hogy a gravitacios hullamok a pillanatnyi palyasikrol ,,valnak” le. Ehhez
sziikségiink van egy N, P, J vektor-triadra, amelyek 6sszekotik a detektor és a pillanatnyi palyasik
helyzetét. Az ezekre a vektorokra korabban [7] megadott formulakat is Gjra kell szdmolnunk az 1j
sorfejtési alapelvek mentén. Ezek ugyanis kritikus fontossaguak a gravitacios hullamok polarizacios
allapotainak projektalasahoz,

nO=2(pp-a0)h 0O, hO=(Ra,+ap, )00, (30)

illetve a hy; (t) kifejezéseiben megjelennek az N -F és N -V skaléris szorzatok is. Ezen szamitasokat
a legegyszeriibb az egylitt-mozgd koordinata-rendszerben elvégezni, igy a vektor-triad komponenseit
ebben hatarozzuk meg.

Az N egységvektor az ugynevezett latoirany, vagyis a detektort a forrassal dsszekotd egyenes
iranyvektora. Ennek leirasara egy y szoget valasztunk igy, hogy az invarians rendszerben

siny
Ninv = O (31)

cosy

legyen. A latéirany vektoranak alakja az egytitt-mozgo6 koordinata-rendszerben

COSY COS@Sin y —siny sin@sin y cosz + Siny cos ysinz
N_, =| —siny cosgsin y — cosy sin ¢sin y cos: + Cosy cos ysin , (32)

co

singsinysinz+cos y cos:

illetve felhasznalva a 1,5 PN rendben érvényes COSz =1 feltételt
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sinycos Y +cosysiny sin:
N, =| —sinysin Y +cosycosysin: |, (33)

co

singsin ysinz+ cosy

A P egységvektor a palyasikban fekszik (vagyis merdleges az |:N vektorra), és az N iranyvek-
torra is. Ezen feltételek alkalmazasaval 1,5 PN rendben az egyiitt-mozgd koordinata-rendszerben

sin Y —ctgy cos¢@sinzcos Y
P, =| COSY +ctgycosgsinzsinY | (34)
0

A fenti két vektorra merdlegesen vezetjiik be a ( vektort, amely 1,5 PN rendben

—C0S 7 C0S Y —Ssin ¥ cos Y'sin ¢sinz— cos yctg ysin Y cosg@sin:
e = Nco X Py, =| sinYcosy +sinysinYsingsinz—ctgy cosycosYcosgsinz |  (35)
siny —cosysingsin:

5. Osszefoglalas

A fentiekben — a kettds rendszerek leirasanak és a poszt-newtoni kozelités bevezetése utan — tjra leve-
zetésre keriiltek a relevans vektormennyiségek komponensei az Euler-szogek megadasaval. Ezen
szogmennyiségek, illetve az invarians és az egyiitt-mozgd koordinata-rendszerek definialasa soran
korabban nem keriilt tisztazasra az a kérdés, hogy a relativ sebességvektor harmadik komponense mi-
ért nem zérus az egyiitt-mozgo rendszerben. Ennek bizonyitasa és a kérdés tisztazasa szerepel az
eredmények kozott.

Az 1j, osszetett amplitado és frekvencia sorfejtés miatt a meghatarozo vektor-mennyiségek kom-
ponenseit ujra kellett szamolni. Ezért a szeparacios vektor, a relativ sebességvektor, a palya-
impulzusmomentum vektor, illetve az N, P, J vektor-tridd vektorkomponenseit {jraszarmaztattuk,
elhagyva a korabbi sorfejtés eredményeit. Természetesen az 0j formulak 1,5 PN rendig érvényesek,
1évén ez a vizsgalataink hatokore.

Kiilon kellett kezelni a palyasik nyilasszogének helyzetét, mivel a 1 szog nulla koriili perturbacio-
ként all el6. A szogmennyiség megfelelé geometriai értelmezése mentén felsé becslést adtunk annak
poszt-newtoni rendjére. Ennek koszonhetéen COS? -t a vizsgalt rendben 1-nek tekinthetjiik, Sinz-t
pedig 1,5 PN rendii korrekcionak. Ennek felhasznalasaval a fent emlitett vektormennyiségek kompo-
nensei is leegyszertisédnek.

A kutatas kovetkez6 1épésben szarmaztatnunk kell az Euler-szogekre vonatkozd mozgasegyenlete-
ket, majd meg kell oldanunk azokat. Az egyenletek megoldasahoz a palya excentricitisa miatt egy
megfeleld paraméterezést kell majd bevezetniink, majd annak segitségével a valasztott paraméter
fiiggvényében az egyenletek kiintegralhatoak. Ezutan Keriilhet sor a mennyiségek id6fliiggésének meg-
hatarozasara, amihez mar mindenképpen numerikus médszereket kell alkalmaznunk.

Mindek6zben meg kell hataroznunk a vegyes sorfejtés modszereinek részleteit, 1épéseit. Ez kiilon
nehézséget jelent majd a numerikus modszerek helyes alkalmazasakor, mivel az adott PN rendben
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rendelkezésiinkre allo egyenletek nem veszik figyelembe a frekvencia-sorfejtés elemeit, azt nekiink
kell majd beépiteni a szamolasi folyamatba.
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