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Absztrakt

A gravitacios hullamok elsé kozvetlen detektalasa utan a kihivas az, hogy a detektorok segitségével
minél pontosabb képet kapjunk az ezen hullimokon keresztiil megfigyelheto jelenségekrol, vagyis meg-
sziilessen a gravitacioshullam-csillagaszat. Ebben kiemelt szerepe van a kompakt objektumok altal
alkotott kettés rendszereknek, mivel az dltaluk kibocsdtott hullamok széles paramétertartomdanyban
nagy pontossaggal leirhatok. Ehhez azonban sziikségiink van a kettds rendszer mozgasanak leirdsara.
Ezt a poszt-newtoni sorfejtés alkalmazdsaval tessziik meg, figyelembe véve a padlya excentricitasanak
és a testek forgasanak hatasait. A kordabbi munkdk tisztazzak a szeparacios vektor nagysdaga valtoza-
sanak részleteit, azonban a kibocsatott graviticios hullamok leirdsahoz sziikségiink van a vektor-
iranyokat jellemzo szogmennyiségek dinamikajanak leivdasara is. Az ehhez sziikséges egyenletek keriil-
nek jelen cikkben szarmaztatasra, illetve részletezésre keriil ezek megoldasanak modszerei. Célkitiizés
tovabba a korabbi, alapanyagként hasznalt publikaciok hibdinak feltardsa, javitasa.

Kulcsszavak: dltalanos relativitaselmélet, Qravitacios hullamok, kompakt kettds rendszerek, poszt-
newtoni sorfejtés, Euler-szégek

Abstract

After the first direct detection of gravitational waves, the challenge is to get the most exact picture
possible of the phenomena that can be observed using these waves, i.e. to realize the birth of gravita-
tional wave astronomy. The binary systems formed by compact objects have a special role in this,
since the waveforms emitted by them can be described with high accuracy over a wide range of pa-
rameters. In order to derive these waveforms, however, one needs to describe the motion of the binary
system. We do this by using the post-Newtonian series expansion, taking into account the effects of the
eccentricity of the orbit and the rotation of the objects. Earlier works have clarified the details of the
changes of the length of the separation vector; however, to describe the emitted gravitational waves
we need to describe the dynamics of the angular variables that characterize the vector orientations. In
this paper the necessary equations are derived, and the methods to solve them are also described. The
aim is also to explore and correct the errors of previous publications that we used as starting materi-
al.

Keywords: general relativity, gravitational waves, compact binary system, post-Newtonian series ex-
pansion, Euler angles
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1. Bevezetés

Az amerikai LIGO detektorrendszerben 2015-ben megtortént a tobb évtizedes munkanak koszonhetd
attorés, kozvetleniil detektaltdk az elsd gravitacios hullamot [1]. Ujabban tobb, hasonld mérési ered-
mény is sziiletett, amelyekbe a Virgo detektorrendszer is bekapcsolodott, illetve az elsé kettés neut-
roncsillag esetén az elektromagneses jelét is érzékelték az 6sszeolvadasi folyamatnak [2-5].

Ezzel ijabb igazolast nyert az Altalanos Relativitaselmélet, de ezen feliil 1j ablak is nyilt a vildg-
egyetemre, hiszen olyan asztrofizikai folyamatokat is megfigyelhetiink a gravitacios hullamoknak
koszonhetoen, amelyeket az elektromagneses sugarzason alapuld mérések egyikével sem. Ehhez az
elsé detektalas utan most ki kell fejleszteniink azokat az elméleti és kisérleti eszkdzoket, amelyek se-
gitségével a vizsgalt hullamforrasok fizikai paramétereit is mérni tudjuk.

A neutroncsillagok és fekete lyukak alkotta kettés rendszerek (réviden kompakt kettdsok) ebben
nagy segitségilinkre vannak, mivel ezek hullamformai nagy pontossaggal leirhatok. Ezt tobb, kiilonbo-
z6 modszerrel érhetjiik el a kett6s rendszer életciklusanak egyes szakaszaiban. Az ugynevezett kozele-
dési szakaszban az egyik meghatarozé modszer a poszt-newtoni kozelités [6,7,8]. Ebben a kozelités-

ben az objektumok v sebességét, a siirfiséghez viszonyitott fesziiltségtenzort és a GM / ac? gravitaci-
6s potencialt (ahol M a forras tomege, a a forras jellemz6 kiterjedése, G pedig a gravitacios allando)
kis paramétereknek tekintjiik, és ezek maximumat tekintjiik a poszt-newtoni sorfejtés & paraméteré-
nek, amely szerint az egyes fizikai mennyiségeket sorba fejtjiik.

Ezt az eljarast alkalmazva a hullamformak szarmaztatasanak elsé 1épése a kettds rendszer mozga-
sanak minél altalanosabb leirasa. Ennek eredményeit helyettesitjiik be a hullamforma-kifejezésekbe,
igy kapva meg a konkrét forras altal kibocsatott, és a detektor altal érzékelhetd jelalakot. Ezért ezen
cikk-sorozatban a kettds rendszer dinamikajanak poszt-newtoni leirasaval foglalkozunk.

Bar a gravitacios sugarzas hatdsara a palya excentricitasa csokken, mi igyeksziink azt minél altala-
nosabban figyelembe venni, mivel bizonyithatd, hogy a lehetséges jelforrasok nem elhanyagolhato
hanyadanal a kett0s rendszer palyaja még az Osszeolvadas eldtti pillanatokban sem tekinthetd korpa-
lyanak.

A sorfejtésben a perturbalatlan (,,newtoni”’) mennyiségeket N als6 index-szel jeldljik, a poszt-
newtoni korrekciokat pedig a rendjiik (pl. 1PN az elsérendii korrekcioknal) alsé index-ben torténd
szerepeltetésével. Ezen feliil figyelembe vessziik, és a formalizmusba bevezetjiik a kompakt objektu-
mok forgasabol szarmazo korrekciokat is. Ennek feltétele, hogy a spin-vektorok nagysagara teljesiil-
jon, hogy S, / L, ~&%°, ahol L, anewtoni (perturbalatlan) impulzus-momentum vektor nagységa.

Ennek koszonhetéen a mozgas leirasaban a spin-palya kolcsonhatas 1,5PN rendben jelenik meg (a
spin-palya kolesonhatas korrekcidit SO index-szel jeldljiik), a spinek kdzotti spin-spin kdlcsonhatas
2PN rendt, ahogy a kvadrupol-monop6l kolcsdnhatas korrekeidi is.

Mivel a spin-palya kolcsonhatas legalacsonyabb rendben 1,5PN rendii korrekcioként jelenik meg a
kett6s rendszer mozgasanak leirasaban, cikkeinkben a f6 célkitiizés a mozgas leirasa 1,5PN rendig,
figyelembe véve a palya excentricitdsanak és a kompakt objektumok forgasanak hatasait.

Fontos még kiemelni, hogy bar jelen cikkekben ezzel nem foglalkozunk, a gravitacios sugarzas
visszahatasa a mozgasra 2,5PN rendben jelenik meg. Ennek soran valtoznak a mozgas meghatarozo
mennyiségei (energia, impulzus-momentum, stb.), és ennek hatasara a kibocsatott gravitacios hulla-
mok amplitudodja és frekvencidja is ndvekszik, 1étrehozva a kettds rendszerek Osszeolvadasara jellem-
z6 ,,chirp” jelalakot.

A tovéabbiakban az egyszerliség kedvéért a C =G =1 mértékegységrendszert alkalmazzuk.
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1.1. A mozgas leirasat meghatarozand6 mennyiségek

Az altalunk vizsgalt gravitacios hullamforrasok olyan kettés rendszerek, amelyekben az egyes kom-
pakt objektumok tomege m, és m,, forgasukat pedig az S, és S, spin-vektorokkal jellemezziik. Ezen
kettds rendszerek dinamikajanak leirasidhoz sziikségiink van az I’ szeparacids vektor (a két objektu-
mot 6sszekdtd vektor) , a V -vel jelolt relativ sebességvektor, illetve az egyes testek forgasat leird S,
spin-vektorok komponenseinek kiszamitasara.

A mozgasegyenlet szarmaztatasa soran sziikségiink lesz a kiilonb6zé impulzus-momentum meny-
nyiségekre. A gravitacios hullamok leirasaban kritikus fontossagt a palya-impulzusmomentum vekto-
ra, ami az I:N = uf xV Osszefliggéssel definialhatd. Az Osszefiiggésben szerepld u jeloli az igyneve-
zett redukalt tomeget, amely g#=mm,/m, ahol m a rendszer teljes tomege, vagyis m=m, +m,.
A masik fontos impulzus-momentum vektor a J teljes impulzus-momentum, amely a 2,5PN sugarza-
si rendig mozgasallando:

J=Ly + Ly + Ly +S, 1)

1

ahol a kiilonb6z6 poszt-newtoni korrekciok

—~ ~ | 1-3 m = T (o = e
Lyoy = Ly {Tnv2+(3+77)?] LSO:%r x[r x(ZS +a)]—%[v><(v><a)], )
és ahol # = u / m, illetve hasznaljuk az S =S, + S, teljes spin vektor ésa o =¢; S, +¢, S, tdmeggel
sulyozott spinvektor (g, =m,/m;, ¢,=m/m,) rovid jeloléseket. Kiemelendd, hogy a spin-
vektorok bevezetésénél az ugynevezett kovarians SSC (spin supplementary condition) feltételt valaszt-
juk, ami meghatarozza a dinamikai mennyiségek alakjat [9,10].

Ezen vektorok konkrét kiszamolasanak alapja a kett6s rendszer Lagrange-fliggvényébdl szarmazta-
tott gyorsulasvektor.

—

m

d=dy +d;py +a8g, ahol éN:_I.?:F’
- m m 3 ., -
s =2 wran-22en) -2 |r-ae-myerv). ®
ﬁso=r—15{6(F><\7)~(§+6)F—r2\7x(4§+35)+3r'r[Fx(2§+&)}}.

A gravitacios hullamok leirasa soran ezeken tul sziikségiink van még a N, P, g vektor-triad kifeje-
informécidit, ezekre a mennyiségekre van sziikségiink, hogy az altalanosabb hl (t) tenzorbol (ez irja
le a téridé-perturbaciokat a transzverzalis spurtalan — TT — mértékben) projektalni tudjuk a h, (t) és
h (t) polarizacios allapotokat
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1 . 1 .
h.©=>(pp; =00, )0 @, hO=3(pa;+ap, ) O, @
amelyek megadjak a detektorban érzékelhetd jelalakot
h(t)=F.h, (t)+ Eh(t), (5)

aholaz F_¢s F_ fiiggvények konkrét alakjit a detektor geometridja adja meg.

A szamitasok elvégzéséhez két koordinata-rendszert vezetiink be. Az els6 az ugynevezett invari-
ans koordinatarendszer, amelyet a teljes impulzus-momentumhoz rogzitink, J iranya adja meg a
’2’ tengely iranyat. Ebben a koordinatarendszerben végezziik majd el a derivalasokat és integralasokat.
Az ebben a koordinatarendszerben felirt vektorokat als6 index-be irt *inv’ jeloléssel latjuk el.

Ezen tul bevezetjiik az egyiitt-mozgé koordinatarendszert, amelyben L, jeldli ki a °z’ iranyt, az
’x” koordinata-tengely iranyat pedig az I szeparacios vektorhoz rogzitjiik. Ebben a koordinatarend-
szerben végezziik majd el a gravitaciés hullamok polarizacios allapotainak projektalasat. Tovabba,
mivel ez természetesen igazodik a mozgashoz, a dinamikara vonatkozé eredményeinket ebben a koor-
dindtarendszerben érdemes ellendrizniink és értelmezniink. Az ebben a koordinatarendszerben felirt
vektorok alsé index-be irt jel6lése *co’.

A mozgast meghatarozo6 szeparacios vektor komponenseit Euler-szogekkel irjuk fel. Ezekkel a sze-
paracios vektor alakja az invarians rendszerben az alabbi:

COS¢@COSY — COSSIN@siny
I, =r| singcosy +cos:cosgsiny |, (6)
sinzsiny

ahol za J és L, vektorok altal bezért szdg, ¢ irja le a palya-precessziot (vagyis a palyasik és a J -re
mer6leges sik metszetének egy adott referencia-iranyhoz mért sz6gét), és w adja meg le a szeparacios
vektor iranyat a palyasikon. Ezekkel barmely vektor esetén egyszerii forgasmatrixokkal megadhatjuk a
transzformaciot az egyiitt-mozgo6 koordinatarendszerbol az invariansba, és vissza.

1.2. Az els6 cikk eredményei

A témakorben irt elsé cikkben tobb elokészitd szamitas is tortént, amely vagy latszolagos elvi problé-
makat tisztdzott, vagy meghatarozta a poszt-newtoni kdzelitésbol szarmazo nehézségek megoldasat.

Els6 1épésben kiszamoltuk a relativ sebességvektor komponenseit az invarians és az egyiitt-mozgd
koordinata-rendszerekben. Azt talaltuk, hogy az utébbiban a vektor *z’ komponense nem zérus, ha az
Euler-szogeket hasznaljuk. Kideriilt azonban, hogy a kérdéses vektorkomponens a harom Euler-szog
kozti kényszerfeltételbdl szarmazik, vagyis

—psinicosy +i siny =0, @)

Ezutan részletesen foglalkoztunk a 1 sz6g megfeleld sorfejtésével. A korabbi munkainkban az Eu-
ler-szogek szogfiiggvényeit egyszerti Taylor-sor alakban fejtettiik ki, igy viszont olyan nem korlatos
tagok jelentek meg a korrekciok kozott, amelyek a hosszu tavu (tobb ezer palyaperiodus) joslatok ese-
tén hibas eredményeket adtak.
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Ezért altalanosabb geometriai megfontolasok mentén meghataroztuk a : sz6g szogfiiggvényeinek
poszt-newtoni rendjét, igy eredményeink jobban alkalmazkodnak a komplexebb amplitado- és frek-
vencia-sorfejtés kovetelményeihez. Az eredmények alapjan Sinz egy 1,5PN rendii perturbacioként
kezelhetd, illetve coSz=1 egészen 3PN rendig.

Ennek figyelembevételével, illetve az Y =@+ szdg bevezetésével a meghatarozo, és a késébbi-
ekben hasznalt vektormennyiségek alakja kiilonb6z6 koordinata-rendszerekben az alabbi lesz:

cosY r 0 sinzsing
f,=r sinY |, Vy=|rY|, Lyo=| 0 |, Ly =ar’Y|-sinicosg . (8)
sinzsiny 0 ur’y 1

Végiil kiszamoltuk az N, P, § vektor-triad vektorainak komponenseit az egyiitt-mozgd koordina-
tarendszerben, el6készitve ezzel a gravitacios hullam polarizacios allapotok projektalasat.

1.3. A cikk célkitiizései

Az els6 cikk elokészitd szamitasai utan jelen publikacioban levezetésre keriilnek a meghatarozo szog-
kombinaciokra vonatkozé mozgasegyenletek. Ehhez el6szor konkrét alakban felirasra keriilnek az
Osszetett amplitido- és frekvencia-sorfejtés formulai.

Ezek utan levezetjiik az Y sz0g mozgéasegyenletét.

Az Euler-szdgekre vonatkozo differencialegyenletek erdsen csatoltak, igy azok részletes megoldasa
tobb nehézséggel is terhelt. Azonban korabbi eredményeinkbdl jol 1athatd, hogy a gravitacios hullam
jelalakok kiszamitasahoz elegendd az Y szog mellett a sinzsing és sinzcos¢ szégkombinaciokat
ismerniink. Ezeket a teljes impulzus-momentum vektor segitségével allitjuk eld.

Excentrikus palyak esetén az egyes dinamikai mennyiségek id6fliggését nem tudjuk analitikusan
Mmeghatarozni, sziikségiink van a palya paraméterezésére. Ehhez a valodi anomalia paraméterezés alta-
lanositasat valasztjuk, és ennek mentén megadjuk a szdgegyenletek megoldasait, illetve tisztazzuk
azon modszerek 1ényegét, amelyekkel meghatarozhat6 a paraméter idofiiggése.

2. Az amplitudo- és frekvencia-sorfejtés alapgondolata

Ha egy frekvencia-korrekciot is tartalmazo szogmennyiséget a legegyszeriibb modon sorba fejtiink,
akkor a sorfejtésben fellép egy id6ben linearisan novekvo jarulék is. Példaul tekintsiik az Y szoget az

Y =(@y+o.0 ) t+Uy () +Up (1) 9)

alakban, ahol w=w+®p, allandd szogsebesség, amelyet felbontottunk PN rendek szerint, az
Uy (t) és Uppy (t) pedig az indexeknek megfeleld rendii korlatos fiiggvények. Fejtsiik most sorba az
Y szog szinuszat!

sinY =sin(@t+U, (t))+ @yt cos(@t+Uy (1)) +Uyp, (t)cos(@t+U, (t))+0(2PN).  (10)

Jol lathato, hogy az 1PN rendi jarulékoknal megjelenik egy iddben linearis szorzoval rendelkezo,
nem korlatos tag. Lévén @, egy 1PN rendi kifejezés, az igy fellépd korrekcié nem okoz gondot, ha
néhany koriil-fordulason at kovetjiik csak a szogmennyiség valtozasat. Nekiink azonban sok ezer ko-
riil-fordulas esetére is tudnunk kell joslatot tenni, igy a fenti sorfejtés nem megfeleld.
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Ehelyett a sorfejtést ugy végezziik el, hogy kiilon kezeljiik a frekvencia-korrekciokat, és az ampli-
tado-korrekcioként kifejthetd jarulékokat. igy a fenti helyett az alabbi sorfejtést alkalmazzuk:

SINY =Sin[ (@ y+@py )t +Uy (1) [+ Uy (t)C0s[ (@ +@,0 )t +Uy (1) ]+0(2PN),  (12)

vagyis levalasztjuk a sorfejtésbdl a frekvencia-korrekciokat, és a tobbi (korlatossag tekintetében helye-
sen kezelt) jarulék hatdrozza meg az amplitidd-korrekcidkat. A késdbbiekben a spin-palya korrekcio-
kat is igy kezeljiik majd.

3. A szogegyenletek szarmaztatasa

A fenti sorfejtés figyelembe vételével a korabban kiszamolt mozgasegyenleteket Gjra kell szarmaztat-
nunk. Azokban ugyanis néhol erésen tamaszkodtunk az egyszerii sorfejtés eredményeire.

3.1. Spinprecesszios egyenletek

A testek forgasat leird spin-vektorok dinamikajat korabbi cikkekben részletesen targyaltuk [11,12]. Itt
a mar kozolt eredményeket elevenitjiik fel, mivel ezekre sziikségiink van a tobbi mozgasegyenlet ki-
szamitasahoz. A spin-vektorokat egyszerii gombi polar koordinata-rendszerben irtuk fel ugy, hogy az
invarians koordinata-rendszerben

cos 3 sing;
=S,| sin g sing, (12)
cos,

S

i,inv

legyen, és a ra vonatkozo, ugynevezett spinprecesszios egyenlet a spin-palya kolcsonhatas legalacso-
nyabb rendjében

i 4+3§- -

S, =——=—JI xS 13
] o ' 13)

alaku. Ez alapjan a mozgésegyenletek

(4+3¢,)J

2;=0, ,B.N =0, :Bi,le - or3
N

(14)

3.2. Az Y szog egyenlete

A bevezetoben felirt gyorsulas-kifejezésekbdl kiszamolhatd a relativ sebességvektor hossz-négyzete,
illetve a szeparacios vektor derivaltjanak négyzete. Ezek rendre
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, 2E 2m 2L-6

VE=VE Vi +Ve . ahol Vi =— 4, Vi =——r,
uor ur
, (15)
EY Em m)  mL?
Vi, =-3(1-37)| = | —2(6-75)———(10-53)| = | +7—.
b =-3(0-30) =] ~2(6-7n) &0 (105 2 0 15
és
2 g —
{2 =12 +i2, +12, ahol r§=E+2—m—%, 'é:%—is(zi S+L-5),
uor U mu’r®  ur
(16)
EY Em mY’ EL? mL2
2y =—-3(1-37)| — | —2(6-7p)——(10-57)| — | +(2-6 +(8-3
o =-3-30) £ <261 - r0-50) 2 4 2-60) 0 a0)

kifejezések, ahol kiilon csoportositottuk azokat a tagokat, amelyek legalabb 1PN rendiiek, illetve leg-
alacsonyabb, 1,5PN rendben adnak spin-palya jarulékokat. E (a kettds rendszer energiaja) és L (az
L=L, + L,y + Ly vektor hossza) a sugarzasi (2,5PN) rendig mozgésallandok.

Fontos kiemelni, hogy a szepardcios vektor hosszan keresztiil ezek a kifejezések magasabb rendii
jarulékokat is tartalmaznak. Amikor megoldjuk az r-re vonatkozo6 egyenletet, a fentiekbe behelyettesi-
tiink, és ujra elvégezziik a sorfejtést, kiszlirve a magasabb rendi korrekcidkat.

Figyelembe véve, hogy az egyiitt-mozgd koordinatarendszerben a relativ sebességvektor
V,=(F, rY, 0}, akeresett szogegyenlet egy egyszerii Pitagorasz-tétel segitségével kiszamolhato.
Elvégezve a sorfejtést, az alabbi mozgasegyenletre jutunk:

T=¥, 4Ty +Te, ahol T, =—o,

2

ur

: (17)
: EL mL . EL-6 2L-S
YlPN 2—(1—377)—qur2 —(4—27])F, YSO =— Lmﬂrz + Lr3 .

3.3. Tovabbi szogegyenletek

Mint a bevezetében mar emlitettiik, a gravitaciés hulldmokra vonatkoz6 szamolasokbdl kideriil, hogy
a vizsgalt rendben a fenti, Y szog mellett csupan a SinzsSing és SiNzCOS¢ szogkombinaciok egyen-
leteire van sziikségiink.

Ezek szarmaztatasahoz irjuk fel a teljes impulzusmomentum vektor komponenseit az invarians ko-
ordinatarendszerben! Ennek soran fontos, hogy a szogmennyiségek szogfiiggvényeit ne fejtsiik sorba,
viszont a mar ismert mozgaselemeknek csak a megfelel6 rendi tagjait irjuk be a kifejezésekbe.
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Lsinzsin¢+i[A sin(2Y - B )+ B, cos(2Y - B ) +(C; +1)cos 3, |S;sine,

J., = —Lsinzcos¢+i[8isin(ZY—ﬂi)—Acos(ZY—ﬂi)+(Ci+1)sin,8i]8isinai L)

2
L+ (C, +1)S; cosq,
i=1

ahol bevezettiik az alabbi rovidit6 jeloléseket

__(2+gi),u + N5V

A:ngirNrNYN (2+§i)ﬂ_77€ifN2+77§ir§Y§
2 L2 4 4 ' 2r, 4

(19)

ahol ry jeloli a szeparacios vektor perturbalatlan hosszat.

Mivel a teljes impulzusmomentum vektor az invarians koordinatarendszerben (annak definicioja
mentén) J Z(O, 0, J), a keresett szogkombinaciokra vonatkozo egyenletek azonnal eldallnak.
Ehhez azonban figyelembe kell venniink, hogy Sinz egy 1,5PN rendii korrekcio, S; /J 0,5PN rendet
jelent, illetve az A-k, B-k és C-k 1PN rendii szorzéfaktorok. igy az egyenleteknek van egy 0,5PN és
egy 1,5PN rendben érvényes része. Az el6bbit kiilon megvizsgalva azt kapjuk, hogy

2 - 2 - -
Zl:[si(cos,ﬁiﬂN smai}:O, Z[Si (smﬁi)|Nsmai}=0, (20)

1= i=1

illetve a keresett, 1,5PN rendii egyenletek az alabbiak:

sinzsing = —%i[A sin(2Y - B, )+ B, cos(2Y — 3 )+ C, cos 3, +(cos 3 )LPN ]Si sing,

7 (21)

. 13 . . . .
sinzcosg = E;[Bi sin(2Y - ) — A cos(2Y — 3 )+C,sin B, +(sin 3, )|le }Si sing, .
A szeparacids vektor invarians rendszerben megadott *z” komponensét az alabbi mddon atalakitva
rsinzsiny =rsinzsin(Y —¢)=r(sin Ysinzcosg—cos Y'sinzsing) (22)

lathatova valik, hogy bar a harom Euler-szog dinamikajat kiilon-kiilon nem hataroztuk meg (bar az
eddig levezetett egyenletekbdl szarmaztathatéak lennének), a részletezett egyenletek megoldasaval
minden informaci6 rendelkezésiinkre all a kettés rendszer mozgasat tekintve, 1,5PN rendig.

4. A mozgasegyenletek megoldasanak modszerei

Mivel a testek excentrikus palyan haladnak, a mozgésegyenletek megoldasadhoz be kell vezetniink egy
alkalmas palya-paraméterezést, és annak segitségével kell kiintegralnunk az egyenleteket.
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4.1. A palya paraméterezése

Az excentrikus palyak leirasara a valodi anomalia paraméterezést valasztjuk kiindulépontnak, 1évén a
gravitacios hullamok leirasakor ez adja az attekinthetdbb és konnyebben értelmezheté megoldéasokat.
Ezt a fajta paraméterezést kell altalanositani, hogy a poszt-newtoni kozelités magasabb rendjei esetén
is érvényes legyen.
Az altalanositott valodi anomadlia paraméterezés definialo 0sszefiiggései az aldbbiak:
dr 2

(2=0=tn: Tz=m)=twe Gy =7 (23)

ahol y a definialt paraméter, Imin €s I'max @ palya fordulopontjai (vagyis az r?=0 egyenlet megoldasai),
¢s az Altalanositdas részeként a y allandd hordozza a poszt-newtoni rendeket, vagyis

Y =¥n 7y T V<o - Ez alapjan levezethet6 a szeparacios vektor hossza a y paraméter fiiggvényében:
L2
r(x)=r(2)+ten (2)+ 150 (), ahol 1 (x)= 1 (24)
p(um+ Aycos y)

ahol az Ipy ( x ) 1 PN rendi korrekciok pontos alakja megtalalhato [7] cikkben, az Iy, ( )() 1,5PN
rendli spin-palya korrekciok pedig a [15] publikicioban keriiltek levezetésre. Tovabba A, jeldli a

Runge-Lenz vektor nagysaganak nulladrendii alakjat, amely A, = \/ wm? +2EL5 [
Ennek ismeretében meghatarozhat6 a valasztott paraméter és az id6 kozti 0sszefiiggés:

e (ij ' (ﬂj (25)
dZ L dZ 1PN dZ o)
ahol a korrekciok alakja
dt .2
[@j - _%[(77 ~13)m?u? + (37 -1) A2 + (37 -8)muA, cos;d
1PN
(26)
2
[c?_;(j :_/nl]_rLf’[(ZE'§+ E'&)ﬂzm(3ﬂm+ A, C0S ) - ELZI:-O*-} .
SO

4.2. A szogegyenletek megoldiasanak médszere

A szamunkra fontos dinamikai mennyiségek egyenletei koziil tobb is algebrai egyenlet. Ilyenek a sze-
paracios vektor r hossza, a relativ sebesség v nagysaga, illetve a Sinzsing és sinzcos¢ szogkombina-
ciok. Ezekbe elegend6 behelyettesiteni a kiintegralt mennyiségeket a y paraméter fliggvényében, majd
az igy kapott dsszefiiggésekbe helyettesitjiik be a paraméter idéfiiggésére y(t) vonatkozo eredmé-
nyeket (ezeket numerikus modszerekkel tudjuk eléallitani).
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Az r( ;() fiiggvényt a fentickben mar megadtuk, a spin-vektorok komponenseit meghatarozo
Bi( ;() szogek kiintegralasa pedig korabbi munkainkban megtalalhat6 [6,11,12]:

Ju’m(4+3g,) Ju’ Ay (4+3¢;)
TR 2L
ahol S, jeldli az integralasi konstansokat.

Azonban az Y( ;() kifejezést még ki kell szamolnunk. A szdgre vonatkoz6 egyenlet a valodi ano-
malia paraméter fliggvényében a mozgasegyenlet

2
% = Y;—; :1+%[6m,u+77A0 cos;g]—%[m,u[-(4§+3&)+ A)I:-&cos;d (28)

lesz, és ennek integralasaval megkapjuk az alabbi eredményt

Bi=po+ sin y | (27)

m?u®  pAmMu

3.1 o — —
_ pu'mL-(4S + 30 2.5
L+ T sin - ( ) Au

O .
X Z-—=asing. (29)

Y=YO+;(+3

5. A frekvencia- és amplitidé-sorfejtés modszere

Az eredmények ismeretében ismét ratekintliink a sorfejtési modszer konkrétumaira. Lathatd, hogy a
B.(x) és Y(x) szogek nagyon hasonlo szerkezetiiek, csak az adott rendhez tartozo konstans egyiitt-
hatokban kiilonboznek. Az alabbi megfontolasok igy csak az Y ( y) szog esetében keriilnek kifejtésre.

Lathato, hogy az Y(y) szog tartalmaz a valodi anomélia paraméterben linearis és korlatos poszt-
newtoni Korrekciokat is. Vezessiik be a sz6g kifejezését az alabbi, egyszerii alakban:

Y=Y,+y+U,y+V,siny, (30)

ahol Up és Vp konstansok, és tartalmazzak az 1PN rendii és spin-palya korrekciok egytitthatdit is (1é-
vén a ketté nem ,,keveredik”). Ekkor példaként a sz6g szinuszat az alabbi alakban fejtjiik sorba:

sinY =sin[ Y, +(1+U,) | +V,sin ycos[ Y, +(1+U, ) x |+ 0(2PN). (31)

Azonban a helyzet ennél Gsszetettebb, mivel excentrikus palya esetén a valodi anomalia paraméter
id6fiiggése is hasonlo tagokat tartalmaz. Belathatd [7], hogy a vizsgalt poszt-newtoni rendekben a y
paraméter idéfliggése felirhatd, mint

2(0) =(Q +Qp )t+0, (1) + 9, (1), (32)

ahol Q, és Q, idében allandé frekvenciak, illetve g (t) és g, (t) korlatos fliggvények. Itt ismét P
index-szel jeloltik az 1 PN és spin-palya korrekciok dsszegét. Fontos kiemelni, hogy a fenti mennyi-
ségeket numerikus integralassal tudjuk konkrét esetben meghatarozni.

Ennek behelyettesitésével, és elvégezve a frekvencia és amplittidé sorfejtést
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Y=Y, +(Qy +Qp +Q U, )t+g, (1) +
(33)
+A.Gy (1) + s (1) + Ve sin| (Q +Q, )t + gy (t) ]+0(2PN)

eredményt kaptuk, ahol az als6 sorban szerepelnek az amplitudo-korrekciok. Hasonld Gsszefliggést
kaphatunk a S szogekre is. Ezen kifejezések kombinacidinak szinuszai és koszinuszai (és ezek fel-
harmonikusai) alkotjdk a detektalhat6 gravitacios hullamforma kifejezéseit. Kovetve a kettds sorfejtés
szabalyait — vagyis csak a Korlatos perturbaciok szerint fejtjiik ki a szogfiiggvényeket, a linearis tago-
kat frekvencia-perturbacioként kezeljiik — megkapjuk a hullamformakra vonatkoz6 analitikus kifejezé-
seket. Ezekbe helyettesitjiik be a numerikus szamitasok eredményeit.

6. Osszefoglalé

Jelen cikkben kiszamoltuk a relevans sz6gmennyiségekre vonatkozd mozgasegyenleteket.

A valddi anomalia paraméterezés alkalmazasaval analitikusan sikeriilt az integralandd6 mozgas-
egyenleteket megoldanunk, a tobbi algebrai egyenletként allt eld, azok egyszeri behelyettesitéssel
adjak meg az analitikus kapcsolatot a t6bbi dinamikai valtozoval.

Megadtuk a vezérfonalat a paraméter id6fiiggésének kiintegralasahoz. Ezt analitikusan nem tudjuk
megoldani, numerikus modszerek alkalmazasa sziikséges a konkrét esetek kiértékeléséhez.

Tovabba részleteztiik a komplex amplitido- és frekvencia sorfejtést, amellyel az egyszer(i Taylor-
sorba fejtés soran fellépd nem korlatos korrekciokat kezelhetjiik helyesen.

Mindezeket 0sszefoglalva a két cikkben tisztaztuk a kett6s rendszer mozgasa leirasanak kereteit és
Iépéseit a poszt-newtoni sorfejtést alkalmazva. Mivel excentrikus palyak esetén a végeredmény az
utolsé 1épésben csak numerikus eljarasokkal allithato eld, a célunk az volt, hogy olyan modszert ad-
junk, amelynek segitségével barki egy konkrét kett6s rendszer esetén kiszamolhatja a mozgast leird
mennyiségeket. Szamunkra ez azért is fontos, mert ez adja az alapjat a ketts rendszer altal kibocsa-
tott, és a detektorokban érzékelhetd jelalakok kiszamolasahoz.

A modszer réviden 0sszefoglalva az alabbi menetrendet koveti.

Els6 1épésben sziikséges a paraméter id6fiiggésének numerikus meghatarozasa. Ezt ugy kell tudni
megoldani, hogy kiilonvalaszthatoak legyenek a frekvencia-korrekciok és a korlatos fiiggvényt kovetd
amplitudo-korrekciok.

Ezeket lehet behelyettesiteni az Y és f szogek kifejezéseibe, majd — helyesen kezelve a sorfejtést —
kiszamolhatjuk a sinzsing és sinzcos¢ kombinaciokat.

Ezek segitségével adhatoak meg a relevans vektormennyiségek (szeparacios vektor, relativ sebes-
ségvektor, spinvektorok, N, P, § vektor-triad) komponensei.

A kutatasaink kovetkez 1épése a fenti modszer kovetésével a gravitacios hullam jelalakok kisza-
mitasa tobb, kiilonboz6 lehetséges hullamforras esetén.
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