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Osszefoglalis

A cikk egy szamitdsi modszert mutat be, amely egy ellipszis (hatdresetben kér-) keresztmet-
szetii hengeres test koriil kialakulo hatdrréteg-aramlas sebességeloszlasanak numerikus
meghatarozasdra szolgal, az un. sztochasztikus turbulencia modell alkalmazasaval [1,2]. A
keresett sebességeloszlas egy differencialegyenlet-rendszer numerikus megoldasaval allit-
hato elo a hatarréteg specialis koordinatarendszerében. Ez a szamitasi eljards a szakiroda-
lomban mar bevett szohasznalattal a rud korili hatarréteg-aramlasnak az un. egy-egyenlet
megoldasi modszere. A modszer és az ennek alapjan kifejlesztett szamitogépes kod lamina-
ris és turbulens hatarréteg aramlasok esetében egyarant alkalmazhato [3].

Kulcsszavak: lamindris és turbulens hatarréteg-aramlas, sztochasztikus turbulencia-modell

Abstract

This paper deals with the introduction of a numerical method available to determine veloci-
ty distribution of the boundary layer flow around elliptical (in border-line case is cylindri-
cal) cylinder by applying the Stochastic Turbulent Model (STM) proposed by Czibere [1,2].
The wanted velocity distributions can be determined by numerical solution of this differen-
tial equation in special coordinate system of the boundary layer. This numerical computa-
tional procedure is named in the literature as ,,one-equation method” applying to solve the
boundary layer flow around cylindrical rod. The numerical algorithm and also the devel-
oped computer code is available to investigate both the cases of laminar and turbulent

flows [3].

Keywords: laminar and turbulent boundary layer flow, stochastic turbulent model

1. A turbulens aramlas transzportegyenletei

1.1 Tomeg- és impulzus-megmaradasi tételek

A folyékony kontinuumok turbulens dramldsaban a pillanatnyi turbulens jellem-
zOkkel felirt tomeg- és impulzus-megmaradast kifejez6 alapegyenletek iddbeni
atlagolasaval allithatjuk el6 a folyékony kontinuum turbulens mozgasat leird
transzportegyenleteket az idébeni kdzépértékkel értelmezett v(r,7) sebességtérben

osszenyomhatatlan Newtoni kozeg aramlasa esetére.
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Az dsszenyomhatatlan kdzegre vonatkozo tomegtranszport egyenlete [1,2]:

V.v=0 (D
¢s az impulzustranszport egyenlete:
pa;—‘;+p(v-V)v=pg+—Vp+77AV—Divp(v'ov’) , 2)

ahol: v'(r,t)=v/(r,t)e, +v,(r,t)e, +v,(r,t)e, a turbulens ingadozdsi sebességtér; g a
tomegegységre vonatkoztatott fajlagos térerd; r=(q,,q,,q,) az dltalanos or-
togondlis gorbevonalii koordindtdk; ¥, =—p (v'ov') a Reynolds-féle turbulens
fesziiltségtenzor.

A v(r,t) sebesség- €és p(r,t) nyomas-tér meghatarozasa szemsz0gébdl néz-
ve a fenti két transzportegyenlet ugyan a rendelkezésiinkre all. De az problémat
jelent, hogy a (2) egyenletben — az F, Reynolds-féle turbulens fesziiltségtenzor

elemei — mint tovabbi ismeretlen fliggvények jelennek meg. A megoldand6 diffe-
rencialegyenlet-rendszer az ismeretlen fiiggvények meghatarozasa szempontjabol
nézve alulhatarozott.

1.2 A turbulens kinetikus energia transzportegyenlete
A kovetkezdkben vizsgalat targyava tessziik a

k=(v'-v)/2 (3)
egyenlettel definialt fajlagos turbulens kinetikus energia transzportjat. A sziikséges

atalakitasok [2] elvégzését kovetden — a részletek bemutatasanak melldzésével —
nyerjiik a

%+(V-V)k =—(vov)(Vov)—¢ —V-[[¥+V—p]—u Vk—v Div (V’OV’)} 4
P

turbulens kinetikus energia transzportegyenletét, ahol
=0 (V'oV):(v'eV+Vov') . ®)]

Az egyenlet bal oldalan a turbulens kinetikus energia szubsztancialis (idobe-
ni teljes) megvdltozasa. A (4) egyenlet jobb oldalan allo elsé tag a turbulens pro-
dukcio (Vov a gerjesztOje a turbulencianak), a masodik tag a turbulens disszipdcio
¢s a harmadik tag pedig a turbulens kinetikus energia diffiizidja.

Az (1) és (2) differencialegyenletek alkotta egyenletrendszer a turbulens ki-
netikus energia (4) transzportegyenletével kiegészitve is alulhatarozott marad, mert
ujabb ismeretlen fliggvények is fellépnek. Ezért a kiegészitett egyenletrendszert — a
megoldhatosaga érdekében — még boviteni kell, vagyis a megoldashoz modell al-
kotéasara van sziikség.
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2. A sztochasztikus turbulencia-modell

Az id6beni kozépértékekkel értelmezett sebességtérben a v sebességvektor €s az
Q =Vxv Orvényvektor altal meghatarozott természetes koordinatarendszer bazis-
vektorai [2]:

, vxQ

Q
e =e, xe, ; ezz\va| 5 eéz—g . (6)

! f

L a=yxv

1. abra. A természetes q|,q,,q, és a szamitasi q,,4,,q, koordindtarendszer

A természetes és a szamitdasi koordindtarendszer kozotti transzformacié az
E transzformacio tenzor felhasznalasaval végezhetd el, amelynek elemei az aldbbi
Osszefiiggésekbol szamithatok:

1 v, Q. 0
E, = Y-S—1; E,=——~ ,(ahol i=1,2,3 7
il ﬁ[ Qj i3 Q ( ) ( )
Q. —v.0 0Q —v,Q Q -v,0
E, = 1 : Vais — V85 L E, = 1 2 Vi~V i L E, = 1 2 Viia — V44 . (8)
1-S ve2 1-S ve2 1-8 ve2

ahol:
O +v, 0 +v,0
=WV v v Q=P+ 0] +0; ;S _(V vaj:vl ! VZQZ Bl Q)
v

2.1. A sztochasztikus turbulencia-modell (STM) alaposs zefiiggései a
természetes koordinatarendszerben

Az aramlasi tér azon részében, ahol a turbulens ingadozast szilard fal nem korla-

tozza — tehat mar teljesen kifejlodott turbulencia esetérél van sz6 — a Reynolds-féle

turbulens fesziiltségtenzor a természetes koordinatarendszerben a turbulencia

M, =10 sebessegléptékevel az alabbi egyenlet szerint hatdrozhaté meg [2]:
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F,=—p (Vev)=p K2 )H , (10)
ahol x=0,407 a Kdrmdn-konstans, [ a turbulencia un. hosszusdg-léptéke (egy

cre

tovabba H az un. hasonlosagi tenzor az alabbi skalar elemekkel:

a 1 0
H=1 B 0 ca=-3,28 B=-164 y=-2,46.  (11)
0 0 vy
A fajlagos turbulens kinetikus energia a turbulencia sebességléptékével kifejezve:
k(r,t)=L(vV' V)= K> (12 ) ; @ =—L(a+p+y)=369. (12)
Az érvényviszkozitdsi tenzor a hasonlosagi tenzor deviatora:
a, 1 0
H=1 4 0| ;a=1Qa-p-7:B=QB-a-y);r.=2Qr-a-£).(13)
0 0 7
A turbulens fesziiltségtenzor a fentieket felhasznalva az alabbi mddon is felirhato:
F(r,)=—p (Vev)=pkH, [’ -2p k1 : (14)

Az (5) egyenlettel definidlt ¢ fajlagos turbulens disszipacio két kiilonb6z6 modon
szamithato:
o egyrészt a sztochasztikus turbulenciamodell fenti paramétereinek felhasz-

nalasaval:
e =K {a, A& +a, & +ay & +2(a, A4, +a A A +a, A,)) (15)
ahol:  q, =2a+p+y a, =a+2f+y ay, =a+p+2y;
a, =a+p+y+1 a,=a+p+y ay, =a+p+y;
o (10
4 = ( ,) (i=1,2,3).
hiog,
e masrészt a dimenzioanalizis alapjan nyert alabbi formula segitségével:

e =Co" (12 YV : N~2 & C,~0,1. (16)
A (15) és (16) formulak Osszevonasaval adodik egy differencialegyenlet az 102
sebességléptékre:
an A’ +ay A; +ap Ay +2(a, A4, +a, A4, +ay A A)=-Cox 0" (102 YV QYL (17)

2.2. A sztochasztikus turbulencia-modell (STM) alaposszefiiggései a
szamitasi koordinatarendszerben
A turbulens aramlast leir6 skalar mennyiségek valtozatlanok a két koordinata rend-
szerben, de a vektor- és tenzor mennyiségeket at kell transzformalni az egyik koor-
dinatarendszerbdl a masikba. A G orvényviszkozitdasi tenzor az E transzformacios
tenzor felhasznalasaval adodik:
G(x,)=E-H, -E’ . (18)
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A fenti kifejezéseket felhasznalva a turbulens fesziiltségtenzorra felirt (10)
Osszefiiggés a

F,(rt)=—p (VovV)=pk Gla*-2p k1 (19)
formaban irhato fel. Az 1Q turbulens sebességlépték (17) differencidlegyenlete
alakilag valtozatlan marad a szamitasi koordinatarendszerben, de az 4 tényezdk
transzformaciora szorulnak:

qog 202) L 002) , 502)

h2q, hoq, h0 g,

. (i=1,2,3).

3. A turbulens aramlasi probléma transzportelméleti megoldasa

A tdmeg-, impulzus- és energia-transzport fentickben megadott egyenletei lamina-
ris aramlas esetén a benniik fellépd — az dramlds matematikai leirasara alkalmas —
ismeretlen fiiggvények szemszogébdl nézve matematikailag zart rendszert képez-
nek. Turbulens aramlas esetében az impulzus transzport (2) egyenletében 1j isme-
retlenként jelentkezik a Reynolds-féle turbulens fesziiltségtenzor. Ezért a turbulens
aramlasprobléma megoldasa érdekében az emlitett transzportegyenleteket ki kell
egésziteni, amire két lehetdség kinalkozik.

Az egyik lehetoség a turbulens kinetikus energia (4) transzportegyenletének
a valasztasa, és ekkor 0sszenyomhatatlan aramlo kozeget feltételezve a megoldan-
do differencialegyenlet-rendszer a kovetkezo:

V.v=0 , (20)
5" Vp 2 . 2
Z 4 (v-V)v=g-———+0 Av-2 Vk + Div(k G)/a , (21)
ot 0

Ok k ¥t C, k

(v Vk=—Gi(Vov)—¢ -V {—— "% " Vk t+0 |24 k-V-Div(k G)/a*

o T Vk= g Gven) e {2(1{(1)3 Ka Q } v (3 vk G)/a’ ]

(22)
de ezt a differencialegyenlet-rendszert még egy algebrai egyenlettel ki kell egészi-
teni:

N+1

_ N 2(N-1)
& = CEUl (K' Ll) F

A masik lehetdség a (20)-(21) transzportegyenleteket a turbulens sebesség-
1épték (17) differencialegyenletével kiegésziteni. Ez esetben a (17) differencial-
egyenletet — az el6z6 eredményeket felhaszndlva — a numerikus megoldasa érdeké-
ben célszeru atalakitani:

(23)

o (10 o (10 o (10
£1(e0) h(ﬁ R b U il LD B =7 SR .
O X ,0 X, h,O x,
ahol:  f,(r,0)=E ,+E, +E,; ; (j=123)
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F(r,t)= 2[(1 —a,)A A +(1-a;)A 4 +(1—a,)A, A, ] +
+(1 —ay )A12 + (1 —ay )A22 + (1 — a3y )A32 - CE ko™ (ZQ )2(]_N) o™
E differencialegyenletnek a jobboldalan all6 F(r,7) fiiggvény a numerikus

szamitasok soran alkalmazott iteracioban mindig az el6zé iteracios 1épésben nyert
eloszlasokbol meghatarozva ismertnek tekinthetd, és akkor a (24) differencial-
egyenlet transzportegyenletként lesz kezelhetd. Az igy nyert — Osszesen ot skalar
parcialis differencialegyenlet és egy algebrai egyenlet alkotta — egyenletrendszer-
ben fellépo ismeretlen fliggvények (a v sebesség-vektor harom skalar komponen-
se, a p nyomas, a k turbulens kinetikus energia és az ¢ fajlagos turbulens disszi-

pacid) szama mar megegyezik az egyenletek szamaval, tehat az egyenletrendszer
zart, amelynek numerikus megoldasaval az ismeretlenek meghatarozhatok. Ezt a
szamitdsi modszert a sztochasztikus turbulencia-modell egy-egyenlet véltozatanak
nevezziik, amelyben a tdmeg- és impulzus-transzport (20)-(21) differencialegyenle-
teit az alulhatarozottsaguk feloldasa érdekében egy tovabbi differencidlegyenlet
egésziti ki.

4. A kétdimenzios stacionarius hatarréteg-aramlasi probléma
aszimptotikus megoldasa

A tapasztalat szerint az dramlast hatdrold szilard falhoz kozelitve a turbulens inga-
dozasnak a falra mer6leges v, komponensét a fal jelenléte korlatozza, illetve hatér-

esetben meg is szlinteti. Ezt a jelenséget fesziiltségtenzor skalar elemeivel a kovet-

kez6képpen fejezhetjiik ki: Vvl >0, v =0, vivi 0. Ennek
kovetkeztében a szilard fal menti hatdrrétegben a sztochasztikus turbulencia-
modell (11) Osszefiiggéssel megadott H hasonldosagi tenzora modosul.

Numerikus vizsgalatainkat olyan nagy Reynolds-szamu  hatarréteg-
aramlasokra korlatozzuk, amelyekben a szilard falak mentén kialakul6 hatarrétegek
vastagsaganak nagysagrendje & <<1, és feltételezzlik, hogy a fajlagos turbulens
kinetikus energiaé is ugyanekkora: k ~ & ; a kinematikai viszkozitasi tényez6é pe-
dig ezekénél egy nagysagrenddel kisebb: v~ 57.

Nagysagrendi becslésekkel [4] meghatarozhatok az el6bbi megoldando dif-
ferencidlegyenletek stacionarius hatarréteg aramlasra érvényes alakjai, amit a sz6-
ban forgd egyenletekbdl a ¢ és ennél kisebb nagysagrendii tagok elhanyagolasaval
allithatunk el6:

oh) M) _,

) 25

hh,Oq, hh,oq, 22)

(ZQ )N*l a (IQ ) :L _ CEUN71 QNH (26)
hoq, K a+y ’
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2
L S L @)
h 2q, h, Jq, p hogq, h,6q, a hJaq,
1 2 2 B9 Gk
0=g -—-2F2 |2_ : , (28)
p hoq, \3 a )hoq,
2
é
v’ (a+y) 0 2) -i—i2 I , (29)
hzé)% a hzé)%

ahol: @> =—1(a+y), ugyanis a hatarrétegben S=0.

A hatarrétegbeni x,,x, koordindtarendszerben az x, (ivhossz)koordinata az
aramlas irdnyaba (a falhoz érint6legesen), az x, pedig ra merdlegesen a faltol tavo-
lod6 irdnyba mutat. Ebben a koordinatarendszerben a numerikus szamitasok érde-
kében bevezetjik a ¥ (x,,x,) aram-fiiggvényt, amelynek derivaltjai szolgaltatjak a
v, = o s és v, =-— o sebességkomponenseket. Bevezetjiik tovabba a

h,O x, h x,
IT =T+ p/p teljes potencialt, ahol 7" a térerd potencialja: g=-V/I . Az igy defi-
nidlt ¥ aramfliggvény a (25) kontinuitasi egyenletet automatikusan kielégiti, s igy
az ismeretlenekkel egyiitt a megoldando6 egyenletek szama is eggyel kevesebb lesz.

A tovabbiakban célszert attérni az s, n ivhossz-koordinatakra. A numerikus

szamitasok soran pedig a &, 7 dimenzidtlan ivhossz-koordinatakat hasznaljuk az

alabbi transzformacionak megfeleléen: &=s/L; n=n/d,(s), ahol L az un. vonat-
koztatasi geometriai méret, &, (s) pedig egy a hatarréteg vastagsagaval aranyos un.
normalasi  hossz, amely az aramlasra merdleges ivhossz-koordinata
dimenziotlanitasara szolgal.

A hatarréteg-aramlas sebességkomponenseit a hatarrétegen kiviili potencia-
los aramldsnak a keresztmetszet-kontiron ébred6é U(s) tangencialis sebességével
dimenziotlanitjuk. Definidljuk még az f(&,77) dimenzidtlan aramfiiggvényt is,
amely a mar bevezetett ¥ aramfiiggvénnyel a

Y (En)=6,(EI(E)f(En) (30)
Osszefliggésben all. Ezt a dimenzidtlan aramfliggvényt most be kell vezetniink a
(27)-(28) mozgasegyenletekbe, amelyek Osszevonasaval nyerjiik a hatarréteg-
aramlas mozgasegyenletét:

v_lé’v1+v_20"v1=_ ar_, 1 _ai +iﬁzv1; b*:3,8,f°)—2a2‘

h 09, h, Oq, hdq, b, hJq, hz2 0’)‘1; 3
Ebbdl a behelyettesitések utan az f (£, ) dimenziotlan aramfiiggvényre a

OF RO L(iwij fﬂzfz’ﬁ_fvi(iJ(ﬂj _RCU_w(é_NJ or,
on L|dé\ LU, ) o LdE\U, ) on U\ L) ¢
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oS Gl Loy LSNP (8] LA EL ST g
L Ul|b dé on L) u,\é& o on don

differencialegyenlet adodik, ahol U, a vizsgalt radtol tavol a zavartalan dramlas
sebessége, Re=U,L/v az aramlas Reynolds-széma és P =/7/U? a dimenzi6tlan
telies potencidl. A hatarrétegen kiviili potencidlos aramlis U(&)/U,
dimenziotlan sebességeloszlasa ismert potencidlelméleti modszerrel meghatarozha-
t0, a &, (¢ )/L normalasi hosszt pedig mind laminaris, mind turbulens esetben az

. L . : 0 U
alabbi egyenlet szerint célszerii valasztani: O (£ Y
L Re U

A (31) parcialis differencialegyenletben — a megoldasa érdekében — még né-
hany atalakitast végziink; eloszor is kiszamitjuk a P(&,77) dimenziodtlan teljes po-
tencial derivaltjait. A teljes potencial eloszlasat turbulens hatarrétegben is a hatar-
rétegen kiviili potencidlos aramléas hatarozza meg, s igy az Euler-féle mozgas-

egyenlet alapjan ar_ —Lﬁ— v adodik. A (28) egyenletet a &, koordinata-
123 U, ¢
rendszerbe transzformalva a P dlmenziétlan teljes potencidl n szerinti derivaltjara
a gz b’; o8 ~ a dimenziotlan fajlagos turbu-
n  a

lens kinetikus energia.
Az f(&,n) dimenziotlan aramfliggvény a (31) parcialis differencialegyenlet-

nek egy olyan partikularis megoldasa, amelyre vonatkozé kezdofeltételek:

af| af|
0)=0; =0;
f(&,0)= | ., p

aramlas potencialos, tehat a hatarrétegbeni v, sebességkomponensnek a potencialos

=0. A hatarrétegen kiviil — feltételeink szerint — az

n=0

U sebességhez kell tartania, vagyis ™ v, =U. A megoldand6 (31) differenciél-

n—®
egyenlet a % =¢ (& )% jéarulékos feltétel mellett a kdvetkezd képen alakul:

3 2 2
é}f+a1fé)f—a2 s +(a3177+a30)£+a220 , (32)
ar an’ an an
ahol az egylitthatok az alabbi formulak alapjan szamithatok:
5, Sy 5, Y
a, =Re— d v a, =Re| - 4|
L dé L) de U,
) > 5 oy \U
ay, = ReK——U , a, =b, ReX Ov d [On1Us
@ LU @ Ldé\L)U
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A (32) parcialis differenciadlegyenlet — miutan benne csak az n koordinata
szerinti derivaltak lépnek fel — kozonséges differencialegyenletként kezelhetd. Mi-
vel azonban ebben az egyenletben az f(&,77) dimenzidtlan aramfiiggvény mellett
még a dimenziodtlan fajlagos turbulens kinetikus energia g(&,7) eloszlasa is fellép,
a megoldhatosaga érdekében még ki kell kiegésziteni a (26) és (29) egyenletekbol
levezethet6 alabbi 6sszefliggéssel:

U LSS

y=ciy LU L

g =l T o

A (32) differencidlegyenlet a jol ismert Runge-Kutta mddszerrel megoldhato és az
f(&,n) ismeretében az érintdiranyll sebességkomponens hatarrétegbeni eloszlasa

mér kiszamithato: v, = 20 = 2L,
on on

Ha a hatarréteg-aramlas laminaris, akkor a (32) egyenletb6l a g(&,7)

(33)

dimenzidtlan fajlagos turbulens kinetikus energia eltlinik, és akkor az f(&,7)
aramfliggvény differencialegyenlete a

3 2 2
iﬂ{wlf;—{—az (%J va, =0 (34)
alakot olti, tehat laminaris hatarréteg-aramlas esetén egyetlen differencidlegyenlet
leirja az aramlast, s igy a megoldasahoz tovabbi kiegészitd egyenletre mar nincs
szlikség. Emlitésre érdemes még, hogy a (34) differencialegyenlet siklap menti
hatarréteg-aramlas esetén az irodalombol jol ismert Blasius-féle differencialegyen-
letbe megy at.

A fent bemutatott szamitasi eljaras felhasznalasaval egy szamitogépes kod
keriilt kidolgozasra, amelynek segitségével a henger koriili hatarréteg-aramlas jel-
lemz6i numerikusan meghatarozhatok. Korhenger néhany kivalasztott diszkrét
pontjdhoz tartozéan meghataroztuk a hatarrétegen beliili v, /U(7) sebességelosz-

last. A korhenger felsé ivét 200 diszkrét ivszakaszra bontottuk fel, s a rdaramlas
iranyaban kezdtiik el az ivszakaszok végpontjainak szamozasat. A kivalasztott
diszkrét pontok az i index értékeivel kertiltek azonositésra.

A 2. abran a (32) differencialegyenlet megoldasaval szamitott turbulens
(Re=100000) hatarréteg-aramlasra vonatkoz6 eloszlasokat mutatjuk be, amelyen
az i=5,51,100,101,103,105,106,107 jeld diszkrét pontokhoz tartozoan abrazoltuk a

v,/U(n) dimenziotlan sebesség feliiletre merélegesen (sugariranyban) valé valto-

zasat. A laminaris ( Re = 1000 ) hatarréteg-aramlasra vonatkozo — a (34) differenci-
alegyenlet megoldasaval szamitott — eloszlasok a [4]-ben megtalalhatok.
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2. dbra. Korhenger koriili turbulens hatarréteg-aramlas dimenziotlan sebességel-
oszlasa

5. Osszefoglalas

A 2. abran jol lathato, hogy a sebességprofil korhenger falatol indulé érintdje foko-
zatosan csOkkend és folyamatosan atmegy a falhoz érint6leges iranyba, ami az
aramlas falrol torténd levalasanak helyét jelzi. A szamitasi eredmények ismereté-
ben megfigyelhetd, hogy ez a levalasi hely a turbulens hatarréteg-aramlasban a
korhenger feliiletének az aramlas iranyaban egy kés6bbi szakaszan talalhato.

6. Koszonetnyilvanitas

A cikkben ismertetett kutatomunka a TAMOP-4.2.1.B-10/2/KONV-2010-0001 jelii
projekt részeként — az Uj Magyarorszag fejlesztési terv keretében — az Eurdpai
Uni6 tAmogatasaval, az Eurdpai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valosult meg.
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