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Absztrakt

Ebben a rovid cikkben egy alapvetéen uj explicit és stabil numerikus algoritmust mutatunk be a térben
diszkretizalt linearis hovezetési vagy diffiizios egyenlet megoldasara. A hagyomanyos explicit modsze-
rektol (mint pl. a Runge-Kutta) eltéréen az uj modszer az idélépés nem polinomidlis kifejezését hasz-
ndlja a valtozo uj értékeinek kiszamitdsahoz. Az vj modszer teljesitményét numerikus megoldasokkal
hasonlitjuk 6ssze. Vizsgalataink szerint a modszer idoben masodrendil, és gyorsabb, mint az altalaban
hasznalt explicit vagy implicit modszerek, kiilonosen a rendkiviil nagy merev rendszerek esetében.

Kulcsszavak: hévezetési egyenlet, diffiizios egyenlet, explicit médszerek, merev egyenletek, feltétel
nélkiili stabilitas
Abstract

In this short note, we present a fundamentally new explicit and stable numerical algorithm to solve the
spatially discretized linear heat or diffusion equation. Unlike conventional explicit methods (like
Runge-Kutta) it uses a non-polynomial expression of the timestep-size to calculate the new values of
the variable. We compare the performance of the new method with numerical solutions. According to
our investigations, the method is second order in time and it is faster than the commonly used explicit
or implicit methods, especially in the case of extremely large stiff systems.

Keywords: heat equation, diffusion equation, explicit methods, stiff equations, unconditional stability

1. Bevezetés és a vizsgalt probléma bemutatasa

Kozismert, hogy a legegyszeriibb diffizios és Fourier-tipust hovezetési jelenségeket masodrendii li-
nearis parabolikus parcialis differencialegyenlet (PDE), az igynevezett hdvezetési egyenlet irja le:

T
a _ aVeT,
ahol T a hémérséklet, o =k /(cp) a termikus diffuzivitas, k, ¢ és p pedig rendre a hévezetési ténye-

z0, a fajho és a (tomeg)siirtiség. Koztudott, hogy ez az egyenlet (és altalanositdsai, mint példaul az
advekcio-diffuzié egyenlet) szamtalan kiilonb6z6 rendszerben képes leirni a hovezetést, az erdmiivek-
t6l kezdve az épiiletek falain at az elektronikus eszkozokig [1]. Tovabba, ezzel analog egyenleteket
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széles korben hasznaljak a diffuz tomegtranszfer és folyadékaramlas modellezésére porozus kozegben
[2], mint a talajviz vagy a rezervoarokban 1év6 nyersola;.

Ennek az egyenletnek a megoldasahoz a kiindulasi 1épésiink ugyanaz, mint a standard vonalak
modszere esetében. A masodik hely szerinti derivaltak diszkretizalasahoz a leggyakoribb véges diffe-
rencia sémat, a masodrendii centralis differencia-sémat alkalmaztuk. Ezutan kapunk egy ODE (k6z6n-
séges differencialegyenlet) rendszert, amely megadja az egyes homérsékletek idoderivaltjait:

dT. Uij
FTrey (T-T):
ahol C=c-m=cpv [J/K] a cella hékapacitdsa (M a témeg, V a cella térfogata), és Uj ~ kA, /d; [W/K]
a hdvezet6é képesség (A j az i és j cellak kozotti feliilet nagysaga, d i pedig a cellak kézéppontjai

kozotti tavolsag). Matrixos alakban ez a kovetkezéképpen irhato fel:
dT

E:MT’ (1)

ahol az M matrix f6atlon kiviili elemeit a m; =U; /C; 20 képlet adja meg, ahol egyenléség csak ak-
kor allhat fent, ha az i és j celldk nem szomszédosak. Az M matrix m, elemei a féatlon kiviili
m;, j =1 elemek Osszege negativ eldjellel. Ettdl a ponttél kezdve minden Osszegzés az aktualis cella

szomszédjait érinti, és ezt a jen(i) fogja jeldlni. Zart peremfeltételeket vesziink figyelembe, azaz a

vizsgalt tartomany széle hdszigetelt. Az 1. abran bemutatjuk a valtozok elrendezését egy 4 cellabol
allo kétdimenziods rendszer esetében. Hangsulyozzuk, hogy a cellak alakjanak és elrendezésének nem
kell feltétlentil szabalyosnak lennitik.

1. abra. Jelolések 4 cella esetén. A kiilsd kettls vonal hdszigetelést jelent.

Valédi rendszerekben a fizikai tulajdonsagok, mint a fajhé és a termikus diffuzivitas, pontrél pont-
ra nagymértékben valtozhatnak. Ezért a matrix elemeinek és igy sajatértékeinek abszolut értéke tobb
nagysagrenden keresztiil valtozhat, ami azt jelenti, hogy a probléma erésen merev (,,stiff”) is lehet. Az
ilyen jellegli problémak megoldasara a hagyomanyos explicit modszerek nem megfeleléek, mivel tul
lassan futnak le a programok a tal kicsi id6lépések miatt. Ezért szinte kizarélag implicit modszereket
alkalmaznak, mivel ezek jo stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkeznek. Csakhogy ezek egy algebrai
egyenletrendszer megoldasat igénylik minden id61épés soran, amely rendszerint iterativ modszerekkel
torténik. Sajnos ez gyakran idéigényes, kiilondsen akkor, ha a matrix nagy méretii, és egynél tobb
térdimenzi6 van, amikor is a matrix nem tridiagonalis. Ezen kiviil az implicit modszerek parhuzamosi-
tasa nem trivialis.
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Nem teljesen kdzismert, hogy vannak jobb stabilitasi tulajdonsagokkal rendelkez6 explicit modsze-
rek, példaul a Dufort-Frankel modszer, a group-explicit, az odd-even hopscotch (,,paratlan paros ugro-
iskola”) ¢és a Runge-Kutta-Chebyshev modszerek. Ezeket a modszereket csak viszonylag kevés kuta-
tocsoport probalja vizsgalni és alkalmazni (1asd példaul [3]-[5]), aminek valoszintileg az az egyik f6
oka, hogy mas hatranyokkal rendelkeznek. Egy résziik példaul csak feltételesen konvergens vagy kon-
zisztens, masok alig alkalmazhatok szabalytalan racsokra, vagy bonyolult implementalni 6ket [6]—
[10]. Ugy tiinik, hogy egyetlen kozismert modszer sem jelent igazan jo megoldast. Ennek a hidnyos-
sagnak a potlasara teljesen 01j explicit modszerek egy csaladjanak kidolgozasat kezdtiik el. Ennek a
csaladnak a legegyszeriibb, els6 rendii tagja mar publikalasra keriilt [11].

2. A javasolt modszerek

Most bemutatjuk az Gj médszereket az (1) ODE rendszer megoldasara az alabbi 1épéseken keresztiil:
1a) A prediktor 1épéshez egy kozelitést alkalmazunk: amikor egy T; valtozo 0j értékét kiszamitjuk,

akkor elhanyagoljuk, hogy a h=At id61épés kozben mas valtozok is valtoznak. Ez azt jelenti, hogy T;

allandonak tekintend6 ha =i, tehat szétvalasztott, linearis kozonséges differencidlegyenleteket

(ODE) kell megoldanunk:

dT; Ti
W _, T 2
dt ' @)

1
ahol a; = Zjen 0 mT", T, a homérséklet az n-edik id6lépés elején, és bevezettik a cella karakteriszti-
kus idejét vagy sajatidejét, ami minden esetben pozitiv mennyiség:

1 C,

|
| .
m; jsn(i)Uij

Megjegyezziik, hogy ez a kdzelités hasonlit az explicit Euler-modszerhez, de a dontd kiilonbség az,
hogy az aktualis T; valtozot nem rogzitjiik az id61épés elején felvett értékéhez (csak a szomszédokat
rogzitjiik), hanem megtartjuk valtozoként. Ez azt jelenti, hogy tovabbra is differencialegyenleteink
vannak, és nem differencia egyenleteink.

1b) A (2) egyenlet konnyen megoldhato analitikusan:

T.(t)=T" e ft ar; - 1-¢ @

Ezt a megoldast az iddlépés végén prediktor értékekként hasznaljuk:

h h
-I-in+1,pred :Tin e T +ar, - 1—e 7 (3)

Ha ezeket a prediktor értékeket elfogadnank végeredményként az id6lépés végén, akkor egy elsé
rendii modszert kapnank, amelyet a , konstans szomszéd modszernek” neveztiink el a korabbi cik-
kiinkben [11]. A kdvetkez6 1épésben ezen elsérendii modszer altal kapott értékeket felhasznalva telje-
sen Ujszerll modszert kapunk.
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2a) A korrekcids 1épés soran azzal a realisztikusabb és altalaban pontosabb feltételezéssel éliink,
hogy az aktualis T; cella szomszédos T; valtozoi linedrisan valtoznak a kdvetkez meredekséggel:

apred —a
__J i
Sj -_—- 3y
h
ahol ajpre" = Zien 0 mjiTi”ﬂ'prEd az Osszes szomszéd prediktor értékét tartalmazza, amelyeket a fenti 1.

Iépésben szamoltunk ki. Ennek a kozelitésnek az alkalmazasaval kapunk egy 11j, szétcsatolt ODE rend-
szert:
dT,

d—t'zsit+ai—% 4)

2b) A (4) egyenlet a (2)-hez hasonldan szintén megoldhaté analitikusan. Az id61épés végén ennek a
megoldasat hasznaljuk, hogy megadja szamunkra a korrigalt értékeket:

_h 2
Tin+1:Tine fi +(aiTi _SiTiz) 1-e " +SiTih (5)

Ezekkel a 2a-b 1épésekkel egy masodrendi modszert kapunk, amelyet a , linearis szomszéd mod-
szernek” nevezhetiink. A hagyomanyos explicit modszerekkel (példaul Runge-Kutta) ellentétben a (3)
és (5) képlet a h id61épcs6 nem polinomialis kifejezését hasznalja a T valtozo 4j értékeinek kiszamita-
sahoz, ami biztositja, hogy az egyes cellak homérséklete a szomszédok homérsékletéhez tartson. Ezért
az eredményt a kezdeti legkisebb és legnagyobb hémérsékletek mindig behataroljak, ami azt jelenti,
hogy a modszerek nem lehetnek instabilak a hovezetési egyenletre nézve, a 1épésméret tetszOlegesen
nagy lehet. A stabilitas és a masodrendii konvergencia hosszadalmas, analitikus bizonyitasa mashol
keriil majd publikdlasra. Az is kdnnyen belathat6, hogy mindkét séma explicit, az 0j értékek kiszamit-
hatok egy egyenletrendszer megoldasa nélkiil. A bemutatott sémak egylépéses modszerek abban az
értelemben, hogy az 0j értékek kiszamitasa utan nem hasznaljuk és igy nem is sziikséges tarolni a val-
tozok korabbi értékeit. Tovabbi elonyiik, hogy konnyen implementalhatok, akarhany dimenzios fizikai
térre, barmilyen irregularis racsra, ill. tetsz6legesen inhomogén hovezet6 kozegre, feltéve, ha ki tudjuk
szamitani a cellak h6kapacitasat és a cellak k6zotti hdvezet6 képességeket.

Az exponencialis tagok miatt elsd ranézésre a modszereink hasonlonak tiinnek az tigynevezett ex-
ponencialis integratorokhoz. Ezek a moddszerek azonban matrixok exponencialis fliggvényeit [11]
hasznaljak fel, mikdzben nekiink a szamitas soran nem is feltétleniil kell matrixokat hasznalnunk, igy a
modszereink alapvetden kiillonboznek toliik.

3. Osszehasonlitas numerikus eredményekkel

A verifikécio érdekében a modszereink altal kapott eredményeket dsszehasonlitottuk pontos eredmé-
nyekkel és t6bb numerikus modszer eredményeivel is. Itt csak egy sszehasonlitast mutatunk be, egy
100x50=5000 cellabol allo téglalap alaku racs esetében. A hékapacitasoknak és vezet6képességek-

nek kiilonbozé 104727 grigkeket adtunk, ahol rand egy véletlen szam, amelyet minden egyes
mennyiség esetében a MATLAB generalt egyenletes eloszlassal a (0,1) intervallumban. Ez azt jelenti,
hogy ezek a mennyiségek log-egyenletes eloszlast kovettek 0,1 és 10 kozott. A kezdeti homérsékle-
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teknek egyenletes eloszlasa volt 0 és 1000 kozott, T; =1000- (1-rand) . A feladat az volt, hogy megold-

juk ezt a rendszert az ismeretlen hémérsékletekre to=0s és trin=1s koz0tt.

Bar ez a probléma nem volt rendkiviil merev (a merevségi arany 6.8-10°), a referencia megoldas
meghatarozasahoz a MATLAB implicit 0del5s rutinjat hasznaltuk szigoru hibatiiréssel ('RelTol' és
'Abstol' 107 voltak). Itt az s betii azt jelzi, hogy ezt a rutint kifejezetten merev rendszerek szdméra
tervezték. Az 1. tablazatban Osszefoglaljuk az odelSs, ode23s, ode23, ode23t (laza hibatiiréssel)
MATLAB rutinok és a modszereink altal nyujtott eredményeket. Az elsé hibafajta, MaxD, a maxima-
lis eltérés (a kiilonbség abszolut értéke) a referencia megoldastol. A masodik, SumD, az eltérések 6sz-
szege az Osszes cellara nézve. Az eredményekbdl lathatd, hogy a modszereink sokkal gyorsabbak,
mint a hagyomanyos explicit vagy implicit mddszerek, barmiféle komolyabb optimalizalas, adaptiv
1épésméret vezérlés vagy parhuzamositas nélkiil is.

1. tablazat. Kiilonbozé programok teljesitménye és hibai, CN a ,, konstans-szomszéd”, LN a ,, linedris-
szomszed” modszer

modszer Futasidé (s) MaxD SumD
odel5s 141 10,8 9436
ode23s 1467 0,34 269,7
0de23 9,2 14,5 18,1
ode23t 208 0,55 430
CN, h=0,01s 0,11 10,14 7893
LN, h=0,001s 0,85 0,025 12,17
LN, h=0,01s 0,29 1,72 967,5
1.E+06

1.E+01

2 —=— MaxDLin

g 1.E+00

L 1.E-01 —a— SumDLin
1.E-02

MaxDConst

1.E-03
1.E-04 SumDConst
1.E-05
1.E-06

1.E-05 1.E-04 1.E-03 1.E-02 1.E-01 1.E+00

Time-step size h (s)

2. dbra. Kiilonbozo tipusu hibak az idélépés-meret fiiggvényében a konstans- és linearis-szomszéd
modszereink esetében. A hibamennyiségek definiciojahoz lasd az 1. tablazat feliratat.
A 2. dbran bemutatjuk a konstans-szomszéd ¢és a linearis-szomszéd modszerek két kiilonb6zo tipu-

su hibajat a h 1épésméret fliggvényében. Az abrabdl lathatd, hogy a globalis hiba a konstans-szomszéd
modszer esetében a lépésméret els hatvanya szerint, a linearis-szomszéd modszer esetében pedig a
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1épésméret masodik hatvanya szerint csokken, igy arra kdvetkeztethetiink, hogy a modszerek értelem-
szer(ien elsd, illetve masodrendiiek. Megjegyezziik, hogy a konstans-szomszéd modszert egy korabbi
cikkiinkben [11] joval merevebb rendszer esetén is teszteltiik, és a stabilitasi és konvergencia tulajdon-
sagok hasonloak voltak, mint ahogyan a szdmos nem publikalt numerikus kisérletiink mindegyikében.

4. Kovetkeztetések és tovabbi tervek

Két 1 explicit numerikus algoritmust mutattunk be a nem stacionarius hdvezetési vagy diffuzios
egyenlet kiils6 héforrasok nélkiili megoldasara. Szemléltettiik a mddszerek teljesitményét egy 2D
rendszer esetében, inhomogén véletlenszeri paraméterekkel és kezdeti feltételekkel. A kapott adatok
azt sugalljak, hogy ha nagyszamu cella esetében gyors eredményekre van sziikség, akkor modszeriink-
nek parhuzamositas nélkiil is figyelemre mélto elénye van. A numerikus kisérlet eredményei azt mu-
tatjak, hogy a prediktor ,,konstans-szomszéd” mddszer Gnmagaban idében els6 rendii, mig a ,,linedris-
szomszéd” korrektor 1épés ezt masodrendiiveé teszi. Terveink szerint ezen allitasok (és a feltétel nélkiili
stabilitas tulajdonsaganak) pontos analitikus bizonyitasat a kozeljovoben masutt fogjuk kdzzétenni.
Emellett elkezdtiink dolgozni a modszerek parhuzamositdsan és adaptiv lépésméretii valtozatan is.
Ezen 1épések utan hasznos lehet a mddszerek kiterjesztése bonyolultabb (pl. nem linearis) egyenletek-
re és valds miiszaki problémakon is tesztelni dket.

Irodalom

[1] Lienhard 1V, J. H., Lienhard V, J. H.: A heat transfer textbook, fourth edition, 2017.

[2] Kovacs, E., Majar, J.. On some analogous transient phenomena, in MultiScience - XXXII.
microCAD International Multidisciplinary Scientific Conference, 2018, p. C1/1.

[3] Gasparin, S., Berger, J., Dutykh, D., Mendes, N.: Stable explicit schemes for simulation of
nonlinear moisture transfer in porous materials. J. Build. Perform. Simul. 2018, 11(2): 129-
144, https://doi.org/10.1080/19401493.2017.1298669

[4] Xue, G, Feng, H.: A new parallel algorithm for solving parabolic equations. Adv. Differ.
Equations 2018, 1:174. https://doi.org/10.1186/s13662-018-1617-8

[5] Tavakoli, R., Davami, P.: New stable group explicit finite difference method for solution of
diffusion equation, Appl. Math. Comput. 2006, 181(2):1379-1386.
https://doi.org/10.1016/j.amc.2006.03.005

[6] Ozisik, M. N.. Finite difference methods in heat transfer. CRC Press, 2017.
https://doi.org/10.1201/9781315168784

[7]1  Gordon, P.: Nonsymmetric difference equations. J. Soc. Ind. Appl. Math. 1965, 13(3):667-673.
https://doi.org/10.1137/0113044

[8] Gourlay, A. R.: Hopscotch: a fast second-order partial differential equation solver, IMA J.
Appl. Math. 1970, 6(4):375-390. https://doi.org/10.1093/imamat/6.4.375

[91 Skvortsov, L. M.: Explicit stabilized Runge-Kutta methods, Comput. Math. Math. Phys. 2011,
51(7):1153-1166. https://doi.org/10.1134/S0965542511070165

[10] Verwer, J. G., Hundsdorfer, W. H., Sommeijer, B. P.: Convergence properties of the Runge-
Kutta-Chebyshev method, Numer. Math. 1990, 57(1):157-178.
https://doi.org/10.1007/BF01386405

[11] Kovacs, E.: New stable, explicit, first order method to solve the heat conduction equation, J.
Comput. Appl. Mech. 2020, 15(1):3-13. https://doi.org/10.32973/jcam.2020.001

423


https://doi.org/10.1080/19401493.2017.1298669
https://doi.org/10.1186/s13662-018-1617-8
https://doi.org/10.1016/j.amc.2006.03.005
https://doi.org/10.1201/9781315168784
https://doi.org/10.1137/0113044
https://doi.org/10.1093/imamat/6.4.375
https://doi.org/10.1134/S0965542511070165
https://doi.org/10.1007/BF01386405
https://doi.org/10.32973/jcam.2020.001

