Miskolci Egyetem, Multidiszciplinaris tudomanyok, 1. kétet (2011) 1. szam, pp. 79-86.

A SZEMCSEK ES A SZEMCSEHALMAZOK NEHANY
GEOMETRIAI ES TOPOLOGIAI KERDESEROL

Dr. Lamer Géza
foiskolai tanar
Debreceni Egyetem, Miiszaki Kar, Miiszaki Menedzsment és Vallalkozasi Tanszék
1119 Budapest XI.. Ratz L. u. 20.
glamer@eng.unideb.hu

Osszefoglalas

A szemesék egyszeresen Osszefiiggd, sima, konvex, izometrikus alakzatok. Evintkezd szem-
csék alkotjdk a szemcsehalmazokat. Az eléadasban két témakort tekintiink at. Az egyik egy
szemcse alakjanak geometriai jellemzése, a mdsik a szemcsehalmaz geometriai és topologi-
ai leirasa.
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csehalmaz leképezése

Abstract

The heaps are simple connected, smooth, convex, isometric forms. The heaped body is formed from
connected heaps. In the lecture two topics are overviewed. The first is the characterisation of the
geometry of the heap, the second is the characterisation of the geometry and topology of the heaped
bodies.

Keywords: heap, heaped body, geometry and topology of heaped bodies, maps of heaped
bodies

1. A szemcsék geometriai jellemzése

A pont fogalmat a geometriabdl ,,vessziik”. A szemcse fogalmat a geometridban
nem értelmezik. Ezért elsonek tekintsiik a szemcse hétkdznapi fogalmat!
Hétkoznapi értelemben szemcse alatt apro, kemény, szemmel jol lathato, ujj-
jal jol tapinthato szilard részecskét értiink.
A természetben talalhato, vagy mesterségesen eldallitott szemcsék kozos tu-
lajdonsagait a méretiikkel és a geometriai alakjukkal jellemezhet;jiik.

1.1 A szemcse nagysaga

A szemcse ,,nagysaga” egy jol meghatarozhatd nagysagrendbe esik.

Szemcsének az tekintjiik, ami vagy belefér a tenyeriinkbe, tehat meg lehet
markolni, vagy ujjunkkal ki lehet tapogatni ¢s még szemmel lathato. Ezért szem-
csének tekintjiik a kavicsokat, a homokszemeket, a homokliszt részeit, de talaj-
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mechanikai szempontbdl szemcsének tekinthetjiik az iszapot és az agyagot alkotd
részeket is.

1.2 A szemcse geometriai jellemzése

A szemcse, mint geometriai forma, a kovetkez6 geometriai fogalmak segitségével
jellemezhetok.

Osszefiiggés. A szemcsék alapvetéen egyszeresen Osszefiiggdek és tomorek.

Konvexitas. A szemcsék alapvetden konvexek. S6t, szigoruan konvexek.

Simasag. A szemcsék feliilete — élektdl és pontoktol eltekintve — sima.

Az alak valtozasa. A szemcsék feliiletének valtozasa nem hirtelen, hanem
lasst. Azaz a feliileten egy, vagy két hullam, kiallé dudor, vagy bemélyedés, mint a
gorbiilet valtozasa, nem tal hirtelen torténik.

Izometria. A szemcs€k kiterjedése minden irdnyban nagyjabdl azonos. Azaz
a szabalyos testek, a gdmb, a haromtengely(i ellipszoid, ha a tengelyek aranya ko-
zel all az egyhez, akkor szemcsének tekinthetk. A tulsagosan lapos testeket, mint
példaul a kartydk, vagy a tilsagosan hosszukésakat, mint példaul a gyufaszalak,
nem tekintjiik szemcsének.

Gombolyitettség. A szemcséken ne legyenek éles sarkok, élek, csucsok.
Azaz egy kocka, vagy egy téglatest, vagy barmely poliéder nem ,,eléggé” szemcse.
A mar megkoptatott, legdmbolyitett formak viszont mar a szemcsék kozé tartoz-
nak.

1.3 A szemcse intuitiv definicidja

Definicio: szemcsének tekintjlik az olyan, zart feliilette]l hatarolt geometriai alakza-
tot, amely

e kisebb, mint egy kavics, de nagyobb, mint egy kolloid részecske,
egyszeresen Osszefiiggo,
konvex, vagy csak kis mértékben tér el egy konvex alakzattol,
elegendden sima, vagy szakaszosan sima a feliilete,
feliiletének a valtozasa elegendden lassu,
jo kozelitéssel izometrikusnak tekinthetd,

o feliilete kellden legdmbdlyitett.

A definiciot intuitivnek tekintjiik, mivel az 1.2 pontban ugyan attekintettiik a
geometriai jellemzoket, de nem adtuk meg a preciz, matematikai definicidjukat.

1.4 A szemcse alakja és a harompontos feltamaszkodas hipotézise

Egy szigorian konvex szemcse feltamaszkodhat harom masik (szigoruan konvex)
szemcsére. Ezzel a szemcse egyenstlyba keriilhet (néhany tovabbi feltétel teljesii-
1ése esetén).
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Az alabbi abrak — két dimenzidban — mutatjak a nem szigortian konvex és a
konkév szemcsék esetén a kiillonb6zo érintkezési modokat, amelyek nem teljesitik
a harompontos feltamaszkodas hipotézisét, ezért az egyensuly meghatarozasahoz
mas feltételeket kell figyelembe venni (lasd az 1. abrat).

H33=

szigorGan  nem szigoriian Kkonkév ingd kovek  cstics-mélyedés  rovatkak
konvex konvex (konkav) (konkav) (konkav)
1. dbra. 4 szemcsék érintkezési viszonya a konvexitas-konkavitds fiiggvényében

1.5 A szemcsék leképezése

A szemcséket merev testnek tekintjiikk. Ennek megfeleléen a leképezésiik csak mé-
rettart6 (izometria) lehet. Ez az euklideszi térben az eltolas és az elforgatas.

2. A szemcsehalmazok geometriai és topologiai jellemzése

2.1 A szemcsehalmaz intuitiv definicidja

Definicio: szemcsehalmaznak nevezziik a szemcsék olyan Osszességét, amelyben
az egyes szemcséknek az érintkezési pontokon kiviil mas kézds pontjuk nincs.

A definicid szerint szemcsék nem hatolhatnak egymasba. A szemcsék érint-
kezése megengedett, bar nem kotelezd. A definici6 a szilard testekbol, mint példaul
a szaraz kavicsokbol allo halmazok tulajdonsagat kell6 pontossaggal tiikrozi vissza.

Végiil érdemes kihangstlyozni, hogy a vizsgalat targya — a szemcsék halma-
za — alapvet6en nem ponthalmaz, hanem véges tartomanyok Osszessége. Ezt nem
csak érdemes, de sziikséges is hangsulyozni, mivel a ponthalmazok vizsgalatara jol
kidolgozott matematikai diszciplinak sora — topologia, differencialgeometria, diffe-
rencial- és integralszamitas stb. — all rendelkezésre, ugyanakkor a tartomanyok
Osszességének a vizsgalatara a fenti matematikai eszk6zok minden megszoritas
nélkiil nem alkalmazhatok.

2.2 A szemcsék elrendezése a szemcsehalmazon beliil

A szemcsét a halmazon beliil jellemezhetjiikk a térbeli helyzetével, az érintkezd
szemcsék szamaval, az érintkezési pontok elhelyezkedésével, végiil magat a szem-
csehalmazt jellemezhetjiik az érintkezd szemcsék kapcsolataval (példaul matrix-
ként, vagy grafként).
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Terbeli helyzet; iranyitottsag

Egy merev (de a gyakorlatban egy deformalhato szilard) testet térben a helye
¢s a helyzete hatiroz meg egyértelmiien. Ehhez egyrészt egy referencia pontot,
masrész egy referencia triédert kell a merev testhez rendelni. A gyakorlatban a
sulypont és a fotehetetlenségi iranyok alkotta kiséro triéder adja a sziikséges refe-
renciat. Szemcse esetén az atméro, a masod- és harmadlagos atmérd metszéspontja
¢s az atmérdkbol alkotott triéder is adhatja a sziikséges referenciat.

Erintkezési pontok szdma: ez — értelemszeriien — azt adja meg, hogy hany
szemcsével érintkezik az adott szemcse. Ha az érintkezési pontok szama kevesebb,
mint 10-14, akkor annyi mondhatd, hogy az érintkezd szemcsék atmérdje nem
lehet Iényegesen nagyobb, mint a vizsgalt szemcse atmérdje. Ha csak néhany érint-
kezési pont van, és azok nagyjabol egyenletes kiosztasban helyezkednek el a szem-
cse feliiletén, akkor az érintkezd szemcsék lehetnek nagyobbak, azonos méretiiek,
vagy kisebbek. Ha 10-14-nél 1ényegesen tobb érintkezési pont van, akkor az érint-
kez6 szemcsék mérete jelentdsen kisebb a vizsgalt szemcse atmérdjénél. Ez akkor
is igaz, ha ugyan az érintkezési pontok szama esetleg kevesebb 12-nél, de tul kozel
vannak egymashoz.

Az érintkezési pontok eloszldsa. A szemcsehalmaz egyensulya szempontja-
bol érdeklddésre szamot tartd6 harompontos hipotézis alapjan hat, alul is és felil is
harom, az aktiv érintkezési pontok szama, a ketté kozott 1évo hat érintkezés nem
aktiv, esetleg nincs is, csak ott vannak a szemcsék a vizsgalt szemcse koriil (gon-
doljunk az egybevagd gdmbok szabalyos tetraé¢deres haldzatban valo elhelyezkedé-
sére).

2.3 Konvex burok és atlagképzés a szemcsehalmazban

Tekintsiink egy egyszeresen Osszefiiggd részhalmazt a szemcsehalmazban, és te-
kintsiik ennek a konvex burkat (lasd a 2. a.) abrat). Amennyiben a konvex burok ¢€s
a részhalmaz kozotti térbe (2. b.) abra) a szemcsehalmaz eredeti elrendezése szerint
belefér valamely szemcse, vagy szemcsék, Uigy azt, vagy azokat vegyiik a részhal-
mazhoz (2. c¢.) abra). Ekkor azt mondjuk, hogy a konvex burkon beliil maximalis
szamu szemcse talalhato, illetve egy konvex burkon beliili maximalis részhalmaz-
16l beszéliink.

Definicio: ha egy részhalmaz konvex burka a részhalmazt kiviilr6l érintd
szemcsékbdl azoknak csak elenyészden kicsiny részét (mondjuk 's-adot) metszi el,
akkor a részhalmazt konvex részhalmaznak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy konvex részhalmazok egyesitése nem feltétlen konvex.

Definicio: egy konvex részhalmaz elsérendii konvex kornyezetének azt a
konvex részhalmazt nevezziik, amelynek a konvex burka és a (vizsgalt) konvex
részhalmaz (konvex) burka kozott a szemcséknek legalabb egy rétege talalhato.

Magyaran: az elsérendii konvex kornyezet burka sosem simul ra a konvex
részhalmaz konvex burkara, hanem a ketté kozott ott van egy, vagy néhany szem-
csébdl allo ,,réteg”.

82



Szemcsék és szemcsehalmazok néhany geometriai és topologiai kérdéserdl

Az elsdérendli konvex kdrnyezet elsdrendii konvex kdrnyezete az eredeti
konvex részhalmaz masodrendii konvex kornyezete. A tovabbiakban — ennek min-
tajara — hasznalni fogjuk az n-ed-rendii konvex kérnyezet kifejezést is.

a.) konvex rész- b.) nem konvex c.) egy konvex burkon beliili ~ d.) konvex
halmaz részhalmaz maximalis részhalmaz kornyezet
2. abra. Konvex burok

A fenti definici6 alapjan van egy szemcsének, illetve egy részhalmaznak el-
s0-, masod-, n-ed-rendii konvex kdrnyezete.

A szemcsehalmazban a ponthalmaz mintdjara — a véges szemcseszam miatt
— hataratmenet nem képezhetd. Ellenben az els6-, masod- és n-ed-rendi konvex
kornyezet segitségével egy-egy nagyobb tartomanyra nézve atlagos mennyiségek
értelmezhetok.

Legyen példaul egy részhalmaz térfoga V,, az elsérendii kornyezetéé V, stb.
Ekkor vizsgalhato a V/Vy, V,2/Vy, ..., Vi/V, sorozat, bar hataratmenetrél nem be-
sz¢élhetiink, mivel a szemcsék mérete véges. Ezért valamiféle vizsgalatnak akkor
van értelme, hogy ha a (Vi — V))/V; arany az 1 mellett elhanyagolhat6. Ha ez tel-
jesiil, és a fenti sorozat elemeinek egymastol valo eltérése kicsi, akkor azt mond-
juk, hogy a V, térfogat alkalmas névekvé konvex kornyezetekkel kvazi-
konvergencia vizsgalatra. Azt is mondhatjuk, hogy a V, térfogat névekvd konvex
kornyezetekkel kvazi-konvergens, vagy homogén tartomany. A V| mintdjara ér-
telmezhetd a V, résztartomanyon beliili elsérendll kornyezet, amelyet jeldljon V_,
stb. Ekkor, a ndvekvd konvergencia mintdjara értelmezheté a V_1/Vy, V,o/V,, ...,
V_./Vy sorozat, és annak kvazi-konvergencigja: a (V_;— V_i1)/V_; arany az 1 mellett
elhanyagolhat6. Ha ez teljesiil, és az imént emlitett sorozat elemeinek egymastol
vald eltérése kicsi, akkor azt mondjuk, hogy a V, térfogat alkalmas csékkend kon-
vex kornyezetekkel kvazi-konvergencia vizsgalatra. Azt is mondhatjuk, hogy a V,
térfogat csokkend konvex kornyezetekkel kvazi-konvergens, vagy homogén tarto-
many. Végiil, ha a V, térfogat mind csdkkend, mind ndvekvo konvex kdrnyezetek-
kel konvergens, akkor a V, térfogat alkalmas vdltozo peremii konvex kdrnyezetek-
kel kvazi-konvergencia vizsgalatra, azaz a V, térfogat vdltozo peremii konvex kor-
nyezetekkel kvazi-konvergens, vagy homogén tartomany.

AV, — a kvazi-konvergencia bevezetésébdl kovetkezden — nagysagrendben
nagyobb, mint a szemcsék mérete. Azaz nem zarhat6 ki, hogy ugyan a V| térfogat
valtozo peremii konvex kornyezetekkel kvazi-konvergens, vagy homogén tarto-
many, azaz a peremek ,kifelé”, illetve ,,befelé” torténd kismértékii modositasaval a
tartomany jellege nem valtozik, de a vizsgalt tartomanyon beliil a konvex kornye-
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zetek jellege eltér a Vi-ra vetitett értékt6l. Ezért csak a V, konvex kormyezetekkel
értelmezett kvazi-konvergencia alapjan nem lehet a V, térfogatot altalaban véve
kvazi-konvergensnek, vagy homogénnek tekinteni. Magyaran egy tartomany fent
bevezetett kvazi-konvergenciajanak, illetve homogenitasanak a vizsgalata arrdl ad
felvilagositast, hogy a peremhez kozel, a peremen kiviil és/vagy beliil, nincsenek-e
az eloszlast zavard harasok. Ezért a kvazi-konvergencia, azaz a homogenitas to-
vabbi két feltételét kell vizsgalni: az egyik a homogenitasnak a tartomany eltolasa-
val, a masik a tartomany elforgatasaval szemben mutatott invarianciaja. A részlete-
ket mellzve: a fenti kvazi-konvergencidhoz hasonlot vizsgalunk, de nem a tarto-
many méretét noveljiik, illetve csokkentjiik, hanem a vizsgalt tartomanyt toljuk el,
illetve forgatjuk el. Ha a kvazi-konvergencia ezekben az esetekben is fennall, akkor
azt mondjuk, hogy fennall az elfolt konvex kornyezetre, illetve elforgatott konvex
kornyezetre vonatkozo6 kvazi-konvergencia.

Amennyiben egy V, térfogat vdaltozo peremii, elforgatott és eltolt konvex
kornyezetekkel egyidejiileg kvazi-konvergencia vizsgalatra alkalmas, azaz kvazi-
konvergens, vagy homogén tartomény, akkor az mondjuk, a tartomany kvazi-
konvergencia vizsgalatra alkalmas, azaz kvazi-konvergens, vagy homogén.

A tovabbiakban vizsgalni sziikséges a szemcsehalmaz kiilonbozoképpen tor-
ténd lefedését konvex tartomanyokkal — hasonléan ahhoz, ahogyan a differencial-
hato sokasagban a térképékekbdl atlasz all el6. Ennek részletezéstol eltekintiink.

Megjegyzés: a fent leirt eljaras — a konvex kornyezetekkel kvazi-konvergen-
cia vizsgalatra alkalmas tartomany bevezetése — alapvetden a ponthalmazok topo-
logiaja és a topologiai sokasagok értelmezésnek egyes Iépéseit vette alapul. Ra kell
arra is mutatni, hogy a topoldgiai sokasag esetén az a tény, hogy a sokasdg minden
pontjanak van olyan kornyezete, amely homeomorf az Euklideszi tér egy kornyeze-
tével, eleve garantalja, hogy a topoldgiai sokasagon a konvergencia biztositott le-
gyen. Raadasul nem tartomanyokként, hanem pontonként. A konvergencianak a
szemcsehalmazban tapasztalt hianya teszi sziikségess¢, hogy a szemcsehalmazokat
diszkrét rendszerként vizsgaljuk. Végiil jelezziik, hogy a kvazi-konvergens tarto-
manyon lehet a szemcsehalmazra nézve atlagos mennyiségeket értelmezni.

2.4 Konvex burok és érintkezés, mint topoldgia a szemcsehalmazban

A véges szemcsékbdl allo halmaz esetén nyilt és zart halmazt — a ponthalmazban
értelmezett nyilt és zart halmazok mintajara — nem lehet értelmezni: a nyiltsag és
zartsag a torlodasi pont fogalmaval van kapcsolatban. Ezért a kornyezet fogalmat
felhasznalva teszilink javaslatot topologia értelmezésére a szemcsehalmazon beliil.
Ehhez a konvex kornyezetet és az érintkezési halézatot hasznaljuk fol.

A konvex burokkal megadhat6 egy szemcséknek egymashoz vald viszonya.
Pontosabban a konvex burokkal értelmezett konvex részhalmazt a részhalmazban
1évé minden szemcse kornyezetének tekintiink. A konvex szemcsehalmazok met-
szete konvex. Mivel két konvex részhalmaz egyesités nem konvex, ezért a konvex
részhalmazokat minden egyes szemcsére, annak elsé-, masod-, n-ed-rendii konvex
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burkat értelmezve allitjuk eld. Ezzel a szemcsék egymashoz vald viszonyat rogzit-
juk. Ez a kornyezeti rendszer — a ponthalmazokban megszokott értelemben — nem
topologia, ugyanakkor a szemcsék egymashoz viszonyitott rendjét — mint a pont-
halmazban a topologia — rogziti.

Az érintkezéssel egy masfajta rend adhaté meg.

Definicio: érintkezd szemcsék részhalmazanak érintkezéssel értelmezett el-
sorendii kornyezetének nevezziik az adott részhalmaz és annak szemcséit kozvetle-
niil érint6 szemcsék 0sszességét.

Az érintkezéssel értelmezett elsérendli kornyezet érintkezéssel értelmezett
elsérendli kdrnyezete az eredeti részhalmaz érintkezéssel értelmezett masodrendii
kdrnyezete.

Ezen definicio alapjan van egy szemcsének és egy részhalmaznak érintke-
zéssel értelmezett els6-, masod-, n-ed-rendii kornyezete.

Az érintkezéssel értelmezett részhalmazok metszése és egyesitése, ez utdbbi
esetben, ha legalabb van egy kozos elemiik, érintkezéssel értelmezett részhalmaz,
igy az érintkezéssel értelmezett kornyezet fogalma atvihet6 a metszettel és az egye-
sitéssel értelmezett részhalmazokra is.

Megjegyezziik, hogy az érintkezéssel és a konvex burokkal értelmezett kor-
nyezeti rendszer nem azonos. Erre példat a 3. 4bran mutatunk be.

>
K

AN

3. &bra. Az érintkezés és konvex burok szerinti topolégia

2.5 A szemcsehalmaz leképezése

A szemcsehalmaz leképezésénél abbdl indulunk ki, hogy szemcsék merev testek.
Ennek megfelelden a szemcséket csak izometrikusan lehet leképezni. Ezt figye-
lembe véve a szemcsehalmaz leképezését a kovetkezoképen jellemezhetjiik.

A szemcsehalmazban a szemcsék elrendezését a helyzetével, az érintkezéssel
¢és a konvex burokkal értelmezett topologia jellemzi. A sorrend egyuttal ,,bedgya-
zast” jeldl, a késébb emlitett csak ugy valtozhat, ha az ,.elétte” 1évok valtoznak.
Ennek megfelelden négy lehetdség van. Valtozatlan, egy, két, illetve mindharom
jellemz6 valtozik:

e izometrikus (identikus) leképezés, azaz minden valtozatlan (az egész

halmaznak a merevtestszerii elmozdulasatol eltekintve),

e a szemcséknek az érintkezésen alapuld topoldgiai rendje nem valtozik
meg, legfeljebb egyes szemcsék helye és helyzete kis mértékben valtozik
meg (két érintkez0 szemcse érintkez0 marad, az érintkezési pontok van-
dorolnak odébb),

85



Lamer Géza

e a szemcséknek a konvex burkoldokon alapuld topologia rendje nem valto-
zik meg, legfeljebb néhany érintkezési viszony megsziinik, és néhany
ujabb keletkezik, tovabba az egyes szemcsék helye és helyzete kis mér-
tékben valtozik meg,

e a szemcsék atrendezodével jard leképezés, amikor is mind az érintkezé-
sen, mind a konvex burkolon alapuld topologidja megvaltozik, ezzel
egylitt az egyes szemcsék helye és helyzete jelentésen megvaltozik.

3. Osszefoglalas

A tanulmanyban attekintettilk a szemcsék és a szemcsehalmazok geometriai €s

crcr

A szemcsehalmazban értelmeztiink konvex burokképzéssel és érintkezéssel egy-
egy kornyezetet. Ramutattunk arra, hogy egyik sem vezet a ponthalmazokban meg-
szokott topoldgiahoz, mivel a szemcsehalmaz véges szamossagl. A konvex burko-
16 segitségével értelmezetiink egy kvazi-konvergencia fogalmat a szemcsehalma-
zokban. A kornyezetek segitségével osztalyoztuk a szemcsehalmazok leképezéseit.
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