Multidiszciplinaris tudomanyok, 3. kotet. (2013) 1. sz. pp. 9-20.

KEPLEKENY ALAKVAI:TOZAS NEM ARANYOS
TERHELES ALATT

Ruszinké Endre
egyetemi docens, Obudai Egyetem, Mechatronikai és Autotechnikai Intézet
1081, Budapest, Népszinhaz u. 8, e-mail: ruszinko.endre@bgk.uni-obuda.hu

Osszefoglalds

Kutatasom célja a képlékeny alakvaltozas analitikai leirasa nem aranyos terhelésnél sik
alakvaltozas esetén, amikor a fesziiltségvektor hodografja az Ilyushin fesziiltség-devidtor-
térben nem egyenes, hanem tértvonal. Matematikai apparatusként a szintézis elmélet szol-
gal. Kutatasunk eredményképpen azt az aranyos terheléstél valo maximalis eltérést hata-
roztuk meg, amelynél a Hencky-Nadai-féle és szintézis elmélet szerinti eredmények még
megegyeznek.

Kulcsszavak: képlékeny alakvaltozas, nem ardnyos terhelés, szintézis elmélet

Abstract

The paper concerns with the development of plastic strain in non-proportional loading,
when the loading path is of two-segment nature, for the case of plane strain. The synthetic
theory of irrecoverable deformation is taken as mathematical apparatus. The aim of the
paper is to establish boundary deviations from the proportional loading at which the syn-
thetic theory gives results identical with Hencky-Nadai deformation theory.

Keywords: plastics strain, non-proportional loading, synthetic theory

1. Bevezetés

A képlékenységtanban [1-3] fontos szerepet jatszik a nem aranyos terhelés esete, ami-
kor is az Ilyushin-féle fesziiltség-deviator térben a fesziiltségvektor hodografja tortvonalat
ir le a képlékeny alakvaltozas folyamata soran. Olyan tipust terhelések béven eléfordulhat-
nak pl. a torésmechanika keretében [4], amikor a repedésterjedés folyaman a repedéscsucs
kornyezetében ébredd fesziiltség-ndvekmények kiilonbozé iranyokban aranyos, ill. nem
aranyos terhelést hoznak 1étre. A két terhelés éles megkiilonboztetése nagy fontossaguy,
hiszen a terhelési tipustol fiiggden kiilonbozé elméletek hasznalandok.

Célunk annak a vizsgalata, hogy (a) az aranyos terheléstdl valo eltérés milyen hatassal
van a képlékeny alakvaltozas novekményeire és (b) milyen eltéréseknél hasznalhatok az
aranyos terhelésre alkalmas elméletek (pl. a Hencky-Nadai-féle [5,6] deformacios elmélet).
A Kkitlizott célt a szintézis elmélet [7,8] keretében, sikbeli alakvaltozasi allapot esetében
vizsgaltuk. Kutatasunk eredményképpen azt a maximalis eltérést hataroztuk meg, amelynél
a Hencky-Nadai-féle és szintézis elmélet szerinti eredmények még megegyeznek.

Szélesebb értelemben, a cikk célja az aranyos terhelés értelmezési tartomanyanak bovi-
tése a nem egyenes vonalu terhelési palyak esetére.
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1.1. Képlékeny deformacio, sikbeli alakvaltozasi allapot esetében

Sikbeli alakvaltozasi allapotrdl beszEliink, ha az alakvaltozastenzor azonos indexii ha-
rom komponense (példaul z) zérus:
=g, =£,=0. (1)
A cikk keretében kizarolag kis képlékeny alakvaltozasokkal foglalkozunk.
A Hencky-Nadai  féle  deformaciés  elmélet  szerint a  képlékeny
alakvaltozaskomponensek

3% 3% 3%
gxx = ;(O-L\‘ - )’ gyt 22_ ( »y _O-)’ gzz = ; xy
0 0 0 (2)
. W n, Ll
xy 2T xpy 2 Xz 2T xz? yz 2T yz
0 0 0

ahol o hidrosztatikus fesziiltség, y, és 7, rendre a fesziiltség- és alakvaltozastenzor ma-
sodik skaldr invariansa.

A fenti képletek figyelembevételével, a sikbeli alakvaltozas dsszenyomhatatlan anyag-
ban (&, +¢, +&. =0) akkor all eld, ha:

azz:a:(a“+0kw,)/2, 7.=0, 7,=0. 3)
Ebbdl a (2) egyenlet:
37, 37,
e, =—¢,=—\o,-0o,), €, =—71., £, =¢&,=¢6=0. 4
xx y 42_0( xx yv) x) 22_0 oy ¥ ( )

A fesziiltség- és az alakvaltozastenzor masodik skalar invariansa:

=

2
0' -0, +4er

2
yOZf gfx+g)i'

1.2 Sikbeli alakvaltozasi allapot a szintézis elmélet keretében

)

A (2) képlet alapjan a szintézis elmélet keretében definialt fesziiltségvektor-
komponensek [7,8]:

\/g U"_GXX
S, =m(axx _O-w)’ S, ZXZ—\/E, S; :\/ETX}' : (6)

A fesziiltségvektor

S Sql +S2q2+Sq3 -

\E £_£611+ q2j+’\ETxyq3’ §€R3 (7)
alakban irhat6 fel, ahol R® az Ilyushin-féle hdromdimenzios fesziiltség-deviator tér [7,8].

Itt d, (i=12,3)az §,,S,,S, koordinatarendszer bazisvektorai. A vektorok &sszeadasanak
szabalyabol kovetkezik, hogy a vektor
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NG

U
qu"'aqz (8)

60°-0s szoget zar be a ¢, bazisvektorral (lasd az 1. dbrat). Tovabba, q,"q,'=1, ami azt

ql':_

jelenti, hogy (,' egységvektor és bazisvektornak tekinthetd. Tehat, a fesziiltségvektor Sa
d,' és g, bazisvektor linearis kombinacidjaként felbonthato:

$=5'G,+S,d, ©)
ahol

O —0
Sr=—2_x 5 =2r_ (10)

1. dbra. A fesziiltségvektor allasa a sikbeli alakvaltozasi allapot esetén

A q,' és 4, egység bazisvektorok alapjan 0j koordinata rendszert vezetiink be ( S, ', S, ),
amelyben tovabbi szamitasokat végziink. Fontos megjegyezni, hogy o, o, ¢és 7, kom-
ponensek értékétdl fiiggetleniil a fesziiltség vektor az S, ', S, sikba esik (lasd a (9) képletet).

A szintézis elmélet keretében a folyasi feliilet von-Mises gomb

SE+S;+8; =272, (11)
ahol 7, tiszta nyirdshoz tartozo6 folyashatar. A folyasi feliilet valamennyi pontjaban érint6t
huzunk, igy a folyasi feliilet az érint6 sikok belsé burkolatfeliiletének tekinthets. Megje-
gyezendd, hogy a (11) gdmb minden pontjan athaladé érintének parhuzamos sikok végtelen
halmaza felel meg; ezek a sikok folytonosan kitoltik az R® fesziiltségteret [7,8].

A sikok fizikai értelmezése az, hogy mindegyik sikhoz meghatarozott csiiszasi rendszer
rendelhetdé hozza. Ezen a tényen alapul a képlékeny alakvaltozads modellezése. Az S fe-
sziiltségvektor eltolja végpontjan azokat a sikokat, amelyeket elér a terhelés folyaman. A
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fesziiltségvektor végpontjan 1évé egy sik elmozduldsa a megfeleld csuszasi rendszeren
beliili képlékeny alakvaltozast jellemzi [7,8].
Minthogy a fesziiltségvektor palya (hodograf) az S,',S, sikba esik, az 4ltala elmozditott

sikok halmaza az S, ', S, -sikra szimmetrikus az eredeti koordinata rendszerben ( S,,S,,S;).
Ebbél kovetkezik, hogy a képlékeny alakvéltozasvektor [7,8] (€°) szintén az S,',S, sikba
esik és

CH =¢ ', '+ed; (12)
alakban irhat6 fel. Az €° vektor komponensei (¢, és e,) az eredeti koordinatarendszerben:

’\/5 4 €]'

7
e =—¢'cos—=—¢'—, e =¢'cosS—=—. 13
1 1 6 1 2 2 1 3 2 ( )

Az alakvaltozastenzor komponensei [7,8]:
zz T O’
Jo 2 «i 2 (22

ol ot

& . & 1 , e,

LN AN AN fz TR T T
Mivel (13) és (14) képlet tetszoleges 0., 0,, T, fesziltségre ervenyes, sikbeli képlé-
keny-alakvaltozasi allapot kialakulasardl beszélhetiink.
Egyszeriisités kedvéért a (11) gobmbhoz érintd sikok koziil csak az S, ', S, -ra merdleges

sikokat vessziik figyelembe. Ebben az esetben a haromdimenzios fesziiltségtérhez tartozo
gomb (11) és hozza érintd sikok helyett

Sy +8; =215 (15)
korrel és annak érintd egyeneseivel foglalkozhatunk az S, ', S, sikban (lasd a 2. abrat).

2. abra. Folyasi feliilet kezdeti allapotban (a) és terheléskor (b)
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Az érint6 egyenes allasat az egyenesre merbleges normalis egységvektor (Nn) és az
egyenes ¢és origd kozotti tdvolsag ( A, ) hatdrozza meg. A normdlis irdnyat S szdg adja meg
(3. abra), amelyet S,' tengelytdl mérjiik, igy 0< S<2x . A fesziiltségvektor végpontjan
1évd egyenes elmozdulasa képlékeny alakvaltozast jellemez, amelyet az egyenesre merdle-
ges vektor (€) reprezental (3. abra [7,8]). Jeloljink dé-vel elemi képlékeny
alakvaltozasvektort, amely az egyenesek elemi halmazanak elmozduldsa miatt jon 1étre. Az
elemi halmazon azokat az egyeneseket értjiik, amelyek normalisa elemi df tartomanyba
esik. Az elemi képlékeny alakvaltozasvektor

dé=gdpn, (16)

ahol ¢, un. képlékeny alakvaltozas intenzitisa. Normalis 11 komponensei cos £ ¢és sin 3,
tehat

N =cos A4, +sin A4, . (17)

a)

3. dbra. Normadlis iranya (a) és a képlékeny alakvdiltozds vektor € (b)

A dé vektor S, ill. S, irdnydba esé vetiiletei:
de, =@, cos Bdf

de} = q)n Sin ﬁdﬂ .
Osszegezziik a képlékeny alakvaltozasvektor komponenseit azokban az irdnyokban, ahol az
egyenesek elmozdulasokat szenvednek a fesziiltségvektor végpontjan. Ez a miivelet

1 B
¢ =~ [ ¢, cos pdp
"

(18)

. (19)
e} = % J‘ (0/1 SInﬁdﬂ
B
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integralokkal kifejezhetd, ahol az integralasi hatarok, szogek S, és f,, elvalasztjadk a moz-
dulatlan sikok normalisait azoktdl a normalisoktol, amelyek a fesziiltségvektorral eltolt
egyenesckhez tartoznak; r anyag konstans, [r]=1/Pa.
A szintézis elmélet keretében, az anyag keményedése két paraméterrel hatarozhaté meg:
az alakvaltozés intenzitisdval ¢, és az egyenes tdvolsagaval A, , amelyek
@, =h,—2z, (20)
kapcsolatban allnak. Az egyenesek tavolsaga elmozdulasuk el6tt egyenld a (15) kor sugara-
val, \/51'3, ami a ¢, =0 egyenldséget eredményezi. Terhelés folyaman, ha a fesziiltség
vektor eltol egy sikot N normalvektoraval, akkor a sik tavolsaga (3. abra)

h,=S-n. (21)
Ebbdl az alakvaltozas intenzitisa
¢"=§.ﬁ—ﬁrs. (22)
Abban az esetben, amikor a fesziiltség vektor nem ér el egy sikot, akkor
S-fi<h, (23)

és képlékeny deformécio nem képzddik rajta: ¢, =0.

1.3 Sikbeli alakvaltozasi allapot a szintézis elmélet keretében: aranyos
terhelés

Feltetelezzik, hogy o, o, ¢és 7, fesziiltsegek egyenesen aranyosak. Ekkor, a (6)

xx 2 »w

képlet alapjan, a fesziiltségvektor komponensei szintén aranyosak, amibdl az kovetkezik,
hogy a terhelési palya egyenes a fesziiltség deviator térben. Legyen [, az a szog, amelyet
az S vektor bezar az S, tengellyel

27

S . .
tanfB, =—==—>=—, S.=Scosf,, S,=Ssing,, (24)
S, o,-o

W Xx

S =[8| =\ +87 =23, (25)
Ha a fesziiltségvektor a folyasi hatar értékét meghaladja (S > \/Ez's =7, > \ﬁfs ), akkor az

S vektor eltolja az érintd egyeneseket kezdeti helyiiktdl a (15) kortél M pontba (Gn. terhe-

1ési pont, lasd 4. abrat). A hataregyenesekre, amelyek az S vektor végpontjan helyezked-
nek el,

sin 8, =cos 3, = \/Ers /S (26)
Osszefliggések jellemzok. Skalarszorzatbol
S-A= (8.6, + 8,0 ) (cos B4, +sin B4, ) = S, cos S+, sin B (27
valamint a (22) és (27) képletekbdl, a képlékeny alakvaltozas intenzitasa kaphato:
@, =S, cos S+, sin ﬂ—\ETS . (28)

A (19) és (28) képletek alapjan, a képlékeny alakvaltozasvektor ( € ) komponensei
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A, 5, 5,
re, :Sl.'[cos2 ﬂdﬁ+%‘[sin2ﬂdﬂ—\/5rs‘[cosﬂdﬂ

B B (29)
=2 j sin2d B+ S, j sin® Bd B2z j sin Bd 8
B
ahol az integralasi hatarok:
B=b-bB. B=B+p. (30)

A (29) kifejezésekben szerepld integralok kiszamitasabol, (24), (26) és (30) képlet alapjan,
képlékeny alakvaltozasvektor komponensei adédnak:

1.
re, =S, (,[7’4 —5s1n2ﬂ4j

(31
S
Az alakvaltozastenzor masodik skalar invariansa [7,8]:
\/7| | = \/:«/el +e; = —TO( ——s1n2/34]
(32)

-y

Ha a (2) 9sszefiiggésekben allo funkcidt y,/z, a (32) alakban vessziik fel, akkor, a (6),
(14), (25), (26), (30) képlet figyelembevételével, a (31) és (2) képletek azonosak.

2r0

4. abra. Fesziiltségvektor és a folyasi gomb hatari érintdi: 1 és 2

15



Ruszinko Endre

1.4 Nem aranyos terhelés

Tekintsiik az 5. dbran vazolt terhelési palyat az S,,S, koordinita-sikban: a) vonal
OM , azaz az S vektor komponenseire S, /S, =all. bsszefiiggés érvényes; tegyiik fel,

hogy ‘é‘ > \ETS , b) fesziiltségvektor ndvekménye ds, amelynek iranya eltér az S vektoré-

tol. Hatarozzuk meg a dS vektor okozta képlékeny alakvaltozas névekményét.

Az OM szakasz mentén a fesziiltségvektor eltolja az egyeneseket az M pontig; a
hataregyenesek normalisai N, és N, (lasd az Sb. abrat). Tovabba tegyiik fel, hogy minda-
zok az egyenesek, amelyek az S vektor végpontjan helyezkednek el, folytatjak mozgasukat
a dS vektor hatdsara is. Teljes terhelésnovekménynek nevezziik ezt az esetet. Ha a vektor-

névekmény dS az egyenes tovabbi elmozdulasat eredményezi, akkor az alabbi egyenlét-
lenség érvényes:

(§+d§).ﬁ >h, (33)
ahol 4, az S vektorhoz tartozd egyenes tavolsaga. Tekintettel arra, hogy az M pontban
1év6 egyenesekre S-fAi= h, Osszefliggés all,

dS-ni>0. (34)
egyenl6tlenségre jutunk.
Tehat ha egy egyenes elmozdul az S vektor hatasara, akkor elmozdulasa sem sz{inik

meg dS -nél, haa névekmény ds hegyes szoget zar be az egyenes normalisaval.

a)

0]

5. abra. Nem aranyos terhelés paraméterei (a) és dS vektor végpontjan lévé egyenesek
halmaza (b)
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Tegyiik fel, hogy dS vektor 1 és 2 hataregyenesek kozé esik. Ebben az esetben a dS
vektor hegyes szoget zar be az dsszes egyenessel, amelyek az 1 és 2 egyenesek kdzott he-
lyezkednek el. Mas szoval a teljes terhelésnovekmény feltétele teljesiil. A (28) képlet figye-

lembevételével, a képlékeny alakvaltozas intenzitdsa az S+dS terhelés hatésara:

@, +dp, =(S, +dS, )cos f+(S, +dS, )sin f—2z, (35)
és a ¢, novekményét, (28) alapjan,
dp, =dS, cos f+dS, sin B (36)

alakban kapjuk. A dS vektor okozta képlékeny alakvaltozasvektorok ndvekménye a (19)
képletbdl:

.
rde, = J- de, cos fd B
A 37)

B
rde, = Id(pﬂ sin Bd 3
A

ahol B, és p, a (30) képlettel meghatarozhato, hiszen az S vektor végpontjan 1évo sikok
folytatjak elmozdulasukat a S+ dS hatéséra is. Tekintettel (36)-re

rde, =dS,, Icos ,Bdﬂ+—J.sm2ﬂdﬂ
B

(38)
ds,
rde, == js1nzﬂdﬂ+ds jsm Bdp
A
Innen
rde, = (ﬂ4 —sm2ﬂ4 cosZﬂo]dS +1s1n2,6’0 sin24,dS,
(39)

rde, = %sin2ﬂ0 sin2,dS,, +[,b’4 —%sinZﬂ4 COSZﬂode3

Forditsunk kiilonos figyelmet egy fontos, a (31) és (39) képletbdl levonhato kovetkeztetés-
re. A (31) képlet alapjan szamitsuk ki az alakvaltozas ndvekményeit, de,. ¢és de,, amelyek

az S,., S, és f, fiiggvényei,

de, = 28 gg 4 % (a/a as, + P gs j

oS, op, oS,
. (40)
de, = 2% s, + 2 aﬂ s s, + s gs,
oS, op, oS,
A fenti képletekben 1év6 parcialis derivaltak a (3 1) és (26) képletbdl adodnak

Oe, _ Oey
—= sm 28, , 41
2s, = as, =P - B, (41)
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%, =(1-cos28,)S,, sinﬁ4% :@
P, as,; S;
Behelyettesitve a (41)-(42) alattiakat a (40) dsszefliggésekbe, a (39) kifejezéseket nyerjiik.
Osszefoglalva, a két uton kiszamitott képlékeny alakvaltozas ndvekményei megegyeznek,
ime, a) egyenesvonalu terhelési palyara jellemz6 (31) egyenlet derivalasabol és b) tértvona-
I terhelési trajektoria elemzésébdl. Tehat a szintézis elméletbdl kovetkezik, hogy a
Hencky-Nadai-féle deformacios elmélet nem csak egyenesvonalu terhelési palyakra alkal-
mazhato, hanem bizonyos eltérések esetére is — ha a (34) feltétel teljesiil.

, j=1.3. (42)

Tekintsiik most azt az esetet, amikor dS vektor B szdget zar be az S vektorral:

ﬂ3 SﬂSS”_ﬂw (43)
azaz a dS vektor allasat a 6a. abra szemlélteti. Hizzunk az M ponton at az S vektorra
merdleges szaggatott vonalat. Azok az egyenesek, amelyeknek a normalisa az abran lathato
sraffozott tartomanyba esnek, folytatjak elmozduldsaikat a dS vektor hataséra, hiszen
normalisaik hegyes szdget zarnak be a dS vektorral. Azok az egyenesek pedig, amelyek-
nek a normalisa a sraffozott tartomanyon kiviil esik (n, és n, kozott), mozdulatlanna val-
nak, mert rajuk dS-ni<0 érvényes (tompaszdg). Ilyen fesziiltségvektor ndvekménye un.
nem teljes extra-terhelést jellemez.

A képlékeny alakvaltozasvektor novekménye a (29) képletekbdl kiszdmolhato, ahol a
felsé integralasi hatdr f,, az alsot pedig a 6b. dbran lathatd szaggatott vonal hatdrozza
meg. Minthogy a ds B, + Bs szoget zar be az S,. tengellyel, a szaggatott vonal irdnya,
mas szoval az integralési also hatar, a kdvetkezd

ﬁ1=ﬂo+ﬁ5—§, (44)
és

aVS3 _

E—tan(ﬂoﬂﬁs). (45)

A (29) alatti integralasbol — ahol az alsé integralasi hatar a (44) képlettel hatdrozhat6 meg —
a (45) figyelembevételével az alabbi alakvaltozas-ndvekményeket nyerjiik

de,, = %Kﬂ; - B, +§)dSl, +%sin 28,dS, +sin® ﬂzdg}
(46)
1 V4 ) 1.
de, = ;[[[ﬁ - B +Ej dsS, —cos” ,dS,. —Esm ZﬂzdSS}

A fenti 0sszefliggések differencidlisan nemlinearisak, mert a benniik 1évé S, szog a
dS, és dS, nemlinedris fliggvénye (lasd a (45) képletet), mig a (40)6sszefliggések diffe-
rencialisan linearisak.

A teljes extra-terheléstdl vald eltérés esetén a Hencky-Nadai-féle deformacids elmélet-

bél ered6 képletek (39) nem egyeznek meg a (46) képletekkel.
A fent elmondottakbol megallapithaté a Hencky-Nadai-féle deformacios elmélet alkal-

mazhatésadganak hatdra az S és dS kozotti sz0g fiiggvényében. Mégpedig, teljes jarulékos
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fesziiltségnévekménynél — amikor a dS vektor eltolja mindazokat az egyeneseket, amelyek
az S vektor végpontjan helyezkednek el — a Hencky-Nadai-féle deformacios elmélet al-

kalmazhato. Ellenkez esetben viszont az S és dS vektorral eltolt egyenesek halmaza eltér
egymastol és a Hencky-Nadai-féle deformacios elmélet csak bizonyos iranyokban érvé-
nyes, addig, amig £, < S, a 6. abrabol.

6. dbra. Nem ardnyos terhelés: dS vektor végpontjan 1évé egyenesek halmaza

Ez utobbi feltételbdl a (26) képlet alapjan a dS vektor maximalisan megengedhetd elté-
rése kifejezhet6:

sing, <25, (47)
%
amely mellett a Hencky-Nadai-féle deformacios elmélet még alkalmazhato.

2. Osszefoglalas

A szintézis elmélet alapjan a sikbeli képlékeny alakvaltozasi allapot elemzését végeztiik el.
Két esetet vizsgaltunk meg: aranyos €s nem aranyos terhelést. Attol fiiggen, hogy a fe-
sziiltségnovekmény-vektor mekkora szdget zar be a kezdeti vektorral, két lehet6ség adodik:
a) a Hencky-Nadai-féle deformacios elmélet és a szintézis elmélet azonos eredményeket
adnak, b) amennyiben az eltérés tullép egy meghatarozott hatarértéken, a két elmélet elvi
kiilonbséget mutat.

3. Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom Prof. Dr. Ruszinké Konstantinnak és Prof. Dr. Varkonyi-Koéczy An-
namaridnak a cikk elkészitésében nyujtott segitségéért és rendkiviil értékes tanacsaiért.
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