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Absztrakt. Napjainkban a gyartasiitemezési feladatok modellalapti megolda-
sai egyre nagyobb szerepet kapnak a kézzel készitett, szabalyalapu tablazatke-
zelds megoldasokkal szemben. Ebben a cikkben bemutatunk egy olyan model-
lezési megkdzelitést, mely elénydsen alkalmazhato olyan valos litemezési fel-
adatok megoldasara, ahol idében valtozo rendelkezésre allasu parhuzamosan
mikodo eréforrasokat hasznalnak, és a munkak egy miiveletbol allnak, vala-
mint inditasi id6korlattal és befejezési hataridével is rendelkeznek. Az iiteme-
z¢és (optimalizalas) célja a legnagyobb késés minimalizalasa. A cikkiink bemu-
tat egy idotartalék-orientalt algoritmust, mely a vizsgalt {itemezési feladat op-
timalis megoldasat polinomialis futasi ido alatt allitja eld.
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1. Bevezetés

A termeldvallalatoknak és termelési halozatoknak egyre fokozodé kihivasokkal kell
szembenézniiik. A globalizalt piaci kérnyezetben a versenyképesség ndvelése érde-
kében nagyon fontos, hogy a termeldrendszerek gyorsan alkalmazkodjanak az iizleti,
piaci, technologiai és informatikai valtozasokhoz. Ennek érdekében a termelési fo-
lyamatok hatékonysagat és rugalmassagat novelni kell, valamint a szallitokészséget
folyamatosan javitani kell, mikdzben a készletszinteket, a termelési koltségeket és a
hataridé-tullépéseket alacsony értéken kell tartani.

Ezeket a feladatokat a termelésmenedzsment operativ szintli funkcioi oldjak meg.
A korszerl véllalatiranyitasi tevékenység kiterjed a vallalat miikodésével osszefiiggd
0Osszes teriiletre. A modern termelési, menedzsment és informatikai paradigmakra ala-
pozva egy vallalat egészének miikddését és annak folyamatait a tervezés, az el6készi-
tés, a végrehajtas és az ellendrzés szakaszaibol felépitett tobbszordsen visszacsatolt
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szabalyzorendszerek iranyitjak. Az litemezés egyre fontosabb szerepet jatszik a
gyartorendszerek hatékony iranyitasaban.

Az idOben valtozo rendelkezésre allasti er6forrasokkal kapcsolatos iitemezési
iitemezési feladat problémainak megoldasa adta. A konkrét ipari feladat vizsgalata
soran egyértelmiivé valt, hogy vannak olyan iitemezési feladatok, amelyeknél a ter-
melési finomprogramozas megfelel6 mindségii elvégzéséhez a gyartasi féfolyamat
mellett a gyartasel6készitési mellékfolyamat iitemezése is feltétleniil sziikséges. A
fofolyamatok és az el6készitd mellékfolyamatok iitemezése egymastol kdlcsondsen
fliggd feladatok megoldasat kdveteli meg.

2. A modellezés szerepe ipari iitemezési feladatok megoldasaban

A kutatas alapvet0 célja az volt, hogy kidolgozzuk az iitemezési probléma részletes
modelljét és annak megoldasi algoritmusat annak érdekében, hogy ezek alapjan imp-
lementalhato legyen egy olyan iitemez0 szoftver, amely el tudja késziteni a minden-
kori aktualis hatdridds tevékenységek végrehajtasi iitemtervét Ggy, hogy a legna-
gyobb hataridé-tullépés (csiszas) minimalis legyen.

. . u . .
Ipari Konkrat o temezes-
termelesi | Utemezesi (el kitwrjasztatt l—{  elmalati
o ltemezési
falyamatak faladatek madallak
madellek
. [lodell- Modell-
Modellezes transzformacic bowvites
larmidipar F&- éz segéd- Integralt Kategornizalt
uleselemsk folyamatok utermnezesi Utemezesi
gyartasa Utemezase modellek modellek

1. abra. A modellezés szerepe az ipari litemezési feladatok megoldasaban

Az ipari litemezési feladat megoldasa érdekében két iranybol kozelitettik meg a
problémat (1. abra). Az egyik irany a vizsgalt ipari folyamat megismerésével kezdo-
dik. A folyamatok vizsgalata soran alapvetOen az litemezési alapegységek, a miive-
letek, a technologiai 1épések/fazisok/utvonalak, a végrehajtasi jellemzok, az eréfor-
rasok és képességeik, a lehetséges alternativak és korlatozasok jellemzoit kell 6sz-
szegyljteni és rendszerezni. Ezek utan keriilhet sor a konkrét tlitemezési feladatok
modellezésére. Definialni kell az eréforras-kornyezetet, amely az eréforrasokat, az
operacidkat és azok kapcsolatait foglalja magaban. Pontosan meg kell hatarozni az
itemezési alapegység fogalmat, valamint a végrehajtasi jellemzoit és korlatozasait.
Ezek utan a termelésmenedzsment és a gyartasiranyitas elvarasait és kovetelményeit
iitemezési célok forméjaban kell kifejezni a hozzajuk tartozo fontossagi mutatokkal
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(prioritasokkal) egyiitt. Mindezek egyiitt definialjadk a konkrét iitemezési feladat
részletes modelljét.

A masik irany a szakirodalomban elérhetd operaciokutatasi és iitemezés-elméleti
modellek vizsgalataval és azok alkalmazési feltételeinek elemzésével kezdddik.
A szakirodalomban nagyon sokféle iitemezési modell talalhat6. Tematikusan szer-
kesztett konyvek (pl.: [4], [12], [13]) és kiilonbdzo témakordkre koncentrald dssze-
foglalé szakcikkek (pl.: [1], [2], [9]) segitik a tajékozodast. Erforras-kornyezeti né-
zOpontbdl a vizsgalt ipari feladathoz a parhuzamos eréforrasok modelljei (Parallel
Machines) allnak a legkozelebb. Ennek a témakornek a részleteit jol dsszefoglaljak
pl. az [5], [7], és [11] cikkek. Az optimalizalasi célok szempontjabol a modellek
donto tobbsége egyetlen optimalizalasi célfiiggvénnyel foglalkozik. A direkt meg-
rendelésre gyartas esetében foként valamilyen hataridé-orientalt teljesitménymutato
keriil a kozéppontba. Az iitemezési modellek csak egy sziikebb halmazara jellemz6
a gyakorlati igények szempontjabol fontos tobb-kritériumos (multi-objective) szem-
lélet (pl.: [3], [8], [9], [10], [14]).

Az operacidkutatasi és matematikai szemlélettel megalkotott elméleti iitemezési
modellekben a konkrét gépek, a dolgozok és egyéb eréforrasok miiveletvégzd ké-
pességei, idoben valtozo rendelkezésre allasai, a valos folyamatokhoz kapesolodo
egyéb folyamatok (pl.: logisztikai miiveletek, gyartastechnologiai el6készito tevé-
kenységek stb.) gyakran tulzottan le vannak egyszertisitve, vagy teljesen figyelmen
kiviil vannak hagyva. Ezek a modellek kiindulasi alapként felhasznéalhatok, de a
konkrét ipari problémak igényei miatt jelentds tovabbfejlesztésre és kiterjesztésre
van sziikség.

A kiterjesztett modellek és a valos problémak Osszekapcsolasanak egyik lehetséges
nek Iényege, hogy a valos feladat tényleges dontési valtozoinak halmazat (vagy an-
nak egy részhalmazat) a kapcsolodo korlatozasokkal egyiitt egy célszerlien meg-
konstrualt (pl. szimulacios) eljarés visszavezeti egyszeriibben kezelhetd dontési val-
tozok halmazara és azok korlatozasaira. Ezt a transzformalt problémat a hozza pon-
tosan illeszkedd kiterjesztett modell oldja meg és az igy kapott eredménybdl inverz
transzformdacioval kiadodik az eredeti feladat megoldasa.

A cikk tovabbi részében ennek a kétiranyu szemléletnek az alkalmazasat mutatjuk
be egy példaként valasztott litemezési probléma megoldasan keresztiil.

3. A vizsgalt iitemezési feladat modellezése
3.1. Az iitemezési feladat jellemzoi

Adott egy gyartorendszer, amely jarmiipari alkatrészeket gyart. A gyartasi fofolya-
mat megfelelen elékészitett késziilékkonfiguraciokat is igényel. Egy késziilékkon-
figuracio tartalmaz egy formahordozot és egy vagy tobb format. A konfigurdciokat
szerel§ szakmunkasok allitjak ossze. A dolgozok idébeli rendelkezésre allasa nem
folytonos, hanem eldzetes miliszakbeosztashoz kotott.
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A vizsgélt litemezési feladat a kdvetkezoképpen foglalhato 6ssze:

adott szamu egymastol fiiggetlen munkat (tevékenységet) kell elvégezni;

minden egyes munkanak egyedileg definialt legkorabbi inditasi idépontkor-
latja és legkésobbi befejezési hatarideje van;

minden egyes munkahoz egyetlen operacio tartozik;
az operaciok miiveleti ideje adott;
az operaciok (miiveletek) nem szakithatok meg;

az er0forrasok rendelkezésre allasa nem folyamatos. Adott iddintervallumok-
ban (miiszakokban) végezhetdk el a miiveletek;

a miszakok rogzitett hosszusaguak (idétartamuak) és diszjunktak (nem lapo-
lodhatnak at);

a munkakat szereld szakmunkasok végzik el;
az egyes miiszakokban rendelkezésre all6 dolgozo szerelk szama adott;
a dolgozok miiveletvégzési sebessége ismert;

az litemezés célja az, hogy a korlatozasok betartasaval minden munka sikere-
sen befejez0djon a sajat hataridejére.

Ez az iitemezési feladat ebben az altalanos formaban nagyon nehezen kezelheto.
Ezért kidolgoztunk egy probléma-transzformacios eljarast, melynek segitségével a
problémat atalakitjuk egy tovabbfejlesztett, parhuzamosan miikodé absztrakt gépe-
ket (er6forrasokat) tartalmazo litemezési feladatra, melynek specialis tulajdonsaga
az, hogy a rendelkezésre allo gépek (eréforrasok) szama fligg az id6tol.

3.2. Az iitemezési probléma transzformaciéja

crcr

1. Azeréforrasok rendelkezésre allasi idéintervallumait (a rogzitett miiszakokat)

a mihelyhez rendelt globalis rendszerben a kezdési idopont szerint névekvo
sorrendben haladva besorszamozzuk decimalis egészekkel (2. abra). Ezeket a
sorszamokat lépéseknek (step) nevezziik és S szimbolummal jeldljiik. A leg-
nagyobb kiosztott sorszam az Smax. A sorszamozas logikdjabol az kovetkezik,
hogy a lépések Gsszefliggd sorozatot alkotnak, igy az 0 litemezési modellben
ez helyettesiti a valos id6tengelyt.

. A szerel6 szakmunkasokbol all6 csoportokat parhuzamosan mitk6d6 absztrakt

(virtualis) gépekkel (eréforrasokkal) modellezziik. Egy virtualis gép egyszerre
csak egy munkan dolgozhat, és minden egyes munkan egyszerre csak egy vir-
tualis gép dolgozhat. A virtualis gépek szama az s 1épések fliggvényében (mi-
szakrol miiszakra) valtozhat. Ezt a valtozo kapacitaskorlatot szimbolikusan a
P(s) jeloléssel fejezziik ki. Az adott S 1épésben rendelkezésre 4ll6 virtualis



Hatariddos tevékenységek végrehajtasanak titemezése... 15

gépek konkrét szamat az érintett miiszakban elvégezheté munkak szamara vo-

natkoz6 eredeti korlatozas allitja be.

3. Az elo6irt konfiguracio-elokészitési tevékenységeket Ny szamu egymastol flig-
getlen Ji (i = 1, 2, ..., N;) munkanak tekintjiik.

4. A Ji munkdhoz tartoz6 valds idéadatokat rendre atalakitjuk diszkrét s 1€pé-
sekre (miiszaksorszamokra).

4.1. A konfiguraciok valos elokészitési idejét a virtualis gépek miveletvégzo
képességéhez és darabszamahoz igazitjuk. Ennek kdvetkeztében minden
egyes munka miveleti ideje definicié szerint egy miiszak hosszanak
megfeleld egységnyi értéket kap: pi := 1 (i = 1, 2, ..., N;). Egy munka
mindig egy kijelolt miiszak elején kezdddik és a végén fejezddik be egy
adott virtualis gépen.

4.2. A Ji munka legkorabbi inditasi id6korlatjat egy megfelelden kivalasztott
miiszak diszkrét 1épésszamaval (r;) definialjuk. Az a legkorabbi miiszak
jelenti a korlatot, melynek mar az elején minden inditasi feltétel teljestil.

4.3. A Ji munka legkésdbbi befejezési idokorlatjat szintén egy megfelelden ki-
valasztott miiszak diszkrét 1épésszamaval (d;) definialjuk. Itt az a legké-
sObbi miiszak jelenti a korlatot, melynek végéig be kell fejezni a munkat.

4.4. A Jimunka teljesitésére kijelolt idointervallumot a hozza tartozé diszkrét
lépésszammal fejezziik ki (Ci). Ez az iitemezési feladat dontési valtozoja.
A Ji munka végrehajtasa a C; dontési valtozo értéke altal kijelolt miiszak
elején kezdddik és ugyanannak a miiszaknak a végén fejezddik be vala-
melyik virtualis gépen.

4.5. A Ji munka késését L; = C; — d;; formalizmussal, valamint cstuszasat Ti =
max(0, L;); formalizmussal szintén egységnyi Iépésben mérjiik. Két aktiv
miuszak 1épésben mért tdvolsadga a hozzajuk tartozoé sorszamok kiilonbsé-
geként adodik. Ez eltér a tényleges id6pontok kozott eltelt idotol. Példaul,
ha hétvégén nincs aktiv miiszak, akkor a péntek 14:00-22:00 o6ra kozotti
miuszak és a hétfé 6:00—14:00 6ra kdzotti miiszak tavolsaga 1 1€épés. Ha
hétvégén van két aktiv miiszak, akkor az el6bb emlitett pénteki és hétfoi
miszakok tavolsaga mar 3 1épés.

A transzformacidval eléallitott 1j titemezési feladatot — a fenti jelolésekre alapozva
és felhasznalva a szakirodalomban hasznalt a | B | y formalizmust — a kdvetkezékép-
pen definialjuk:

P(s) | p; = 1; r; = integer; d; = integer |Lyqx Q)

Ez a feladattipus hasonld a Gharbi és Haouari altal a [6] cikkben vizsgalt feladathoz
abban az értelemben, hogy mindkét modellben parhuzamos eréforrasok szerepelnek
és a munkaknak inditasi és befejezési idokorlatai is vannak. Azonban a mi model-
liinkben minden egyes gépnek (er6forrasnak) sajat rendelkezésre allasi intervallum-
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listaja van, mig a Gharbi-modell csupan egyetlen id6ablakot rendel minden géphez.
A két modellben alkalmazott célfiiggvények is eltéroek.

Brucker [4] konyvében korabban bemutatta a P | pi=1 ; ri = integer | Lmax felada-
tot. A Brucker-féle modell nagyon hasonl6 az altalunk definialt modellhez, mert ab-
ban is egységnyi miiveleti idok, egész értékil inditasi €s befejezési idokorlatok sze-
repelnek. Azonban mi még azt is figyelembe vessziik, hogy az er6forrasok (gépek)
rendelkezésre allasa id6ben valtozo lehet, igy a kiterjesztett P(S) | pi= 1; r;= integer;
di = integer | Lmax feladattipus specialis esetként magaban foglalja a Brucker-féle
klasszikus P | pi= 1; ri= integer | Lmax feladatot, mert abban a gépek szama kotott
és minden gép folyamatosan rendelkezésre all.

4. Az iitemezési feladat megoldasa

4.1, Idétartalék-orientalt iitemezési algoritmus

A P(s) | pi=1; ri= integer; di= integer | Lmax litemezési feladat megoldasara kifej-
lesztettiink egy id6tartalék-orientalt felépitd jellegl litemezési algoritmust. A mod-
szer részleteit a 2. abra szemlélteti.

Az idétartalék-orientalt algoritmus leirasdban hasznalt eddig még nem definialt se-
gédvaltozok és azok jelentése a kovetkezo:

o item: ciklusvaltozo, amely a munkak kivalasztasanak iteracioit kiilonbozteti
meg.

e mach: segédvaltozo, amely egy adott miiszakban elérhetd virtualis gépek
szamlalasara szolgal.

¢ R: halmaz, amely tartalmazza az adott miiszakban titemezheté munkékat.
e L;: a beiitemezett munka késése.

e Ti: a belitemezett munka csiszasa.

A 2. abran lathat6é megold6 algoritmus mitkddési elve roviden a kovetkezo:

A diszkrét muiszaksorszdmokra transzformalt idotengely mentén a valtozo szamt
miuveletvégzd kapacitas adott azaltal, hogy minden egyes S 1épéshez (miiszaksor-
szamhoz) tartoz6 P(S) kapacitaskorlat értékét taroljuk egy vektorban. Indulaskor ren-
dezziik a munkakat a legkorabbi inditasi idokorlat r; értéke szerint nem csokkend
sorrendbe elokészitve a mindenkori aktualis S sorszamu miiszakban indithat6 mun-
kak halmazanak lekérdezését. Majd a legkisebb r; értéktdl kezdve az s és P(S) parok
mentén haladva kivalasztjuk az aktudlis beiitemezendé munkat. A kivalasztas ugy
torténik, hogy az aktudlis s értéket vezérl6 paraméternek tekintve meghatarozzuk az
s miiszakban indithaté munkak halmazat. Ezt jeloli az R. Majd ebbdl az R halmazbol
kivalasztjuk a legkisebb idétartalékkal (slack) rendelkez6 munkat. Mivel minden
egyes munka azonos miiveleti idejii ebben a feladatban, igy a legkisebb iddtartaléka
a legkorabbi hataridejii munkanak van. Az igy kivalasztott munkat (J;) a lehet6 leg-
korabbi szabad idéintervallumra titemezziik, tehat az aktualis s-re (Ci < s).
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Idétartalék-orientalt algoritmus a P(s) | pi= 1; ri= integer; di = integer | Lmax
feladathoz
{
Rendezziik a Ji (i = 1, 2, ..., Ny) munkdkat ri szerint nem csokkend sorrendbe;
item «— 1;
while (item < Nj)
{

S «— Fitem,

while (P(s) < 1)
{

S<«—s+1;
if (S > Smay) Kilépés megvalosithaté megoldas nélkiil;

R «— {Ji | Ji nem iitemezett és ri <s);
mach «— 1;
while (R nem iires)
{
Valasszuk ki a legkisebb di hataridével rendelkezd Ji munkadt az R-bol;
R — R\ {Ji};
Utemezziik a Ji-t a mach.-edik rendelkezésre allé gépre az s miiszakban;
Ci<—s;
Li— Ci-dj
T «— max(0, Li);
item < item + I;
if (mach + 1 < P(s)) mach < mach + I;
else
{
mach «— 1;
s<—s+1;
while (P(s) < 1)

S<—s+ 1
if (S > Smay Kilépés megvalosithaté megoldds nélkiil;
}

R — R U{Ji| Ji nem iitemezett és ri < s}
}
}
}
Visszatérés az elkészitett optimdalis megolddssal;

}

2. abra. Idétartalék-orientalt {itemezési algoritmus
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Az algoritmus azokat a szitudciokat is helyesen kezeli, amikor bizonyos miiszakok-
ban egyetlen munkat sem lehet elvégezni, mert ott a P(S) érték rendre nulla (nincs
miveletvégzd kapacitas). Az ilyen muszakokat az algoritmus nem terheli, hanem
atlépi. Az is el6fordulhat kapacitashiany miatt, hogy nem minden aktivalt munka
iitemezhetd be! Ezt jelzi a ,,Kilépés megvalosithatdo megoldas nélkiil;” felirat.

Ha minden munka beiitemezhet6 (1étezik megvalosithaté megoldas), akkor a be-
mutatott algoritmus minimadlis késést eredményezd optimalis megoldast allit eld po-
linomialis futési id6 alatt. Ha a munkak sorszamai eleve az indithatdsagi iddpontok
névekvd sorrendjében vannak kiosztva (r; <7, <... <7; <... <ry,), akkor az algo-

ritmus futasi idejének ordoja csupan O(n log n), ahol n=N; a munkak szamat jelenti.

4.2. Az optimum elérésének bizonyitasa

Az id6tartalék-orientalt algoritmus a P(S) | pi= 1; ri = integer; di = integer | Lmax
itemezési feladat optimalis megoldasat allitja eld.

A bizonyitas soran bemutatjuk, hogy létezik olyan optimalis megoldas, amelynek
célfiiggvény-értéke azonos az idétartalék-orientalt algoritmus altal eléallitott megol-
das célfiiggvény értékével.

Legyenck a munkakhoz tartozo sorszamok (az i indexek) a megengedett legko-
rabbi inditasi idépontok ndvekvd sorrendjében kiosztva: Ji (i = 1, 2, ..., N)), ahol ry
STy S ST S STy

Jeldlje S, az id6tartalék-orientalt algoritmus altal adott megoldast. Legyen S, egy
optimalis megoldas.

Az S, ésaz S, ismeretében meghatarozhatd, hogy az i index szerinti elsé Z (0 <
Z < N;,) szamt munka rendre ugyanabba a miiszakba van beiitemezve az S, és az Sy,
szerint. Igy Z+1 jeloli azt a legkisebb i indexet, amelynél a J; munka C; befejezési
idépontja kiilonbozik az S, €s az S), szerint (3. abra).

/=4 | 7Z+1=5
i 1 N,
Sa © 2I I1I| I2I I I|6||
| 1 N,
Sy < 2|1|1||—|2 | | ||2||...

3. abra. A Z érték jelentése két megoldas 6sszehasonlitasakor
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5. abra. Illusztrativ példa az els6 esetre

° v

6. abra. [llusztrativ példa a masodik esetre

Ha Z = N;, akkor minden egyes munka befejezési idépontja rendre azonos a két meg-
oldas szerint, igy a két megoldas célfiiggvény-értéke azonos, tovabba mivel S;, opti-
malis megoldas, igy az S, is optimalis.

Az 6sszehasonlitds modjabol és az idotartalék-orientalt algoritmus mitkodésébol
kovetkezik, hogy ha a Z < N;, akkor a J,,; munka a C,,; miiszakba van belitemezve
az S, szerint (4. abra), mig ugyanez a J,,1 munka a C,,, miiszaknal késdbbi mi-
szakba van belitemezve az S, szerint.
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Ilyenkor két eset kiilonbdztethetd meg attol fliggden, hogy van vagy nincs szabad
virtualis gép a C,,, miiszakban az S}, szerint:
1. Van szabad virtudlis gép a C,,4 miszakban az S, szerint (5. dbra).
Ebben az esetben a J,,; munka a szabad gépre athelyezhet6. Ez az S}, megol-
dason elvégzett modositas nem noveli meg az L, ,, célfliggvény értékét, mert
a J,,1 munka az eredetinél korabbi miiszakba kertil, vagyis a késése nem no-
het. Tehat a modositott megoldas is optimalis megoldas.

2. Nincs szabad virtualis gép a C,,; muszakban az S}, szerint (6. abra).

Ebben az esetben 1étezik egy J;+ munka, amelyik a C,..; miiszakba van beiite-
mezve az S;, szerint, de ez a J;» munka a C,,; miiszaknal késébbi miiszakba
van belitemezve az S, szerint.

Mivel az id6tartalék-orientalt algoritmus a /. ; munkat korabbi kezdéssel iite-
mezte be az S, szerint mint a J;+ munkat, igy az algoritmus miikodésébdl ado-
dik, hogy a J;» munka d;- hatarideje nagyobb vagy egyenld mint a J,,; munka
dz,1 hatarideje: d;» > d;, 1. Bevezetve az s; = 0 értéket, irhat6 hogy:

di+ =dz4q +5¢ 2)

késése az Sp megoldas szerint a kdvetkezoképpen alakul:

maX(Li*, Lz+1) = maX(Ci* — di*, Cz+1— dZ+l) =
= max(Cix — dz+1 — St, Cz+1 — dz+1). (3)

Mivel Cz+1 > Ci«, bevezetve az sy > 0 értéket, irhatd hogy:
Cz+1=Cp + s7. (4)
Ezt felhasznalva adodik, hogy:
max(Li+, Lz+1) = max(Cix — dz+1 — St, Cix + S — dz+1). (5)
Bevezetve az Liz = Cix - dz+1 jelolést adodik, hogy:
max(Li«, Lz+1) = max(Liz — S, Liz + s7) = Liz + s7. (6)

Az S, megoldas Jz+1 és a Ji» munkajanak felcserélése utan a két munka domi-
nans késése a kdvetkezOképpen alakul:

max(Lix, Lz+1) = max(Cz+1 — dix, Cix — dz+1). (7)

Behelyettesitve a bevezetett jeloléseket adodik, hogy:
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max(Lix, Lz+1) = max(Cix + sp— dz+1 — St, Cix — dz+1) =
= max(Liz + s — S, Liz) (8)

max(Lis, Lz+1) = Liz + s — St. 9)

Mivel Sy optimalis, igy a csere utan sem lehet kisebb a célfiiggvény értéke
mint az Sp esetében, ebbdl kovetkezik hogy:

LiZ+ST—St2 I—iZ+ST- (10)

Mivel st >0, igy a Jz+1 és a Ji» munka felcserélése az Sp megoldasban nem
noveli meg a célfiiggvény értékét.

Mindkét lehetséges esetben az eredeti optimalis S megoldasbol kiindulva a mddo-
sitott S, megoldas is optimalis maradt, ugyanakkor most mar az els¢ Z+1 darab
munka fejezdik be azonos miiszakban az S, és a modositott Sy szerint. A modositas
hatasara a kiindulashoz képest a Z érték ndvekedett eggyel.

A fenti logikat folytatva a modositasok sorozata elvezet oda, hogy a Z értéke
addig n6, mig végiil minden egyes J; munka (i = 1, 2, ..., N;) rendre ugyanabba a C;
miszakba lesz beilitemezve a vizsgalt S, és egy optimalis (tobbszordsen modositott
Sp) megoldas szerint. Ebbol az kovetkezik, hogy az S, megoldas is optimalis. Ez
egyértelmiien bizonyitja, hogy az iddtartalék-orientalt algoritmus a célfiiggvény sze-
rint optimalis megoldast allit eld.

5. Osszefoglalas és kovetkeztetések

A cikkben bemutatott iitemezési feladat megoldasara kidolgoztunk egy j modellt,
mely egy idében valtozé kapacitaskorlatos er6forras-kornyezetet reprezental, ahol
egymastol fiiggetlen egyetlen operaciot igényld munkakat kell végrehajtani. A mun-
kakhoz szigoru inditasi idokorlatok, befejezési hataridok és egységnyi miiveleti idok
kapcsolddnak. Az litemezés elsédleges célja a hataridék betartasa.

A legnagyobb késés minimalizalasara kidolgoztunk egy 1) id6tartalék-orientalt
itemezési algoritmust, amely polinomialis futdsi id6 alatt optimalis megoldast allit
el6. Az optimalis megoldas ismeretében objektiven megvalaszolhatd az a kérdés,
hogy a vizsgalt litemezési feladatban szereplé munkdk mindegyike elkészitheté-e a
sajat hataridejére.

A konkrét probléma sikeres megoldasan tilmenden altalanosithatdé eredmények
sziilettek. A kidolgozott konkrét modell és a kapcsoloddé megoldasi modszer hatéko-
nyan alkalmazhat6 kiilonb6z6 iitemezési feladatok megoldésara.

Az egyik lehetséges eset az, amikor az iitemezend6 folyamat kozvetleniil kezel-
het6 a modellel. A gyartasi féfolyamatok és segédfolyamatok sokféleségébol kovet-
kezik, hogy szamos tevékenység egységnyi miiveleti idével modellezhetd (pl.: ru-
tinszeri mérési/ellendérzési folyamat, csomagolas, szerszam-elokészités, belsé lo-
gisztikai folyamatelemek stb.), igy ezekben az esetekben a modell kozvetleniil
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alkalmazhato, akar van valtozo kapacitaskorlat, akar rogzitett kapacitaskorlatot kell
figyelembe venni. A felsorolt példak alapvetden diszkrét gyartasi folyamatokra vo-
natkoztak, ugyanakkor a problémat altalanosabban szemlélve szamos szolgaltatassal
kapcsolatos titemezési feladat is idesorolhato. Ilyen feladat lehet példaul a nagy ér-
ték, korlatozottan rendelkezésre allo orvosi miiszerek €s diagnosztizalo személyzet
id6kapacitasdnak figyelembevétele hataridds, sorban all6 beavatkozasok és/vagy
vizsgalatok titemezése sordn. Tovabbi alkalmazasi teriilet lehet példaul a nagy mé-
retli logisztikai rendszerek kiszolgalasakor jelentkezd, dinamikusan generalt beépiilo
feladatok (pl.: repiil6téri tizemanyag-felt6ltési tevékenységek, kiko6tdi konténerrako-
dasi muveletek stb.) litemezése.

Az eredmények hasznositasanak egy masik lehetséges modja az, amikor a konk-
rét modell és annak algoritmusai nem kozvetleniil keriilnek bevetésre, hanem koz-
vetett modon keriilnek alkalmazasba. Példaul, ha valamely folyamatban a miiveleti
idoket nem célszerli vagy nem is lehet egységnyi értéknek tekinteni, a bemutatott
koncepcio akkor is alkalmazhato, de mar nem garantalhatd az optimalis megoldas
elérése. Ilyenkor a bemutatott mddszerek gyors heurisztikus felépitd algoritmusok-
nak tekinthet6k. Az NP-hard feladatok esetében ezeknek nagyon fontos szerepe van.
Ezt figyelembe véve, a korlatozottan rendelkezésre allo parhuzamos kapacitasokbol
és az egyoperacios hataridés munkakbol allo iitemezési feladatok halmaza tovabb
szélesedik.

Az idétartalék-orientalt szemlélet hasznalhato tobb operaciobol allo munkak ese-
tében is. Ilyenkor az adott munka inditasi idépont-korlatja az els6ként indithatd ope-
racioéra vonatkozik, mig a hatarid6 az utols6 operacid befejezési idejének szab felsd
hatart. Ez alapjan minden egyes operacio esetében szamithatd egy sajat idotartalék
ugy, hogy a kapcsolodé munka hataridejébdl ki kell vonni ennek a munkanak a még
el nem végzett operacidinak miveleti id60sszegét, tovabba ki kell vonni a dontés
pillanatdhoz tartozé mindenkori aktudlis idépontot is. Ezt felhasznalva az iddtarta-
l1ék-orientalt algoritmus gy mitkodik, hogy a valtozé kapacitaskorlat mentén ha-
ladva ki kell valasztani a vizsgalt iddpontban indithat6 operacidkat a teljes operacio-
halmazbdl, majd a legkisebb iddtartalékkal rendelkezd operaciot kell beiitemezni a
lehetd legkorabbi idépontra. Ha a kapacitaskorlatot eléri a terhelés, akkor tovabb kell
1épni az id6ben a kovetkezo szabad kapacitas rendelkezésre allasaig.

Az igy altalanositott elvek 6nalléan vagy mas heurisztikus modszerekkel kombi-
nalva hatékonyan alkalmazhatok eréforras-korlatos és hataridés 0sszetett litemezési
feladatok megoldasara. Példaul az ismert klasszikus erdéforras-komyezetek (flow
shop, job shop, open shop, stb.) a bemutatott idében valtoz6 kapacitaskorlatokkal
kiegészitve tovabbi 4j kiterjesztett modelleket alkotnak.
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